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Yorwort. 



Im vorliegenden Buche sollen Geltung und Anwendung des Energie- 
principes in allen Gebieten der Naturlehre dargethan werden. Es 
geht aus vieljährigen Studien über die Verwendung des genannten 
Principes für den höheren Unterricht hervor, nämlich aus dem Be- 
streben, mit Hilfe des Principes nach einem einheitlichen Plane sowohl 
die einzelnen Erscheinungen eindringlicher zu behandeln, als auch den 
Zusammenhang derselben möglichst innig zu gestalten. Je mehr ich 
mich mit diesbezüglichen Studien beschäftigte, desto mehr kam ich 
i zur Überzeugung, dass das Energieprincip gut geeignet ist, der Öco- 

•^ nomie des Denkens in diesem Sinne auch in der Schule zu dienen, 

«5 lind dass mit dessen Verwendung zugleich eine Reihe didaktischer 

«^ Vortheile verbunden ist. Das Ergebnis der Studien ist in der vor- 

T liegenden Arbeit niedergelegt. 

^ Es könnte vielleicht als unzeitgemäss bezeichnet werden, für eine 

I umfassende Verwendung des Energieprincipes in der gegenwärtigen 

Zeit einzutreten, da Führer der Wissenschaft, wie Hertz, Boltzmann, 
Planck, sich gegen dasselbe als Grundprincip ausgesprochen haben. 
Indessen hat J. Schütz (Wiener Akad.-Ber. 1896. S. 162) gezeigt, dass 
das Hertz'sche Princip der geradesten Bahnen nichts anderes 
enthält, als das Hamilton'sche Princip, und dieses ist auf das Energie- 
princip zurückführbar; und die von Boltzmann angefochtene Verwen- 
dung des Principes kommt in den vorgeführten Lehrgebieten nicht in 
Betracht. Die bezüglichen Einwendungen berühren daher die Arbeit 
nicht. 

Die Behandlungsweise des Energieprincipes ist durchgehends nach 
der historischen Entwickelung der Naturlehre eingerichtet. Eine histo- 
rische Einleitung, die theilweise auch für Unterrichtszwecke geeignet 
sein dürfte, gibt gewissermassen den Bauplan des zu errichtenden 
Gebäudes und zeigt die Entwickelung und die Rolle des Energie- 
principes in der Physik. Den einzelnen Capiteln liegen durchaus 
möglichst einfache Anschauungen zugrunde, und die Begriffsentwicke- 
lungen erfolgen stets im Geiste der Geschichte der Wissenschaft. 
Bei der quantitativen Behandlung der Erscheinungen mittelst des 
Energieprincipes wird dieses nur in den experimentell begründeten 
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IV Vorwort. 

Formen gebraucht. In der Mechanik liegt demselben der Satz der 
lebendigen Kräfte zugrunde. Zur Bestimmung der Energie der 
Kraftfelder wird die hydrostatische Grundgleichung als Aus- 
druck für einen Arbeitswert in Anwendung gebracht; damit werden 
der Arbeitswert eines Flüssigkeitsgewichtes, das Elasticitätsgesetz, die 
Cohäsionsarbeit, die Zustandsgieichung (gewonnen aus Elasticitäts ver- 
suchen und aus dem ersten Hauptsatze der mechanischen Wärme- 
theorie), das Gesetz des osmotischen Druckes, femer die Energie der 
elektrischen und magnetischen Felder als Volumsenergien (pv) 
dargestellt. Diesen von'Ostwald sogenannten Volum- oder Raum- 
energien werden auch die Distanz- und Oberflächenenergien als poten- 
tielle Energien beigeordnet. Das Helm'sche Intensitätsgesetz, nach 
welchem jede Energie in einen Intensitätsfactor und einen Exten- 
sitätsfactor zerlegbar ist, ermöglicht eine analoge Behandlung meh- 
rerer sehr verschiedenartiger Erscheinungsgebiete. Die Lehre vom 
Lichte wird nach der elektromagnetischen Lichttheorie in einer 
leicht auch elementar wiederzugebenden Weise behandelt. Die mo- 
dernen Lehren stützen sich durchaus auf die Arbeiten von Faraday, 
Maxwell, Helmholtz und Hertz. 

Von der Ostwald'schen Anschauung, dass die Energie ein reelles 
Agens sei, wird kein Gebrauch gemacht. 

In besonderen, als hypothetisch bezeichneten Paragraphen wird 
in der Lehre von der Wärme, der Elektricität und des Magnetismus 
eine anschauliche mechanische Deutung der betreffenden Kräfte 
angegeben; auch dabei wird die geschichtliche Entwickelung der 
Theorien berücksichtigt. Insbesondere gestützt auf die Anschauungen 
Faraday s, Maxwells und W. Thomsons (Lord Kelvin), werden die 
Kräfte im Felde mittelst molecularer Wirbel erklärt, und in selbstän- 
diger Weise werden die Wirkungen der Wärme, die elektrische und 
magnetische Polarisation durch die den Niveau flächen im Körper 
entsprechenden Formen der Molecüle zu erklären versucht. Die 
Maxwell-Hertz'schen Grundgleichungen des elektrischen Feldes 
gewinne ich aus den Grundgleichungen der Elasticität, indem 
ich die Kraft anstatt der relativen Verschiebung d^ der absoluten 
Verschiebung | der Raumelemente proportional setze (§ 52 b), und 
darauf gestützt deute ich die elektrischen Kräfte — gegenüber 
der Cohäsion und Elasticität, welche Kräfte des Wechselwirkungs- 
potentials der Molecüle sind — als solche, die aus der Änderung 
des Selbstpotentiales der Körper oder deren Theilchen entspringen 
(§ lOOe). Eine mechanische Deutung der elektromagnetischen 
Kräfte wird in § 125 gegeben. Eine Beziehung zwischen optischen 
Brechungsexponenten, Dielektricitätsconstanten und Cohäsionsconstan- 
ten als Grund dafür, dass der Äther der einheitliche Träger der 
verschiedenen physikalischen Energien sei, ist in § 143 dargestellt. 



Vorwort. V 

Mehreren Lehrbüchern gegenüber wird bei Behandlung der Zu- 
sammenhangsformen der Körper ausdrücklich darauf hingewiesen, dass 
die leichte Verschiebbarkeit der Flüssigkeitstheilchen den Schluss auf 
eine geringe Cohäsion nicht begründet, und nach Stefan wird aus der 
Verdampfungswärme und auf andere Weise berechnet, dass die Cohä- 
sion der Flüssigkeiten als Druck auf 1 cm^ zumeist mehrere tausend 
Atmosphären beträgt. 

Der behandelte Stoff fällt im allgemeinen mit dem Lehrstoff für 
den höheren Unterricht zusammen; doch gehen auch inehrere Para- 
graphen, die mir noch vom wissenschaftlichen Standpunkte für die 
Bedeutung des Energieprincipes von besonderer Bedeutimg zu sein 
schienen, über diesen Rahmen hinaus. Die Rechnungen werden viel- 
fach mit den Zeichen der Differential- und Integralrechnung durch- 
geführt; dieselben sind aber, zumeist so einfach, dass sie leicht in 
elementar mathematischer Form dargestellt werden können. An einigen 
Stellen findet sich hierzu eine kurze Anweisung. Den einzelnen 
Lehren folgen Andeutungen über die Anwendungen und in der Regel 
eine Anzahl von Aufgaben, von denen allerdings die meisten anderen 
Aufgabensammlungen entlehnt sind. Die Aufnahme solcher Aufgaben 
erschien mir wesentlich, da eben die Förderung der rechnungsmässigen 
Verarbeitung des physikalischen Lehrstoffes im Unterrichte ein Haupt- 
motiv zur Abfassung des Buches war. 

Die Ansicht mancher Schulmänner, das Energieprincip sei nicht 
im Anfange, sondern am Schlüsse des physikalischen Unterrichtes zu 
behandeln, bekämpfe ich nicht; denn diese Ansicht bezieht sich offenbar 
auf ein experimentelles Lehrverfahren in einem ersten Unterrichts- 
kreise. Bei ausschliesslich qualitativer Behandlung der Naturerschei- 
nungen, wobei nur die ersten Begriffe gewonnen werden sollen, kann 
das alle Erscheinungen harmonisch zusanunenfassende Energieprincip, 
in populärer Weise angewendet, einen recht gefälligen und die 
Schüler befriedigenden Abschluss bilden. 

In einem zweiten, höheren Unterrichtscursus aber, in dem die 
mathematische Begründung in Anwendung zu bringen ist, gehört das 
Gesetz der Rechnung vor dieselbe. Der Platz des Energieprincipes 
ist neben dem Newton'schen Kraftmasse, aus dem es für die Mechanik 
leicht zu gewinnen ist. Ebenso wie dieses hätte auch jenes am Ende 
der mathematischen Entwickelungen keinen Wert. Als Grundlage der 
Rechnung jedoch gestattet das Energieprincip die Gesetze der ver- 
schiedenen Naturerscheinungen nach einem einheitlichen Plane und 
zumeist in einfacher Weise zu ermitteln. Viele diesbezügliche Ent- 
wickelungen werden — nach einiger Übung der Schüler — von diesen 
als Aufgaben selbständig durchgeführt werden können. So muss das 
genannte Princip zu einer Vereinfachung und Erleichterung des Unter- 
richtes führen, und durch seine Anwendung bei der Lösung zahlreicher 
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Übungsbeispiele sowohl in der Mechanik, als auch in der Lehre von 
der Wärme, der Elektricität und des Magnetismus muss ein gründ- 
liches Verständnis des physikalischen Lehrstoffes und ein sicheres 
Wissen seitens der Schüler erzielt werden. 

Möge es dem Buche gegönnt sein, bei Erstrebung dieses Zieles 
mitzuwirken! 

Teschen, im September 1896. 

Hans Januschke. 
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Einleitung. 

A. Gegenstand und Metliode der Naturlelire. 

Die Gesammtheit der Dinge rings um uns her, die wir mit unseren 
Sinnen wahrnehmen, nennen wir Sinnenwelt oder Natur. Mit diesen 
Dingen steht der Mensch im innigsten Zusammenhange. Wenn auch 
wir bei den heutigen Lebensverhältnissen unsere Nahrungsmittel ein- 
kaufen und andere Lebensbedurfnisse auf künstliche Weise decken, so 
ist doch nicht zu verkennen, dass die Quellen des Lebens uns nur 
aus der Natur fliessen. Aus dem Thier-, Pflanzen- und Mineralreiche 
werden die Nahrungsmittel gewonnen, und viele Menschen voll- 
ziehen dabei gleichzeitig mancherlei noth wendige Lebensthätigkeit; 
auf uns alle üben Licht und Wärme der Sonne, die Farbenpracht 
der Blumen, das Treiben der munteren Thiere, der Duft des Waldes 
und der Wiesen, der Gesang der Vögel, das Rauschen des Wassers 
und des Windes mächtig belebende Wirkungen aus. 

Als Mittel der Wahrnehmung dienen unsere Sinne, und die ge- 
weckte Empfindung vermag oft unmittelbar über die Befriedigung 
unserer Bedürfnisse zu entscheiden: der Geruch über die Güte der 
Luft, die wir athmen, der Geschmack über die Zuträglichkeit der 
Speisen, wenn dieselben nicht künstlich verändert sind, und das Gefühl 
über entsprechende Wärme und mechanische Thätigkeit. 

Der Verkehr mit der Natur ist für den Menschen nothwendig, 
und er fand auch zu allen Zeiten statt. Nur die dabei obwaltenden 
Verhältnisse haben sich im Laufe der Zeit wesentlich geändert. Auf 
der niedrigsten Culturstufe fand nur ein unmittelbarer Verkehr 
statt. Mit demselben war ein roher Kampf des Menschen ums Dasein 
gegen Thiere und Pflanzen, gegen Wetter und Wasserwogen verbunden. 
Die Natur und ihre Gewalten erschienen dem Menschen als Feinde, 
und sie, sowie die ausserhalb des unmittelbaren Gesichtskreises 
liegenden Quellen zu den Erscheinungen flössten ihm Furcht und 
Schrecken ein. 

Späterhin, als die Völker feste Wohnsitze einnahmen, vermochte 
die Natur an jedem einzelnen Orte der Erde nicht von selbst alle 
Bedürfnisse der Menschen zu decken; es musste die Lebens fürsorge 
ein Anstoss für die Begründung der Cultur werden, und deren Weiter- 
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erstreckung in räumlicher und zeitlicher Beziehung musste die 
Culturent Wickelung mächtig fordern. Heute wird die Menge und die 
Auswahl der Nahrungsmittel durch Viehzucht und Ackerbau geregelt, 
und fehlende Lebensmittel an einem Orte werden durch Zufuhr von 
einem anderen herbeigeschaflFt; Kleidung und Wohnung bieten Schutz 
gegen gefährliche Thiere und gegen rauhes Wetter; die Beheizung 
gewährt in kalten Gegenden die Annehmlichkeiten der Wärme, das 
künstliche Eis ersetzt in heissen Zonen die Vortheile der natürlichen 
Kälte, und die Beleuchtungen nach verschiedenen Systemen erhellen 
die dunklen Wohnräume und die finsteren Strassen zur Nachtzeit; 
bei schwerer Arbeit wird die Kraft durch Maschinen und Waffen be- 
liebig verstärkt. Die Culturentwickelung hat daher einen Ausgleich 
der Gegensätze in der Natur erzielt; sie hat die Natur dem Menschen 
dienstbar gemacht, gewissermassen ein freundschaftliches Verhältnis 
zwischen ihr und ihm hergestellt. Der Lebensfürsorge wird dadurch 
unter den heutigen complicierten Lebensbedingungen in hohem Masse 
genügt. — Wodurch war es nun möglich diese Entwickelungsstufe 
zu erreichen, auf der die erforderlichen Bedingungen für die mensch- 
liche Wohlfahrt fast zu jeder Zeit und an jedem Orte der Natur ab- 
gewonnen werden können? Dieses hohe Ziel wurde auf einem langen 
Weg und unter grossen Schwierigkeiten durch Erwerbung der Kenntnis 
der Natur erreicht. 

Von den uns umgebenden Dingen nennen wir das Bleibende, 
das auf unsere Sinne einwirkt, Stoff, Materie oder Substanz; 
räumlich begrenzter Stoff heisst Körper. Von besonderer Wichtigkeit 
sind die Veränderungen, denen die Körper unterworfen sind: der 
Himmel wird trübe, es entstehen Wolken, es fällt Regen nieder und 
befruchtet die Erde; das Wasser läuft vom Berg ins Thal und treibt 
in seinem Laufe Mühlen; bei Tag werden die Körper von der Sonne 
erhellt, bei Nacht sind sie dunkel; Erschütterungen der Luft bringen 
einen Schall hervor, u. s. w. Solche Veränderungen, die wir an den 
Körpern wahrnehmen, heissen Erscheinungen. Mit ihnen beschäftigt 
sich die Naturwissenschaft im allgemeinen. Die specielle Naturlehre 
oder Physik beschäftigt sich nur mit jenen Erscheinungen der un- 
organischen Körper, bei welchen der Körper nicht dauernd oder wesent- 
lich geändert wird; sie behandelt mechanische. Schall-, Licht-, Wärme-, 
magnetische und elektrische Erscheinungen. — Zur Naturwissenschaft 
gehören noch die Naturgeschichte, welche die Naturgegenstände 
ihrer Form imd ihrem Inhalte nach beschreibt, die Physiologie 
d. i. die Naturlehre der organischen Körper und die Chemie, welche 
die Erscheinungen behandelt, bei denen der Körper seine innere Zu- 
sammensetzung dauernd verändert. 

Viele Erscheinungen bieten sich dem Menschen in der Natur 
unmittelbar dar; die Kenntnis derselben wird instinctiv gewonnen. 
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Diese Kenntnis ist bereits von grossem Nutzen. Ein schwimmendes 
Holzstück, die Schale einer Frucht, eine Muschel und der Stab in 
der Hand führten bereits frühzeitig zur Schifffahrt und zur Anfertigung 
von Geräthen und Werkzeugen. Die Funde in Gräbern zeigen, dass 
die betreffenden Formen sehr unvollkommen und schwerfallig waren. 
Desungeachtet liegt in den ersten Nachahmungen der Erscheinungen 
der Keim für das Studium durch Versuche, durch die wir freiwillig 
und planmässig die Erscheinungen hervorrufen und die Bedingungen 
nachweisen, unter welchen sie zustande kommen. — Man nennt die 
wesentlichen Bedingungen die Ursache der Erscheinung und die Er- 
scheinung selbst die Wirkung. Die Angabe der Ursache heisst die 
Erklärung. Da die unmittelbare Wahrnehmung und die Nachahmung 
einander so nahe liegen, so sollte man glauben, dass das Studium 
mittelst Versuchen oder Experimenten zu den ältesten Methoden 
gehöre. Die Entwickelungsgeschichte der Naturwissenschaft bestätigt 
aber die Vermuthung nicht; sie zeigt vielmehr, dass die experimen- 
telle Methode erst in den letzten Jahrhunderten erfolgreich verwendet 
wurde. — 

Die ältesten Naturanschauungen stehen auf mythologischem 
Standpunkte, indem besondere Gottheiten als Beherrscher des Lichtes, 
des Blitzes und Donners, des Windes, der Flüsse, des Meeres u. s. w. 
angesehen werden. Damit werden jene Ursachen, die nicht mehr in 
den Gesichtskreis des Menschen fallen, übernatürlichen Mächten zu- 
geschrieben, und diese werden personificiert. Die Erklärung entspricht 
einer tiefen Betrachtung, welche — insofern sie als Grund der Er- 
scheinungen eine jenseits des Gebietes unserer Sinneswahmehmungen 
gelegene unerforschliche Ursache, eine göttliche Macht postuliert — 
die Grundlage der Religion in sich schliesst, in dieser wie in philo- 
sophischer Beziehung für den Menschengeist ein Bedürfnis ist und 
zu allen Zeiten sich als eine Notwendigkeit erwiesen hat. 

Die Unvollkommenheit der mythologischen Lehren, Grenzüber- 
schreitungen auf sinnlichem Gebiete, willkürliche und falsche An- 
wendungen bringen es aber mit sich, dass darnach das Verhältnis des 
Menschen zur Natur nicht immer vortheilhaft geregelt wird: So er- 
zählt Seneca von den Bewohnern von Argolis, dass sie zur Beruhigung 
eines Hagelwetters ein Lamm oder Huhn opferten oder sich in die 
Finger schnitten, um Blut zu vergiessen. Nach einer Herkulessage 
liess der ägyptische König Busiris zur Verhütung grosser Dürre im 
Lande jährlich einen Fremden dem Jupiter zum Opfer schlachten. 
Nach der Bibel wurde noch Jonas ins Meer geworfen, um die hoch- 
gehenden Wogen zu beruhigen. Kelten, Indianer, Neger und andere 
Stämme brachten Menschenopfer, um herrschende Krankheiten zu be- 
seitigen und sich vor anderen Übeln zu schützen. Die Opfer sollten 

die erzürnten Götter und Geister besänftigen. Auch die sogenannten 
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Gottesurtheile im Mittelalter (Feuer- und Wasserprobe, das Bahr- 
recht etc.) hatten mit der Wahrheit nichts zu thun, und es wurde 
damit viel Unrecht und Grausamkeit verübt. Im Gegensatze hiezu 
hat der Cult aber auch Naturerscheinungen dem Menschen dienstbar 
gemacht, wie z. B. das Feuer, das vermuthlich als Blitzstrahl vom 
Himmel niederfuhr und in den Tempeln (von den Vestalinen) bewahrt 
und erhalten wurde; es war eine Quelle reichen Segens, solange die 
Feuererzeugung mit grossen Schwierigkeiten verbunden war. Der 
Fetischbaum der Schiffe mit seinem Gottesbilde führte zur Eenntniis 
des Winddruckes und zur Anwendung der Segel. — 

Vom Standpunkte der Sinneswahrnehmung suchten griechische 
Philosophen die Abhängigkeit und den Zusammenhang der Natur- 
erscheinungen darzustellen. Thaies vonMilet (um 640 — 550 v. Chr.) 
erklärte — gestützt auf die Wechselbeziehungen zwischen Pflanzen- 
und Thierreich und auf die Wahrnehmung, dass Ägypten den Nil- 
überschwemmungen seine Fruchtbarkeit verdanke, — das Wasser sei 
das Princip aller Dinge, d. h. die Materie, aus der alles entstanden 
sei, und das Agens, das alle Veränderungen bewirke. Anaximenes 
setzte an Stelle des Wassers die Luft und Anaximander einen 
qualitativ unbestinunten, unendlichen Urstoff. Leukipp und Demo- 
krit (um 380 v. Chr.) sind die Begründer der noch heute anerkannten 
Atomtheorie, nach welcher die Erscheinungen aus der Bewegung 
kleinster, im Welträume verbreiteter Stofftheilchen erklärt werden; 
durch Verbinden und Trennen derselben entstehen und vergehen die 
Körper. Die angeführten Lehren, insbesondere die Atomtheorie sind 
auf dem Postulate der anschaulichen Ursächlichkeit aufgebaut. 

Von dem gegensätzlichen Postulate, nämlich dem der Zweck- 
mässigkeit gieng Aristoteles (384 — :322 v. Chr.) aus; er sah Feuer, 
Luft, Wasser und Erde als einfache Stoffe an, aus denen die Körper 
zusammengesetzt seien, und erklärte die Bewegungserscheinungen damit, 
dass jeder Körper seinen Ort suche. 

Von einer aus praktischen Rücksichten geforderten, genauer 
bestimmten Annahme gieng nur Archimedes (287 — 212 v. Chr.) aus, 
indem er sein Hebelgesetz mittelst des Satzes ableitete : Gleich schwere 
Grössen, in gleicher Entfernung vom Unterstützungspunkte wirkend, 
sind im Gleichgewichte, und gleich schwere Grössen, in ungleichen 
Entfernungen wirkend, sind nicht im Gleichgewichte, sondern die in 
grösserer Entfernung wirkende sinkt. Das daraus gefolgerte Gesetz 
gibt eine unveränderliche Beziehung zwischen den Bestimmungsstücken, 
nämlich zwischen Belastung und Länge der Hebelarme. Die Bemühungen, 
die Echtheit des Metalles der Krone des Königs Hieron zu prüfen, 
führten Archimedes noch zu dem nach ihm benannten Gesetze über 
den Gewichtsverlust der Körper, die in eine Flüssigkeit getaucht 
werden, und Euklid (um 300 v. Chr.) ermittelte aus der Lage eines 
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Gegenstandes und des Auges vor einem Spiegel das Reflexions- 
gesetz der Lichtstrahlen. 

Mit Ausschluss der letzteren richtig ermittelten Gesetze, die aus 
praktischen Bestrebungen hervorgiengen, waren die Lehren der griechi- 
schen Philosophen auf Annahmen oder Hypothesen gestützt, aus 
denen die Erscheinungen abgeleitet oder deduciert wurden. Da 
die Hypothesen nicht genug geprüft und die benutzten Daten nicht 
genau bestimmt waren, so konnten darnach auch die Erscheinungen 
nur unTollkommen abgeleitet und nur mangelhaft in Gedanken nach- 
gebildet werden. Die betreflfenden Lehren enthalten aber wohl die 
Keime, aus denen sich manche unserer heutigen Theorien, die den 
inneren Zusammenhang der Erscheinungen darstellen, entwickelten. 

Die Grundlage zu einem exacten Studium der Naturerscheinungen 
legte Galilei. Seine Untersuchungen über den Fall der Körper, die 
er in seinem Werke „Discorsi e dimostrazioni matematiche" (1638) 
mittheilte, erfolgten nach einer mustergiltigen Methode: Er gieng von 
einer Annähme über die Geschwindigkeit der fallenden Körper aus, 
zog daraus Schlussfolgerungen und prüfte diese durch Versuche; die 
Übereinstimmung der Schlüsse mit den Thatsachen war für die Zu- 
lässigkeit der Annahme entscheidend. Auf diese Weise stellte er das 
Gesetz des Falles der Körper auf. Von den mechanischen Prin- 
cipien gab er das Beharrungsvermögen und die Zusammen- 
setzung gleichzeitiger Bewegungen mittelst des Parallelo- 
grammes an. 

Kepler (1571 — 1630) leitete aus Tycho Brahe's und aus seinen 
eigenen Beobachtungen die nach ihm benannten drei Gesetze der 
Planetenbewegungen ab; er wandte die inductive Methode an. 

Newton (1643 — 1727) berechnete aus dem dritten Kepler'schen 
Gesetze über die Umlaufszeiten der Planeten und aus dem Fliehkraft- 
gesetz sein berühmtes Gravitationsgesetz, nach welchem zwischen 
je zwei Körpern im Himmelsraume Kräfte wirken, die im umgekehrt 
quadratischen Verhältnisse mit der Entfernung abnehmen. Als Kräfte- 
mas s bestimmte er, auf Galilei's Leistungen gestützt, die Beschleu- 
nigung und lehrte die Resultierende mehrerer Kräfte durch die Dia- 
gonale des Kräfteparallelogrammes auffinden. 

Damit waren nun die erforderlichen Bestimmungselemente und 
die Grundprincipien ihrer Verbindung im Gebiete der Mechanik ge- 
geben, und es konnte nun an eine deductive Behandlung der Mechanik, 
an eine mathematische Ableitung der einzelnen Erscheinungen, mit 
den besten Aussichten auf Erfolg geschritten werden. Eingehenderes 
hierüber soll im nächsten Capitel folgen. Hier soll nur noch auf die 
Vortheile hingewiesen werden, welche sich bei dieser Methode geltend 
machen. Es lassen sich die Erscheinungen rechnungsmässig genauer 
bestimmen, als es durch Beobachtung möglich ist, und alle jene, die 
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aua einem gemeinsamen Gesetze gefolgert werden können^ treten in 
unserer Erkenntnis in innigen Zusammenhang; mit einigen wenigen 
Grundgesetzen beherrschen wir das weite Geltungsgebiet derselben. 
Die Deduction vermag auch zu völlig neuen, unbekannten Er- 
scheinungen zu führen, die darnach durch Beobachtung aufzufinden 
sind. Einen solchen Triumph hat die physikalische Wissenschaft that- 
sächlich gefeiert, indem Leverrier (1846) aus den Störungen des 
Planeten Uranus mit Hilfe des Newton'schen Gravitationsgesetzes die 
Stellung eines unbekannten Planeten berechnete, der darnach sofort 
von Galle gefunden und Neptun genannt wurde. Auch in der Lehre 
vom Lichte und von der Elektricität sind ähnliche Erfolge zu ver- 
zeichnen. 

Dasselbe hohe Ziel der wissenschaftlichen Ausbildung wie in der 
Mechanik wurde nicht gleichzeitig auch in den übrigen physikalischen 
Gebieten erreicht. Solange daselbst keine sicheren Grundlagen für 
die Deduction gefunden sind, hat die Forschung nur den Weg der 
Induc.tion mit Hilfe der Beobachtung und der Versuche. Seit 
Beginn des 17. Jahrhundertes wird dieser Weg auch allgemein ein- 
gehalten und zur Auffindung sicherer Gesetze verwendet. Galilei und 
die Florentiner Akademie benützten eine Art Luftthermometer zur 
Messung der Wärmegrade; Torricelli wurde aus Anlass des Baues 
einer Wasserpumpe zur Kenntnis des Luftdruckes geführt und mass 
denselben mittelst eines Barometers (1643); Snellius fand (1620) 
durch Versuche das Brechungsgesetz der Lichtstrahlen; Papin 
liess (1690) in einem Hohlcylinder Dampf auf einen Kolben wirken, 
verrichtete mit diesem eine Arbeit und gab damit das Princip der 
Dampfmaschine; Galvani entdeckte (1789) gelegentlich seiner Ver- 
suche dieBerührungselektricität, deren wissenschaftliche und tech- 
nische Bedeutung Volta alsbald erkannte und durch den elektrischen 
Strom und seine Wirkungen zur Geltung brachte; Seebeck entdeckte 
(um 1820) den Elektromagnetismus (Anwendung bei Elektro- 
motoren, beim Telegraph etc.); und Faraday wurde durch seine ziel- 
bewusste und planmässige Forschung über die Analogien der elektrischen 
Stromwirkungen mit der elektrostatischen Influenz zur Erzeugung der 
elektrischen Inductionsströme. geführt (1831). Die hohe Bedeutung 
der letzteren Entdeckungen für die Cultur der Menschheit wird damit 
charakterisiert, dass man von. einem Zeitalter des Dampfes und von 
einem Zeitalter der Elektricität spricht. 

Von ausserordentlicher Wichtigkeit fftr die Praxis und für die 
Wissenschaft ist auch das Studium der Farbenzerstreuung des Lichtes. 
Newton hatte durch eine experimentelle analytische Methode, nämlich 
durch Zerlegung des weissen Lichtes mittelst eines dreiseitigen Glas- 
prismas, und durch synthetische Versuche mittelst mehrerer Glas- 
prismen, Linsen und Farbenkreisel die Zusammensetzung des weissen 
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Lichtes AUS den einfachen Regenbogenfarben nachgewiesen. Die Fort- 
setzung der bezüglichen Forschungen, die sich auf die Zerlegung des 
Lichtes der verschiedenartigsten Körper bezogen, führten Bunsen und 
Kirchhotf (1860) zur Entdeckung der Spectralanalyse, die gestattet, 
durch Zerlegung des Lichtes mittelst Glasprismen die Zusammensetzung 
irdischer und kosmischer Körper zu erkennen. 

So haben Beobachtung und Versuch in rascher Folge zu reichen 
Naturkenntnissen geführt. Mit der Vermehmng der Kenntnisse macht 
sich immer mehr das Bedürfnis geltend, die Kenntnisse nach ihrem 
inneren Zusammenhange zu ordnen, und es ist, wie in der Mechanik 
auch in vielen anderen Theilen der Naturlehre gelungen, Grundprincipien 
aufzustellen, nach welchen die Bestimmungselemente der Erscheinungen 
verbunden sind; so entwickeln Theorien des Schalles, des Lichtes, der 
Wärme und der Elektricität zahlreiche Erscheinungen aus Grund- 
gesetzen deductiv. Zur Erreichung dieses Zieles haben vergleichende 
Untersuchungen, wie z. B. über die Wellenbewegung, über die Fort- 
pflanzung des Schalles, des Lichtes, der strahlenden Wärme, der 
Elektricität u. s. w. wesentlich beigetragen. 

Die vorstehende Skizze dürfte die Nothwendigkeit der Natur- 
kenntnis darthun und die Erwerbungs weise derselben erkennen lassen. 
Es ist daraus auch ersichtlich, dass nicht alle Menschen jene Kenntnis, 
die sie brauchen, unmittelbar erwerben können, sondern dass es 
nothwendig ist, die Naturkenntnis in möglichst einfacher Weise mittel- 
bar unter den Menschen zu verbreiten und sie auch den Nachkommen 
zu sichern. Diese Aufgabe löst die Naturlehre oder Physik nach 
den Mustern ihrer Begründer und Förderer. Die Naturlehre entspricht 
damit einer Lebensfürsorge in zeitlicher und räumlicher Beziehung, 
einer Forderung der Humanität im ausgedehnten Masse. Bei der 
heutigen fortgeschrittenen Culturentwickelung beschäftigt sich die 
Physik allerdings weniger mit den grossen Anwendungen ihrer 
Lehren, weil dieses Gebiet eine Specialwissenschaffc der Technik 
geworden ist; ihr Studium ist aber dennoch vermöge der ihr zu- 
kommenden Gegenstände und ihrer Methode von grösster Bedeutung. 
Denn jede Thür, Klinke, Schlüssel, Messer, Gabel, Scheere, Wage, 
Uhr, alle Werkzeuge, Geräthschaften, Musikinstrumente und die mensch- 
lichen Glieder sind physikalische Apparate; die Bewegungserscheinungen 
auf der Erde und am Himmel, die Licht- und Wärmeerscheinungen 
in und ausser dem Hause, die jedem Menschen begegnen und zum 
Denken anregen, werden in der Physik behandelt; sie lehrt uns Schutz 
suchen gegen den Blitz und zwar beim Aufenthalt im Walde unter 
niedrigen Buchen oder Nadelbäumen und im Hause unter Blitzableitern 
und Blechdächern, die mit dem Erdboden in leitender Verbindung 
stehen; sie lehrt die Wogen des Meeres mit kleinen Mengen von Ol 
zu glätten und die Anpassung an die Natur in noch vielen anderen 
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Fällen; sie gibt die Grundlehren der Technik und somit das Ver- 
ständnis für eine Hauptstütze unserer heutigen Cultur, für eine reiche 
Quelle von Mitteln zur Ausübung der Humanität. 

Ihre Gegenstände sind aber nicht nur von praktischer Art, sondern 
sie sind auch zur Veredlung des inneren Menschen geeignet; hierher 
gehören z. B. die Astronomie, die Schall- und Gesichtswahmehmungen; 
durch die Behandlung der letzteren werden die unmittelbaren Be- 
ziehungen der Natur zum Menschen und damit auch die Grundlehren 
der Musik und der darstellenden Kunst dargethan; es wird uns in 
die Grossartigkeit und Schönheit der Natur ein Einblick eröfl&iet. 

Die Dinge der Natur sind an sich selbst gewiss geeignet, auf 
Herz und Geist der Menschen zu wirken; die Behandlungsweise, welche 
dieselben in der Physik erfahren, vermag diese Eindrücke noch sehr 
zu vertiefen. Durch die Beobachtung werden die Sinne geübt und 
geschärft; zur analytischen oder synthetischen Untersuchung der Er- 
scheinungen, zur Auffindung der Bestimmungsstücke und deren Be- 
ziehungen zu einander sind rege Phantasie und logisches Denken mit 
mathematischer Strenge erforderlich. Es werden demnach sämmtliche 
geistigen Fähigkeiten in Anspruch genommen imd entwickelt. Es 
wird eine sinnige Naturanschauung geweckt und die Überzeugung 
gefestigt, dass die Gesetze gelten müssen, dass nur diese die Ordnung 
erhalten. — 

Wenn wir einerseits durch Fernrohre und Spectrometer sichere 
Kenntnis erhalten von den in unmessbarer Feme stattfindenden 
Himmelserscheinungen, und andererseits bei Berührung und beim 
Stoss zweier in unmittelbarer Nähe befindlichen Körper vor tiefe 
Geheimnisse gestellt sind; wenn die ganze unermessliche Natur vor 
unser Auge geführt wird, imd wir erkennen die Einflussnahme des 
Ganzen auf das Einzelne: dann empfinden wir die unendliche Grösse 
und Macht der Natur gegenüber unserer Kleinheit und unserem Un- 
vermögen; wir sehen aber auch, dass uns die Natur selbst ihre Hilfe 
dazu bietet, in der Erkenntnis der Wahrheit immer weiter vorzudringen. 
Endlich legt die Physik den Grund zu einer Weltanschauung, die die 
Philosophie nur noch weiter führt; denn die Naturgesetze stimmen 
mit den Gesetzen des menschlichen Individuums und der menschlichen 
Gesellschaft überein. Es ist nicht bloss ein zufällig passendes Bild, 
wenn ein Wasserlauf auf der Erde mit dem Lebenslauf des Menschen 
verglichen wird; die Übereinstimmung der Erscheinungen ist in der 
Übereinstimmung der Gesetze begründet; es ist dasselbe Gesetz, das 
den Process der Bildung, des Bestehens und Vergehens eines Sonnen- 
systemes regelt, und von dem Spencer in seinen Grundlagen der Philo- 
sophie nachgewiesen hat, dass es allen Erscheinungsformen der Natur 
und des menschlichen Lebens zugrunde liegt. Solche tiefgreifende 
Kenntnisse und Anschauungen müssen unbedingt auf das gesammte 
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Denken und Handeln des betreffenden Menschen von bestimmendem 
Einfluss sein. 

Nach all dem Angeführten dürfte der Schluss berechtigt sein: 
das Studium der Physik gewährt sehr viele praktische Vortheile; es 
vermag aber auch in hohem Grade Herz und Geist zu bilden und 
auf die Charakterbildung massgebend mitzuwirken. 

B. Das Princip der Erhaltung der Energie. 

Die Naturlehre hat die Aufgabe^ die Kenntnis der Natur- 
erscheinungen zu vermitteln, und zwar durch unmittelbare Beobach- 
tung oder auch ohne dieselbe durch Versuche oder Beschreibung, 
wenn räumliche und zeitliche Hindemisse eine genaue Beobachtung 
nicht gestatten. Es gehört zum Wesen dieser Aufgabe, in möglichst 
einfacher und leichter Weise das Ziel zu erreichen. Der Forderung 
wird nach dem Stande der Wissenschaft mehr oder minder voll- 
kommen entsprochen, der wissenschaftliche Fortschritt führt die Lösung 
immer mehr der Vollkommenheit zu. 

Die Art und Weise, wie die Naturlehre ihre Aufgabe zu lösen 
sucht, zeigt ihre historische Entwickelung. Galilei sucht z. B. beim 
Fall der Körper die räumlichen und zeitlichen Grössen auf, ermittelt 
ihre Beziehungen und findet die Gesetze des freien Falles, der Be- 
wegung auf der schiefen Ebene und der Pendelbewegung. Die ge- 
fundenen Gesetze können, nun in allen FäUen, in welchen die ent- 
sprechenden Bestimmungsstücke ebenfalls vorhanden sind, unmittelbar 
angewendet werden und iur genauen Kenntnis der Erscheinungen 
dienen; so kann das Schwingungsgesetz des Pendels zur rechnungs- 
mässigen Behandlung aller Erscheinungen (der Elasticität, des Schalles, 
des Lichtes u. s. w.) benützt werden, die sich auf eine schwingende 
Bewegung zurückführen lassen. Über die Anwendbarkeit des Gesetzes 
entscheidet der Versuch, eventuell die unmittelbare Beobachtung in 
der Natur; zu diesem Zwecke werden manchmal die Bedingungen und 
immer die Resultate der Rechnung strenge geprüft. 

Die Naturlehre sucht also Naturgesetze und stellt deren An- 
wendungen dar. Je grösser das Geltungsgebiet eines solchen Gesetzes 
ist, desto grösser ist seine Bedeutung für die Naturlehre. Nach dem 
heutigen Stande der Wissenschaft ist das bedeutungsvollste Gesetz 
„das Princip der Erhaltung der Energie"; es hat sich in allen 
Erscheinungsgebieten als anwendbar erwiesen, und keine der genau 
bekannten Erscheinungen widerspricht demselben. Es verdient deshalb 
auch in der Naturlehre besondere Berücksichtigung. Folgende Skizze 
soll eine Übersicht über die Entwickelung desselben geben ^). 

1) Vgl. hiezu die Schriften über das Energieprincip von E. Mach, 
Weyrauch, Planck, Helm. 



10 Einleitung. 

Die. grundlegenden Betrachtungen beziehen sich auf bestehende 
Verhältnisse bei einfachen Maschinen. Diesbezüglich hat bereits Ari- 
stoteles die Beobachtung gemacht, dass bei der Drehung eines Hebels 
im Gleichgewichtszustande das grössere Gewicht an dem kürzeren 
Hebelarme den kleineren Weg und das kleinere Gewicht an dem 
längeren Hebelarme den grösseren Weg beschreibt. Die allgemeine 
Bedeutung dieser Wahrnehmung wurde aber weder von ihm selbst, 
noch von seinen Nachfolgern erkannt, und die Beobachtung hat somit 
zur Begründung des genannten Principes nichts beigetragen. Erst 
nachdem Stevin (1548^-1620) bei einem Rollensysteme und 
Galilei bei der Untersuchung des Gleichgewichtes auf der schiefen 
Ebene durch Messung gefunden hatten, dass die im Gleichgewichte 
befindlichen Gewichte bei einer Verschiebung Fallhöhen zurücklegen, 
die im umgekehrten Verhältnis der betreffenden Gewichte stehen, oder 
dass die algebraische Summe der Producte aus Gewicht und Fallhöhe 
gleich Null ist, erkannte Joh. Bernoulli die allgemeine Giltigkeit dieses 
Gesetzes und sprach es (1717) in einem Briefe an Varignon als „das 
Princip der virtuellen (möglichen) Bewegungen^^ aus. Das 
Product aus Gewicht (Druck oder Zug) in den entsprechenden Weg 
wurde virtuelles Moment genannt. Nach Coriolis und Poncelet ge- 
braucht man heute dafür den Namen Arbeit. Mit Benützung dieses 
Ausdruckes heisst das Princip: Im Gleichgewichtszustand ist die Summe 
der bei einer virtuellen (möglichen) Bewegung geleisteten Arbeiten 
gleich Null. Der Satz drückt bereits das Princip der Erhaltung der 
Energie in seiner Anwendung auf Gleichgewichtszustände aus. Lagrange 
(1736—1813) hat das Princip der virtuellen Bewegung in seiner ana- 
lytischen Mechanik der gesammten Lehre vom Gleichgewichte der 
Körper zugrunde gelegt und daraus die hierher gehörigen Erscheinungen 
abgeleitet. 

Wenn eine Arbeitsleistung einen Körper in Bewegung setzt, wenn 
z. B. ein Körper infolge der Schwere auf einer schiefen Ebene sich 
herabbewegt oder frei fiillt, so wird er leistungsfähig; er vermag dann 
infolge seines Bewegungszustandes ein Hindernis zu überwinden, selbst 
Arbeit zu verrichten. Ebenso vermag ein nach aufwärts in Bewegung 
befindlicher Körper sein eigenes Gewicht empor zu heben. Diese 
Leistungsfähigkeit eines bewegten Körpers heisst nach Leibnitz (1686) 
lebendige Kraft, nach Thomson kinetische Energie oder auch 
Energie der Bewegung. Mit Hilfe der Bewegungsgesetze von 
Galilei und des Newton'schen Masses der „Kraft" durch die Be- 
schleunigung lässt sich nachweisen, dass die zur Bewegung eines 
Körpers aufgewandte Arbeit stets gleich ist der Zunahme seiner 
lebendigen Kraft, und dass umgekehrt jeder Verlust an lebendiger 
Kraft gleich ist der vom Körper geleisteten Arbeit. Dieser Satz von 
der Äquivalenz der Arbeit und lebendigen Kraft heisst kurz der Satz 
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der lebendigen Kräfte. Derselbe wurde ssuerst von.Huygens (1629 
— 1695) zur Ableitung des Gesetzes des physischen Pendels verwendet, 
ohne aber die eben angegebenen Ausdrücke zu gebrauchen. Joh. 
BemouUi entwickelte daraus die Stossgesetze elastischer Kugeln und 
Daniel Bemoulli (1700 — 1782) die Bewegungsgesetze der Flüssigkeiten. 
In etwas geänderter Form hat es Lagrange als D'Alembert'sches Princip 
der Dynamik fester, flüssiger und gasformiger Körper zugrunde gelegt. 

Der Satz der lebendigen Kräfte führt leicht zum Principe der 
Erhaltung der Energie in der Mechanik. Es braucht nur bemerkt zu 
werden, dass nicht bloss bewegte Körper infolge ihrer Geschwindig- 
keit, sondern auch ruhende Körper, z. B. gehobene Gewichte leistungs- 
fähig sind; denn entzieht man diesen ihre Unterlage, so fallen sie zu 
Boden und leisten gleichzeitig eine Arbeit. Diese Arbeitsföhigkeit 
ruhender Körper nennt Helmholtz Spannkraft (1847) und Rankine 
(1853) potentielle Energie; sie heisst auch Energie der Lage. 
Je tiefer der Körper fallt, desto mehr nimmt die potentielle Energie 
ab, aber desto mehr wächst die kinetische Energie. Wenn nun die 
erstere durch die Arbeit gemessen wird, so ist mathematisch leicht 
zu zeigen, dass die Summe der potentiellen und kinetischen Energien 
stets constant ist; und dieses Gesetz ist das Princip von der Er- 
haltung der Energie. 

Dasselbe gestattet nun, alle Bewegungserscheinungen der festen, 
flüssigen und gasformigen Körper als Umwandlungen der potentiellen 
Energie in kinetische oder umgekehrt zu betrachten: Beim Fallen 
und Steigen des Pendels wechseln diese Verwandlungen ab; wenn 
Wasser von den Bergen abläuft, wird potentielle Energie in. kinetische 
verwandelt, vermöge welcher die Wassermasse Wasserräder und Tur- 
binen zu treiben imstande ist; die Spannkraft oder potentielle Energie 
der Pulvergase wird in die lebendige Kraft oder kinetische Energie 
des Geschosses und diese wieder in die Energie, welche der Demo- 
lierungsarbeit entspricht, verwandelt u. s. w. Bei allen Erscheinungen 
bleibt jedoch die gesammte Energie constant, es geht weder Energie 
verloren, noch wird neue erzeugt. 

Das Princip schliesst den Satz der lebendigen Kräfte und im 
Gleichgewichtsfalle auch das Princip der virtuellen Bewegungen in 
sich ein. 

Das Energieprincip fasst nach seiner Ableitung aus den Galilei'schen 
Bewegungsgesetzen und dem Newton'schen Kraftmasse auch nur 
diese Gesetze passend und leicht anwendbar zusammen, und sein 
Geltungsgebiet reicht nur so weit als das dieser Grundgesetze. 
Ausser diesen Gesetzen bedarf die Mechanik auch noch das von 
den genannten Begründern herrührende Princip der Zusammen- 
setzung und Zerlegung gleichzeitiger Bewegungen und der Kräfte. 
Erst damit lässt sich der Verlauf der Erscheinungen bestimmen. 
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wenn die vorhandenen Bewegungsbedingungen bekannt sind. Die 
letzteren Principien müssen auch dem Energiegesetze hinzugefügt 
werden, wenn dasselbe zum allgemeinen Gebrauche geeignet sein soll. 
Eine genauere Betrachtung zeigt nun, dass die betreflfenden Principien 
mit einander in inniger Beziehung stehen, dass man nur, um der 
Forderung der Vereinigung zu entsprechen, das Energieprincip in der 
angegebenen Fassung ebenso wie auf einzelne Kräfte und Richtungen 
auch auf Massen- und Eräftesysteme anzuwenden und die Gesammt- 
arbeit oder -Energie der Summe der Arbeiten der einzelnen Erafbe 
gleich zu setzen hat. — Die gegenseitige Beziehung ist darin be- 
gründet, dass die Änderung der kinetischen oder potentiellen Energie 
bei der Bewegung längs der Wegeinheit der Newton'schen Kraft 
entspricht, und dass die Summe aller betreffenden Energieänderungen 
in der Wegrichtung gleich ist der resultierenden Energieände- 
rung oder gleich der der resultierenden Kraft entsprechenden 
Energieänderung. Der Zerlegung der Kräfte entspricht die Zer- 
legung einer Arbeit oder Energieänderung in mehrere passende 
Summanden. — 

Eine andere Form für die Zusammenfassung der angegebenen 
Principien lässt sich durch den Nachweis gewinnen, dass die resul- 
tierende Energieänderung das Maximum der unter gegebenen Be- 
dingungen auf einer bestimmten Weglänge überhaupt möglichen 
Energieänderungen ist. Daraus folgt nämlich, dass die Erscheinungen 
in der Richtung des stärksten Energiefalles verlaufen. W. Ost- 
wald spricht den Satz folgendermassen aus: Von allen möglichen 
Energieumwandlungen wird diejenige eintreten, welche in gegebener 
Zeit den grösstmöglichen Umsatz ergibt^). 

Erläuternde Beispiele sind der Abfluss des Wassers von einem 
Berge und die Wurfbewegung. In beiden Fällen sind es zwei Com- 
ponenten, welche die resultierende Bewegung hervorbringen, nämlich 
im ersten Falle die Schwere des Körpers und der elastische Wider- 
stand der schiefen Fläche (bei Vernachlässigung der Reibung), und 
im zweiten Falle die Schwere des Körpers und die Fliehkraft der 
Wurfbewegung. Die resultierenden Kräfte leisten die grösstmöglichen 
Arbeiten; denn unter allen möglichen Bewegungen erfolgt jedesmal 
die in der steilsten Richtung nach abwärts, bei welcher die rascheste 
Umwandlung der potentiellen Energie in kinetische stattfindet. — 
Beide Beispiele sind auch geeignet, zu zeigen, dass die eingeschlagenen 
Bahnen unter möglichst geringem Widerstand oder Zwang erfolgen, 
indem sie sich der verfcicalen Richtung der Schwere möglichst nähern 
(Gauss' Princip des kleinsten Zwanges), und dass sie auch eine mög- 
lichst geringe Krümmung besitzen, also möglichst gerade sind (Princip 



1) W. Ostwald: Lehrb. d. allg. Chemie. 11. 1. Chemische Energie S. 37. 
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von Hertz — beim Wurf zu erweisen aus der Beziehung der lebendigen 
Kraft, die einem Maximum zustrebt, zur Fliehkraft, die als Wider- 
stand möglichst gering ist). 

Ausser den hiermit angedeuteten Gesetzen hat noch ein weiter 
reichendes in der Newton'schen Kräftezusammensetzung seinen Grund, 
nämlich das Intensitätsgesetz von G. Helm^). Die Intensii».t nach 
Helm ist ein Factor der Energie; in der Mechanik wird sie durch die 
Kraft dargestellt. Daher ist ersichtlich, dass die Bewegung stets im 
Sinne der grössten Intensität erfolgen muss, und dass Gleichgewicht 
herrscht, wenn zwei gleiche Intensitäten einander entgegenwirken. 
Das Gesetz lässt sich auf die übrigen physikalischen Gebiete aus- 
dehnen und ist von grosser Fruchtbarkeit. 

Das Energieprincip ist nicht bloss für die Mechanik von grosser 
Bedeutung. Versuche haben gezeigt, dass gleichwie zwischen schweren 
Massen und der Erde auch zwischen sogenannten magnetischen und 
elektrischen Massen Wechselwirkungen bestehen; insbesondere hat 
Coulomb (1785) mittelst der Drehwage nachgewiesen, dass die be- 
züglichen Anziehungen und Abstossungen im umgekehrt quadratischen 
Verhältnis zur Entfernung der wirkenden Massen stehen, dass also 
die Form des Newton'schen Gravitationsgesetzes auch hier Geltung 
hat. Die in der Mechanik gebräuchliche Behandlung der Kräfte ist 
deshalb auch auf die Gebiete des Magnetismus, der Elektricität und 
der* Molecularphysik zu übertragen, und das Energieprincip findet 
auch hier seine Anwendung. Thatsächlich lassen sich z. B. die Ver- 
theilung der Elektricität auf der Oberfläche von Gonductoren und die 
Gestalt der Flüssigkeitsoberflächen im freien Zustande und in Ge- 
fässen damit erklären, dass die betreffenden potentiellen Energien den 
kleinstmöglichen Wert haben; und bevor die Gleichgewichtszustände 
erreicht sind, verlaufen die elektrischen und die Flüssigkeitsströmungen 
in der Richtung des grössten Energiegefälles. Von diesem Gesichts- 
punkte wirkender Gentralkräfte hat H. v. Helmholtz (1847) das Energie- 
princip in seiner allgemeinen Bedeutung ausgesprochen und bei den 
Anwendungen desselben auch Wärme-, chemische, und elektromagne- 
tische Erscheinungen in Betracht gezogen^). 

Aber schon vorher, nämlich im Jahre 1842, hatte R. Mayer ^) 
von einem allgemeineren Standpunkte das Princip der Erhaltung der 
Energie erkannt und dessen Bedeutung für alle Naturerscheinungen 
ausgesprochen. Seine wichtigste Leistung ist die zahlenmässige 
Bestimmung des mechanischen Wärmeäquivalentes, das er aus 



1) G. Helm: Die Lehre von der Energie. 

2) H. V. Helmholtz: Über die Erhaltung der Kraft. Siehe auch Ostwald*s 
Classiker d. exacten Wiss. 

3) R. Mayer: Die Mechanik der Wärme. Herausgegeb. v. Weyrauch. 
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der Arbeit zur Zusammendrückung eines Gases und aus der dabei 
entwickelten Wärme ermittelte; er selbst erklärte die betreffende Zahl 
für wertvoller, als eine ganze Bibliothek voll wohlklingender Hypo- 
thesen. — Nach Mayer berechnete Joule (1843) das mechanische 
Wärmeäquivalent, indem er durch mechanische Arbeit mittelst einer 
dynamoelektrischen Maschine einen elektrischen Strom erzeugte, durch 
diesen Wärme entwickelte und das Verhältnis der Arbeit zur Wärme 
aufstellte. Joule bestimmte auch die Wärme im elektrischen Strom- 
kreise als einen Theil der chemischen Verbrennungswärme im gal- 
vanischen Elemente. 

Damit vnirde nun ziffermässig dargethan, dass nicht bloss in der 
Mechanik, sondern auch in allen anderen physikalischen Gebieten die 
Erscheinungen als Energieverwandlungen zu betrachten sind, dass die 
Wärme des Dampfes in die Arbeit der Maschine, die Arbeit einer 
elektrischen Maschine in elektrische Energie, Licht und Wärme ver- 
wandelt wird. Energie wird dabei weder vernichtet, noch neu erzeugt; 
darauf gestützt spricht Clausius (1865) den Satz aus: Die Energie des 
Weltalls ist constant. 

Das Energieprincip vermag nun infolge seiner in vielen Gebieten 
verbürgten Giltigkeit der Naturlehre die grössten Dienste zu leisten; 
es vermag jedoch allein noch keine Erklärung der mannigfachen 
Erscheinungen zu geben. Denn es fasst ja nur die Bestimmungsstücke 
der Erscheinungen gesetzlich zusammen; es vermittelt aber im 'all- 
gemeinen die Erscheinungselemente nicht, wenn es auch oft auf das 
Vorhandensein einzelner schliessen lässt und aus bekannten einzelne 
unbekannte Elemente zu bestimmen ermöglicht. Die Bestimmungs- 
stücke der Erscheinungen, die Bewegungsbedingungen u. s. w. müssen 
im allgemeinen gegeben sein. Das Energieprincip hat sich aus dem 
Studium der Erscheinungen bei bekannten Maschinen entwickelt, und 
es ist gleichwie hier, auch sonst auf Naturvorgänge in bestimmter 
Weise nur anwendbar, wenn deren Bestandtheile und die Beziehungen 
zum Energieprincipe bekannt sind. Die Forderung, die somit als Be- 
dingung für die Anwendung des Energieprincips an die Naturlehre 
gestellt wird, fällt mit der Forderung einer anschaulichen Natur- 
erklärung überhaupt zusammen. Derselben wurde zu allen Zeiten 
Rechnung getragen; immer hat man die verschiedenen Naturerschei- 
nungen auf bekannte einfache Thatsachen zurückzuführen gesucht. 
Mit Rücksicht auf die grosse Bedeutung dieser Erklärungsversuche 
auch für das Energieprincip soU auf die wichtigsten derselben kurz 
hingewiesen werden. 

Wie im vorhergehenden Capitel bemerkt wurde, suchten bereits 
die griechischen Philosophen vor 2y2 Jahrtausenden das Princip aller 
Dinge in Stoffen, die mit besonderen Eigenschaften begabt seien und 
den Raum ausfüllen. Unseren heutigen Anschauungen am nächsten 
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kommen Demokrit (um 400 v. Chr.) und Epikur (342—270 v. Chr.) 
mit ihren Atomtheorien, nach welchen unendlich viele kleinste 
Körperchen in dem leeren Welträume verbreitet seien, die bei ihren 
Bewegungen an einander prallen und durch Wirbel sich zu Körpern 
zusammen ballen; die Wirbel seien der Anfang der Weltbildung. Ge- 
stützt auf diese Hypothese erklärte Lucretius (96 — 55 v. Chr.) die 
Wirkung des Magnetes durch ein Ausströmen von Atomen, das ringsum 
einen luftleeren Raum erzeuge, in welchen das Eisen hinein stürze. 
Cabeo (1639) stellte eine ähnliche Theorie für die Elektricität auf. 
Descartes (1596 — 1650) legte den Grund zu einer Atherhypothese; 
er lehrte, es gebe keinen leeren Baum und keine Atome; doch nimmt 
auch er an, dass der „Himmelsstoff" aus kleinen Kügelchen be- 
stehe, welche Wirbelbewegungen in der Grösse der Planetenbahnen 
und auch fortschreitende Bewegungen ausführen; die Kügelchen des 
Himmelsstoffes vermögen die Körper zu Bewegungen anzuregen. Jakob 
und Joh. Bemoulli und Euler verbesserten die Athertheorie, indem 
sie dieselbe den Erscheinungen besser anpassten. Der letztere suchte 
(1762) die Anziehung zweier Körper im Himmelsraum aus dem 
Druck und der Bewegung des Äthers abzuleiten. Er nimmt dabei 
an, dass die Körper in ihrer Nähe die Elasticität des Äthers ver- 
ändern. Der elektrische Zustand entstehe durch eine Pressung oder 
Verdünnung des Äthers in den betreffenden Körpern; rings um solche 
Körper bilde sich durch Veränderung der Luft eine elektrische Atmo- 
sphäre. Auch Magnetismus, Licht und Wärme werden auf Wirkungen 
des Äthers zurückgeführt. Huygens begründete die im wesentlichen 
noch heute giltige Wellentheorie des Lichtes (1690). 

Mit Ausnahme der letztgenannten Lichttheorie, die nach einer 
mustergiltigen Methode aufgestellt wurde, erscheinen die bis zu Be- 
ginn des gegenwärtigen Jahrhundertes angegebenen Äthertheorien nur 
in unbestimmten Formen. Dem gegenüber stellt das auf exacte Weise 
gewonnene Newton'sche Gravitationsgesetz für die Naturlehre eine 
ausserordentliche Errungenschaft dar; ist es ja doch nicht bloss ge- 
eignet, als Grundlage zu correcten Deductionen in der Mechanik zu 
dienen, sondern auch in der Lehre des Magnetismus, der Elektricität 
und im erweiterten Sinne in der Molecularphysik, nachdem man als 
Träger der erstgenannten Kräfte unwägbare Stoffe, die Impondera- 
bilien, angenommen hat. Newton erklärte, er habe nicht dahin ge- 
langen können, aus den Erscheinungen den Grund der Eigenschaft 
der Schwere abzuleiten, und Hypothesen erdenke er nicht; in seiner 
Optik führt er sogar ausdrücklich die Verschiedenheit in der Äther- 
dichte als Ursache der Gravitation an. Dennoch erklärten Roger Cotes 
und die anderen Schüler Newton's die unmittelbare Fernewirkung 
als eine wesentliche Eigenschaft der Masse. Die genannten Vertreter 
der Athertheorie machten gegen diese neue, unbegreifliche Eigen- 
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Schaft der Materie gewichtige Gründe geltend, dennoch gelangte sie 
zu allgemeiner Annahme; sie ist noch heute in den Lehrbüchern der 
Physik in ausgedehnter Verwendung. Nur die Wärme wird nebst 
dem Lichte durch einen Bewegungszustand erklärt, nachdem Melloni 
(1798 — 1854) nachgewiesen hat, dass die Wärmestrahlen denselben 
Gesetzen folgen wie die Lichtstrahlen, und nachdem Bumford, Davy u. a. 
qualitativ und Robert Mayer quantitativ die Äquivalenz von Arbeit 
und Wärme nachgewiesen haben. 

In Bezug auf die dynamische Massenwirkung in die Feme konnte 
nur durch eine genauere Kenntnis der thatsächlichen Verhältnisse eine 
Entscheidung getroffen werden; diese Kenntnis wurde durch die 
Forschungen Faraday's (1791 — 1867) über das elektrische nnd 
magnetische Kraftfeld gewonnen^). Er zeigte, dass die indu- 
cierende Kraft eines elektrischen Conductors durch eine Metallplatte 
aufgehalten wird, dass sie sich aber um den Rand in krummen Linien 
fortpflanzt, dass also keine unmittelbare Fernewirkung stattfindet. Er 
bewies, dass die elektrische Ladungsarbeit eines Condensators in dem 
isolierenden Zwischenmittel aufgespeichert ist, und dass die Länge, 
Form und Farbe des elektrischen Funkens von dem Raummittel ab- 
hängen. So stellte er fest, dass sich die Kraft im ganzen Räume 
ausbreitet; ihre Richtung wird von den Kraftlinien bestimmt, für 
welche die bekannte Figur der Eisenfeilspäne in der Nähe der Magnet- 
pole ein anschauliches Beispiel liefert. Normal zu den Kraftlinien 
stehen die Niveauflächen oder die Flächen gleicher Arbeit. 
Die Richtigkeit dieser Auffassung, die Faraday auch auf das Feld 
des elektrischen Stromes übertrug, fand durch die Entdeckung der 
Inductionsströme eine glänzende Bestätigung. Sie führte noch zu 
den weiteren Nachweisen, dass alle Körper zwischen den Polen eines 
kräftigen Magnetes magnetisches Verhalten zeigen, und dass das magne- 
tische Feld nicht nur auf elektrische Ströme, sondern auch auf das 
Licht wirkt, dessen Polarisationsebene es zu drehen vermag. Sie führte 
nach den aufgedeckten Beziehungen zwischen Elektricität, Magnetismus, 
Licht und Wärme zu dem Satze: Alle Naturkräfte sind umwandelbar 
und im Grunde nur Formen einer einzigen Kraft. 

Faraday's Lehre vom Kraftfelde gestattet bereits mit Hilfe der 
Kraftlinien und Niveauflächen eine zahlenmässige Bestimmung vieler 
Erscheinungen. Maxwell hat dieselbe noch genauer mathematisch for- 
muliert und durch mechanische Principien begründet^). Darnach werden 
die Kräfte auf die Wirkungen eines Raummittels (des Äthers) zurück- 

1) Michael Faraday: Experimental-Üntersuchungen über Elektricität. Deutsch 
von Kalischer. 

2) J. M. Maxwell: Lehrbuch der Elektricität und des Magnetismus. Deutsch 
von B. Weinstein. 

Femer Werke über Maxwell's Theorie von L. Boltzmann, Föppl u. a. 
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geführt, das sich in einem Zwangszustande befindet. Dieser Zustand 
wird durch eine „elektrische Verschiebung^^ hervorgebracht gedacht. 
Durch die aufgespeicherte Verschiebungsarbeit im Felde entsteht die 
potentielle Energie. 

Mit diesen Feststellungen sind auch die Beziehungen zwischen 
Elektricität, Magnetismus und Licht gegeben, die sich als Kräfte des 
Äthers äussern. Maxwell entwickelte in der That eine elektro- 
magnetische Lichttheorie, und diese wurde in neuester Zeit 
durch die berühmten Versuche von Heinrich Hertz über die Aus- 
breitung der elektrischen Kraft und über die elektrischen Schwingungen 
auf das vollkommenste bestätigt^). 

Ebenso wenig wie die Wirkung eines leuchtenden Körpers lassen 
sich die neu entdeckten Erscheinungen im elektrischen und magne- 
tischen Kraftfelde durch unmittelbare Ferne Wirkung erklären. Wie 
jene, so fordern auch diese, dass einem ßaummedium, dem Äther, 
eine Rolle zugestanden werde. Mit der Ausbildung der bezüglichen 
Lehren sind gegenwärtig die hervorragendsten Forscher beschäftigt, 
und die erzielten Erfolge sind schon jetzt für die Wissenschaft und 
für die Praxis von grösster Bedeutung. 

Nach der so begründeten Annahme eines allgemein verbreiteten 
Raummittels kann die potentielle Energie der sogenannten fem- 
wirkenden Kräfte aus dem Bewegungszustande dieses Mediums, d. h. 
als kinetische Energie des Äthers, erklärt werden; es besteht 
kein wesentlicher Unterschied mehr zwischen potentieller und 
kinetischer Energie, und die Energielehre gewinnt im mechanischen 
Sinne ausserordentlich an Anschaulichkeit: die Erscheinungen lassen 
sich als Energietransport zwischen dem Raumäther und den Körpern 
auffassen. 

Dass die Energie des Äthers in den verschiedenen physikalischen 
Kraftfeldern mechanischer Natur sei, ist eine Hypothese, die sich 
aus dem zuerst bis zu einem gewissen Grade der Vollkommenheit 
ausgebildeten Studium der mechanischen Erscheinungen entwickelt 
hat; man suchte die übrigen Erscheinungen auf bekannte Vorstellungen 
zurückzuführen und umgekehrt aus mechanischen Principien sämmt- 
liche Erscheinungen zu erklären, in Gedanken nachzubilden. Die 
Hypothese liefert mindestens sehr passende Vergleiche, sie ermöglicht 
eine einheitliche, übersichtliche Naturauffassung und leistet der Natur- 
forschung die besten Dienste. 

Man kann sich von derselben aber auch unabhängig stellen, die 
verschiedenen physikalischen Energieformen als wesentlich unbestimmt 
betrachten und doch weitgehenden Forderungen der Naturlehre ent- 



1) H. Hertz: Untersuchungen über die Ausbreitung d. elektr. Kraft. Ge- 
sammelte Werke. Bd. II. 

Jauuschke, Erhaltung der Energie. 2 
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sprechen. Wenn mechanische Arbeit und elektrische Energie in eine 
äquivalente Menge Wärme verwandelt werden können, so folgt wohl 
die Gleichwertigkeit der verschiedenen Energien, aber nicht ihre 
Wesensgleichheit. Der Begründer des Energieprincipes R. Mayer 
äussert sogar ausdrücklich: „dass, um Wärme werden zu können, die 
Bewegung aufhören muss, Bewegung zu sein^^ Dieser Standpunkt 
wird auch in neuester Zeit von Ostwald u. a. Forschem eingenommen. 
Dabei erleidet das Energieprincip keine Einschränkung; im öegen- 
theil, es gewinnt erhöhte Bedeutung. Denn die Werte für die in 
einander umwandelbaren physikalischen Energien sind immer einander 
gleich; durch die Erhaltung der Energie werden alle Erscheinungs- 
gebiete innig verknüpft; die verschiedenen Energiewerte zeigen auch 
übereinstimmende mathematische Formen und gestatten analoge An- 
wendungen ohne irgend welche beschränkende Annahmen. Wie bei 
einer Fläche immer zwei Dimensionen unterschieden werden, so sind 
auch bei den meisten Energie werten zwei Bestimmungsstücke, zwei 
Factoren zu unterscheiden: bei mechanischer Arbeit Kraft und Weg, 
bei der Wärme: specifische Wärme (Capacität) und Wäimegrad 
(Temperatur), bei der elektrischen Energie: Elektricitätsmenge und 
Elektricitäfcsgrad (Potential) u. s. w. Einer der beiden Factoren ist 
stets für den Eintritt einer Erscheinung oder für das Gleichgewicht 
entscheidend; G. Helm nennt ihn den Intensitätsfactor und spricht 
den Satz aus: „Jede Energieform hat das Bestreben, von Stellen, an 
welchen sie in höherer Intensität vorhanden ist, zu Stellen niederer 
Intensität überzugehen.^^ Der Satz entspricht dem mechanischen Satz 
über die Kräftezusammensetzung, nach welchem die Bewegung stets 
in der Richtung der stärkeren Kraft erfolgt und Gleichgewicht dann 
eintritt, wenn entgegengesetzt wirkende Kräfte einander gleich sind. 
Der Übergang der Wärme erfolgt vom höheren zum niederen 
Wärmegrad und jener der Elektricität vom höheren zum niederen 
Elektricitätsgrad. Mechanische Kraft, Wärme- und Elektricitäts- 
grad sind die Intensitäts factoren der betreffenden Energien. Den 
zweiten Factor der Energie nennt Helm Extensität oder Wir- 
kungsraum. 

Auch die Berechnung der in einem Energiefelde aufgespeicherten 
Arbeit ist durchführbar mit Hilfe der aus Versuchen festgestellten 
speciellen Gesetze für die betreffenden Erscheinungsgebiete und ohne 
eine mechanische Hypothese. Man erhält als Wert für die potentielle 
Energie stets ein Product aus den eben angedeuteten zwei Factoren. 
Diese Berechnungsart soll in den folgenden Ausführungen in be- 
gründeter Weise zur Anwendung kommen. 

Bei dieser allgemeinen, von einer mechanischen Hypothese un- 
abhängigen Auffassung wird somit doch die Analogie der verschiedenen 
physikalischen Probleme mit jenen der Mechanik gewahrt, und die 
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Erklärungen können noch immer von einem einheitlichen Gesichts- 
punkte erfolgen, und zu dieser Behandlungsweise ist das Princip der 
Erhaltung der Energie das wichtigste Mittel. 

Dass das Energieprincip über das Gebiet dieser Analogien noch 
hinausreicht, mag hier nur kurz bemerkt werden; die folgende Be- 
handlung der physikalischen Lehren wird es deutlich darthun. 

Das Energieprincip leistet daher der Naturlehre die grössten 
Dienste. Seine historische Entwickelung folgt stets der Aufstellung 
der Grundgesetze in den verschiedenen physikalischen Gebieten un- 
mittelbar nach, und es ermöglicht bereits für einen grossen Theil der 
Naturlehre eine Behandlung, wie sie von Robert Mayer (1845) mit 
folgenden Worten gefordert wurde: „Es gibt in Wahrheit nur eine 
einzige Kraft (Energie). In ewigem Wechsel kreist dieselbe in der 
todten wie in der lebendigen Natur. Die Kraft (Energie) in ihren 
verschiedenen Formen kennen zu lernen, die Bedingungen ihrer Meta- 
morphose zu erforschen, das ist die Aufgabe der Physik." 



I. Bewegung der festen Korper. 

§ 1. Gleichförmige Bewegung. Ein Bote, ein Pferd, ein Fahrzeug 
bewegen sich gleichförmig, wenn sie in gleichen Zeiten gleiche Wege 
zurücklegen. Ihre Geschwindigkeit wird durch den Weg in der Zeit- 
einheit gemessen. Damach besteht zwischen Weg i, Zeit T und 
Geschwindigkeit v das Gesetz 

[essung des Weges wird zu wissenschaftlichen Zwecken ge- 
wöhnlich ein Centimeter (i), in der Technik ein Meter (m), zur 
Messung der Zeit eine Secunde (T) beziehungsweise Minute (min.) 
oder Stunde (h) benützt. Mit den Masseinheiten L und T lässt sich 
die Geschwindigkeit v in der Form [i • T~^] darstellen; man nennt 
diesen Ausdruck die Dimension der Geschwindigkeit im absoluten 
Masssysteme. 

Aus einem verschwindend kleinen Zeittheilchen dT und dem 
Wegelemente dL ergibt sich die Geschwindigkeit v = dL/dT. 

Aufg. 1. Wie gross ist die Geschwindigkeit einer Brieftaube, wenn 
dieselbe 525 km in 5 Stunden zurücklegt? — (29*17 m.) 2. Wie gross 
ist die Umlaufsgeschwindigkeit des Schwungrades einer Dampfmaschine, 
wenn es bei 5 m Durchmesser 30 Umläufe in der Minute macht? — 
(7*854 m.) 3. Wie weit ist eine Kanone entfernt, wenn man das Ab- 
feuern derselben 18 Secunden früher sieht als hört? Die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des Schalles ist 333 m. — (5994 m.) 4. In welcher 
Zeit würde ein Eisenbahnzug mit 15 m und eine Schnellpost mit 3'2 m 
Geschwindigkeit den Weg um die Erde von 5400 geogr. Meilen a 742044 m 
zurücklegen? — (30 Tg. 22 Std. und 144 Tg. 22 Std.) 5. Wie gross 
ist die Drehungsgeschwindigkeit der Erde am Äquator, wie gross unter 
der Breite von 53®? — (464 m am Äquator. 464 cos 53.) 6. Wie gross 
sind die Umlaufsgeschwindigkeiten der Erde und des Jupiter, wenn man ihre 
Bahnen als kreisförmig ansieht und die Halbmesser derselben zu 20 140 000 
Meilen und zu 104 Millionen Meilen gerechnet werden? Uralaufszeit des 
Jupiter = 11-87 Jahre. — (41 Ml. und 1*75 Ml.) (Dr. Müller-Erzbach.) 

§ 2. Freier Fall, ßalilefs Gesetze (1602). Die Körper über der 
Erdoberfläche zeigen ein sehr verschiedenes Verhalten, wenn sie sich 
frei überlassen werden: die meisten fallen zur Erde, manche steigen 
in der Luft empor, viele schwimmen auf dem Wasser. Bis zu Galilei 
wurde dieses Verhalten von den Aristotelikern durch die Annahme 
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erklärt, dass jedes Ding seinen Ort suche; der Ort schwerer Körper 
sei unten, der leichter oben. Die Bewegung infolge dieses Strebens 
wurde natürliche Bewegung genannt; jede andere Bewegung, wie 
z. B. die Wurfbewegung hiess gewaltsame. Aus den Annahmen 
wurde gefolgert, dass schwerere Körper rascher, leichtere langsamer 
fallen. Was müsste darnach geschehen, wenn man zwei gleich schwere 
Körper mit einander verbände und sie fallen liesse? Der Schluss, 
dass sie schneller fallen müssten, wird von den ausgeführten Ver- 
suchen nicht bestätigt. Hierdurch, sowie durch die Überzeugung, dass 
das Mittel (Luft oder Wasser) auf die Bewegung einen Einfluss 
nimmt, veranlasst, sucht Galilei durch Rechnung und directe Messung 
die Beziehungen zwischen Weg, Zeit und Geschwindigkeit. 

Körper, die den Luftwiderstand leicht überwinden, fallen ungefähr 
gleich schnell zur Erde; dabei wächst ihre Geschwindigkeit augen- 
scheinlich. Galilei macht die Annahme, dass die Geschwindigkeit pro- 
portional mit der Zeit wachse, und gelangt zu Ergebnissen, die durch 
den Versuch als richtig bestätigt werden. Die Geschwindigkeits- 
zunahme in der Zeiteinheit heisst Beschleunigung oder Acce- 
leration (Ä). Somit ist die Geschwindigkeit nach t Secunden 

V = Ä ' t. 
Ein Wegelement ist 

dL == V * dt = Ä ' t ' dt 
und der ganze Weg^) 

Die Werte für v und L geben vollständig die Gesetze für den 
freien Fall. Die Beschleunigung Ä wird als unveränderlich voraus- 
gesetzt, und die Bewegung heisst deshalb gleichförmig be- 
schleunigt. 

Aus dem Weggesetz folgt demnach: 1) Die Fallräume verhalten 
sich wie die Quadrate der Fallzeiten. Und durch Subtraction der 
Wege in zwei aufeinander folgenden Secunden erhält man: 2) die 
Wege in den aufeinander folgenden Secunden verhalten sich wie die 
ungeraden Zahlen. 

Die Richtigkeit dieser Gesetze lässt sich mittelst der Galilei'schen 
Fallrinne und mittelst der Atwood'schen Fallmaschine (1781) leicht 

1) Die hier auszuführende Summierung Ct- dt gestaltet sich leicht elementar, 
wenn man setzt ^ = -^ (*„ + ^„ +1) ^^^ ^^ "^ (*n+i — *«) • -^^^ erhält 

^y(*«+i — *n)=Y*^• 
Nimmt man die Wege in den auf einander folgenden Secunden als gegeben an, 
so lässt sich L als Summe einer arithmetischen Progression ermitteln, und 
daraus erhält man v^=^ dhjAt und A^=vji, 



22 I- Bewegung der festen Körper. [§ 2—3. 

nachweisen; daraus folgt auch die Richtigkeit der Galilei'schen Vor- 
aussetzungen. 

Ausser den Fallversuchen auf der schiefen Ebene mit Kugeln aus 
verschiedenen Substanzen zeigen Fallversuche in einer luftleer ge- 
pumpten Röhre ganz allgemein, dass die Beschleunigung Ä fär 
alle Körper an demselben Orte gleich gross ist. Sie ist am Meeres- 
niveau unter 45® geogr. Breite 9*806 m, also ungefähr 10 m. Ihre 
Dimension ist [L • T"'^]. 

Aus verschwindend kleinen Weg- und Zeitelementen berechnet, sind 

v=^ und ^ = ^- 

Eine Verbindung der gewonnenen Gesetze über die gleichförmige 
und gleichförmig beschleunigte Bewegung führt zu den Gesetzen 
der Wurfbewegung vertical nach abwärts und nach aufwärts. Bei 
beiden sei die Anfangsgeschwindigkeit Vq'^ dieselbe wird beim Wurt 
nach abwärts um die Beschleunigung vermehrt, beim Wurf nach auf- 
wärts vermindert; demnach ist die Geschwindigkeit nach t Secunden 

V = VQ + Ät 

und der Weg 

L = Hvq ± At)dt = v^t + Y Afi . 

Aufg. L Es sind Endgeschwindigkeit und Zeit aus dem Weg L und 
der Beschleunigung A beim freien Falle zu bestimmen. 2. Beim Wurf nach 
aufwärts seien die Wurfhöhe (der Weg) L und die Beschleunigung A gegeben ; 
wie gross sind Anfangs- und Endgeschwindigkeit, Steig- und Fallzeit? 
3. Auf der Ebemburg ist ein Brunnen, in den ein Stein in i^/^ Secunden 
hinabfällt; wie tief ist derselbe, welche Geschwindigkeit hat der Stein beim 
Aufschlagen? ^ = 10 m. — (101 V^ m Tiefe, 45 m Geschw.) 4. Welche 
Zeit würde ein Stein brauchen, um von der Spitze des Strassburger Münsters 
125 m herunterzufallen, und mit welcher Geschwindigkeit würde er an- 
langen? — (5 See, 50 m.) 5. Von welcher Höhe muss ein Stein herabfallen, 
um eine Geschwindigkeit von 100 m zu erlangen? — (500 m.) 6. Wie 
lange und wie hoch steigt eine Kugel, die mit einer Geschwindigkeit von 
800 m senkrecht aufwärts geschossen wird, und mit welcher Geschwindig- 
keit langt sie wieder auf dem Boden an? — (80 See, 32 000 m hoch, 
800 ra Geschw.) 7. Ein Zug von 12 m Geschwindigkeit verliert nach 
Dampfabschluss in jeder Secunde O'l m Geschwindigkeit; welche Ge- 
schwindigkeit hat der Zug nach 1 Minute, wann und nach welchem Wege 
kommt er zur Ruhe? — (6 m., 120 See, 720 m Weg.) (P. Reis.) 

§ 3. Mass der Kraft. (Newton 1686.) Alle irdischen Körper 
haben das Bestreben, in verticaler Richtung zur Erde zu fallen. Sie 
besitzen die Eigenschaft der Schwere. (Versuch mit dem Bleiloth.) 
Werden sie durch Aufhängen oder Unterstützen aufgehalten, so üben 
sie einen Zug oder Druck aus, dessen Grösse ihr absolutes Gewicht 
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heisst. Die wissenschaftliche Gewichtsbestimmung geschieht durch 
das Grammgewicht (g*), die technische durch das Kilogramm- 
gewicht (kg*). 

Frei gelassene Körper fallen mit der Beschleunigung 9 81 m zur 
Erde. Die Ursache einer Bewegungsänderung nennt man nach Newton 
„Kraft". Die Beschleunigung der Schwere ist die Wirkung der Schwer- 
kraft und kann zur Messung derselben benützt werden. Um zum 
Newton'schen Mass der Kraft zu gelangen, lassen wir einen Körper 
unter Einwirkung verschiedener Kräfte verschiedene Beschleunigungen 
annehmen; z. B. wir lassen einen zerlegbaren Körper etwa im Gewichte 
von 120 dg frei fallen; er gewinnt da eine Beschleunigung von ungefähr 
10 m, alsdann theilen wir den Körper und belasten die beiden Schnur- 
theile einer festen Rolle (Ätwood'sche Fallmaschine) etwa auf einer 
Seite mit 80 dg und auf der anderen mit 40 dg; im letzteren Falle 
erhält der Körper von 120 dg Gewicht durch das Übergewicht von 
40 dg eine Beschleunigung von 3'3 m. Der Körper erhält also unter 
der Einwirkung zweier verschiedenen Kräfte F^ und F^ die Be- 
schleunigungen A^ und A^ . Setzen wir nach Newton die Kräfte 
ihren Wirkungen, nämlich den Beschleunigungen proportional, so er- 
halten wir 

•^1 • -^2 '^^ ^1 • -^2 • 

Darnach ist 

^^=?± = M 

A, A, 

eine von den wirkenden Kräften und den erzeugten Beschleunigungen 
unabhängige Grösse, welche ihren Wert beibehält, solange der Körper 
derselbe ist. Diese für den Körper charakteristische Grösse, welche 
unter der Einwirkung einer Kraft eine bestimmte Beschleunigung an- 
nimmt, heisst die Masse des Körpers. 
Die Gleichung 

F=MA 

gibt nun die Beziehung zwischen Kraft, Masse und Beschleunigung 
an und bestimmt eine der Grössen, sobald die beiden anderen ge- 
geben sind; sie gibt das dynamische Mass einer constanten Kraft. 
Newton wählt als bekannte Grössen die Kraft und die Be- 
schleunigung; als Mass für die erstere nimmt er das statische Kraft- 
mass, nämlich die Gewichtseinheit an. Nach diesem Muster wird noch 
heute in der Praxis zumeist das Kilogrammgewicht (kg*) als Kraft- 
einheit angenommen. Im vorstehenden speciellen Falle wären die auf. 
den 120 dg schweren Körper wirkenden Kräfte 1*2 kg* und 0*4 kg*, 
welche dem Körper beziehungsweise die Beschleunigungen 10 und 
33 m ertheilten. Darnach ergibt sich die Körpermasse 

Jf = F/A = 1-2/10 = 0-4/3-3 == 0*12 Masseneinheiten. 
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Die Messung der Kräfte durch Gewichte ist richtig, solange es 
sich um Massenvergleichungen an einem und demselben Orte handelt, 
wo die Beschleunigung für alle Körper constant und das Gewicht der 
Masse proportional ist. Für wissenschaftliche Zwecke wird sie aber 
unbrauchbar, wenn Gewichtsbestimmungen mittelst der Hebelwage an 
verschiedenen Orten der Erde ausgeführt werden. Eine solche Wägung 
gibt für denselben Körper überall dasselbe Gewicht, während es in 
Wirklichkeit wegen der Veränderlichkeit der Beschleunigung in ver- 
schiedenen geographischen Breiten verschieden ist. Unveränderlich 
ist die Masse der Körper; deshalb ist es vortheilhaft, die Gewichte 
als Mass für die Masse zu benützen, wie es auch im geschäftlichen 
Leben der Fall ist. Man wählt darum (im Centimeter-Gramm-Secunden- 
system) die Masse eines Grammes, Grammmasse genannt, als 
Massen einheit. Für die absolute Krafteinheit erhält man dann 
im dynamischen Kräffcemass die Gauss'sche Definition, nämlich jene 
Kraft, welche der Masseneinheit (Gramm) in der Zeiteinheit (Secunde) 
die Einheit der Geschwindigkeit (cm) ertheilt. Diese Krafteinheit 
heisst Dyn; ihre Dimension ist [LMT~^. 

Ein Grammgewicht entspricht 980*6 Dyn, oder 1 Dyn ungefähr 
1 Milligrammgewicht. 

Viele Messungen werden mit Vortheil auf die Volumseinheit 
bezogen, und man nennt das Gewicht der Volumseinheit eines Köi-pers 
specifisches Gewicht und die Masse in der Volumseinheit Dichte. 

Nach dem angegebenen dynamischen Kräftemass F = MÄ ist 
die Beschleunigung für die Eintheilung der Kräfte entscheidend. Da 
die Beschleunigung der Schwere in einem nicht allzuweit ausgedehnten 
Versuchsgebiete sich als constant erweist, so ist auch die Schwer- 
kraft als constante Kraft zu betrachten. Ist die Beschleunigung 
während des Weges veränderlich, so heisst auch die Kraft veränder- 
lich. Auch für solche Kräfte kann das obige Kräftemass in Anwen- 
dung gebracht werden; man kann nämlich den Weg und die Zeit in 
so unendlich kleine Theile getheilt denken, dass während eines solchen 
Theilchens die Kraft als constant angenommen werden darf. Aus 
einem Wegelemente dL und dem zugehörigen Zeitelemente dt erhält 
man nach obigem 

dL . dv d^L j Ti -n/TA -n/rd^L 

Aufg. 1. (Wo es nicht anders angegeben ist, sind die Gewichte als 
Kraftmasse zu betrachten.) Wie viele Masseneinheiten enthält ein Körper, 
der ein Gewicht von 29-43 kg hat? — (29-43/9'81 = 3.) 2. Auf einen 
Körper von 200 kg Gewicht wirkt 20 Secunden lang eine Kraft von 30 kg; 
welche Geschwindigkeit erlangt er? A = 9'81 m. — (29'43m.) 3. Welchen 
Druck erleidet eine Hand, die ein Gewicht von 2 kg trägt, wenn sie 
sich mit einer Beschleunigung von 0'5 m auf- oder abwärts bewegt? — 
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(2*1 und 1*9 kg.) 4. Mit welcher Beschleunigung raüsste sich die Hand 
aufwärts bewegen, wenn sie den doppelten Druck, mit welcher abwärts, 
wenn sie gar keinen Druck des auf ihr liegenden Gewichtes empfinden 
sollte? — (+ 9*81 m.) 5. An den Enden eines schwerlosen Fadens, der 
über eine Rolle gelegt ist, sind Gewichte von bez. 5 und 3 kg befestigt. 
Wie gross ist die Beschleunigung? — (2" 4 5 m.) (Fliedner und Krebs.) 
6. Die specifischen Gewichte sind von Wasser 1 g, Schmiedeeisen 7*8 g, 
Kupfer 8*9 g, Blei 11*35 g, Quecksilber 13*6 g; wie gross sind die Dichten 
dieser Stoffe und wie verhalten sich dieselben zu einander? 7. Wie viel 
Dyn entsprechen die specifischen Gewichte der vorhergehenden Aufgabe? 

§ 4. Gleichwertigkeit der Arbeit und Energie. (Huygens 1673.) 
Wenn ein Körper fällt, so wirkt die Schwerkraft längs der Fallhöhe; 
man sagt, sie leistet eine Arbeit. Das Ergebnis der Arbeit ist der 
Bewegungszustand, die Geschwindigkeit des Körpers. Umgekehrt ver- 
mag ein Körper, der mit einer gewissen Geschwindigkeit vertical 
nach aufwärts geworfen wird, infolge seines Bewegungszustandes sein 
eigenes Gewicht um eine gewisse Höhe emporzuheben, also Arbeit 
zu verrichten. Arbeit und Bewegungszustand stehen daher in einer 
bestimmten Beziehung zu einander, die nach den Galilei -Newton- 
schen Gesetzen leicht mathematisch ermittelt werden kann. Aus der 
Schwerkraft F = MA , dem Wege beim Wurfe nach auf- oder ab- 

wärts L = v^t ■;\2,. Äf und der Geschwindigkeit nach der Zeit t, 

nämlich v = v^-\^At^ erhält man die Form 



F-L=±[\Mv^-\Mv^^. 



Die linke Seite der Gleichung gibt die Leistung der Kraft längs 
des Weges i; der Ausdruck führt nach Coriolis und Poncelet 
den Namen Arbeit. Die allgemeine Bedeutung desselben lässt sich 
durch zahlreiche Beispiele erläutern: bei der Bewegung der Körper 
in verticaler Richtung nach abwärts leistet die Schwerkraft eine 
Arbeit; bei der Dampfmaschine ist es die Spannkraft des Dampfes, 
welche den die Maschine treibenden Kolben längs des Cylinders fort- 
schiebt; beim Abfeuern eines Geschützes wirkt die Expansivkraft der 
Pulvergase auf das Projectil längs des Rohres und treibt das Geschoss 
gegen das Ziel etc. Werden i^= 1 und iy= 1, dann erhalten wir 
in dem Producte (-Fi) die Arbeitseinheit, als welche im praktischen 
Leben ein Kilogramm-Meter und für wissenschaftliche Messungen 
nach dem Centimeter-Gramm-Secundensystem ein Erg, d. i. die Arbeit 
von 1 Dyn auf 1 cm angenommen wird. 

Die Ausdrücke der rechten Seite der Gleichung haben die Form 

— Mv^^ welche nach Leibniz imd Coriolis lebendige Kraft oder 
nach Thomson kinetische Energie genannt wird. 
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Mit Benutzung der angeführten Benennungen gibt die vorstehende 
Gleichung fiir den Wurf nach abwärts den Satz: Die Arbeit einer 
Kraft, welche zur Bewegung eines Körpers verwendet wird, 
ist dem Zuwachs an lebendiger Kraft des Körpers gleich. — 
Die obigen Gleichungen gelten auch für eine gleichförmig verzögerte Be- 
wegung z. B. für den verticalen Wurf nach aufwärts. In diesem Falle 
haben B[raft und Weg entgegengesetzte Richtungen und die Arbeit wird 
negativ, es verrichtet der bewegte Körper die Arbeit der Hebung 
seines eigenen Gewichtes, indem er Geschwindigkeit verliert und mit 
Bezug darauf gibt die letzte Gleichung den Satz: Die von einem 
Körper während seiner Bewegung geleistete Arbeit ist gleich 
dem Verluste, den er an lebendiger Kraft erleidet. Es wird die 
gesammte lebendige Kraft zur Arbeitsleistung verbraucht, 
wenn Vq = wird, d. h. wenn der Körper zur Ruhe kommt. 

Die gewonnenen Sätze von der Äquivalenz der Arbeit und der 
lebendigen Kraft lassen sich auf zahlreiche Vorgänge anwenden, welche 
zugleich das Wesentliche der Bezeichnungen „lebendige Kraft", „actuelle 
oder kinetische Energie" deutlich zu machen vermögen. Durch die 
lebendige Kraft hebt der nach aufwärts geworfene Körper sein Ge- 
wicht, treibt ein Wasserfall Wasserräder und Turbinen, bewegt das 
Schwungrad die Maschine, während der Kolben in seinen todten 
Punkten steht, verrichtet das Geschoss sein kriegerisches Demolierungs- 
werk etc. Immer vermag die lebendige Kraft eine ihr äquivalente 
Arbeit zu leisten und dieser physikalischen Bedeutung entspricht die 
Definition: die lebendige Kraft oder kinetische Energie ist die Leistungs- 
fähigkeit eines bewegten Körpers. 

Die bisherigen Feststellungen beziehen sich nur auf constante 
Kraft Wirkungen. Es unterliegt jedoch keiner Schwierigkeit, das Gesetz 
der Äquivalenz der Arbeit und der lebendigen Kraft auch auf die 
Fälle inconst anter Kraftwirkungen auszudehnen. Man hat dann nur 
die Wege in solche Elemente zu zerlegen, längs welchen die wirkende 
Kraft als constant gelten kann, und die auf diesen Wegelementen 
geleisteten Arbeitselemente zu bestimmen. Für ein Wegelement l 
gilt dann ebenfalls die obige Gleichung 

und für alle Wegelemente 

Die Summe der Arbeitswerte erstreckt sich auf alle Wegelemente. 
Die Gleichung besagt wieder die Äquivalenz von Arbeit und leben- 
diger Kraft. 

Die Dimension der Arbeit und lebendigen Kraft ist [L^MT~-]. 



§ 4.] L Bewegung der festen Körper. 27 

In der Technik ist es von Wichtigkeit, die Arbeitsleistung in einer 
bestimmten Zeit zu kennen; man nennt die Arbeit, welche in einer 
Secunde geleistet wird, Effect und nimmt als Einheit desselben das 
Secunden-Kilogramm-Meter (kgm/s) oder bei grösseren Effecten 
die Pferdekraft = 75 kgm/s. Die Dimension des Effectes im ab- 
soluten Masssysteme ist [L^MT-^]. 

Aufg. 1. Wie viele Erg enthält die Arbeit 1 g-cm? — (980-6.) 
2. Wie viele Erg enthält 1 kgm? — (lO' • 9'806.) 8. Wenn 10' Erg 
= 1 Joule, und der Effect dieser Arbeit in einer Secunde 1 Watt ge- 
nannt wird, wie viele Watt sind 1 Pferdekraft? — (735*45 Watt.) 
4. Welche Arbeit (kgm) wird aufgewendet, wenn 25 kg 12 m hoch ge- 
hoben werden? — (300 kgm.). 5. Welche Arbeit ist nöthig, um einen 
Eimer voll Wasser, 30 kg wiegend, aus einem Brunnen von 15 m Tiefe 
zu ziehen? — (450 kgm.) 6. Welche Arbeit verrichtet ein Mensch von 
70 kg Gewicht, wenn er auf einer wagrechten Bahn 1 Meile (7420 m) 
weit geht und bei jedem Schritte (a 60 cm) seinen Körper 2 cm hebt, 
und wenn die Arbeit zur Bewegung der Glieder ausser Rechnung bleibt? 
— (17 31373 kgm.) 7. Welche Arbeit consumiert ein Postwagen, der 
mit dem Inhalte 1 500 kg wiegt, auf einer wagrechten Strasse von 3 Meilen 
(a 7420 m) lang, wenn der Widerstand der Eeibung auf 1/30 des Ge- 
wichtes geschätzt wird? — (1113 000 kgm.) 8. Welche Arbeit pro- 
duciert Dampf, der mit einem Drucke von 3 Atmosphären (a 1*0328 kg 
auf 1 cm^) einen Kolben von 60 cm Durchmesser 200mal in einem 
Cylinder von 1 ra Länge hin- und herschiebt? — (3 504 200 kgm.) 
9. Wie gross ist die Arbeit des Dampfes der vorhergehenden Aufgabe 
bei einem Kolbenhube, wenn der Druck des Dampfes von 3 Atm. gleich- 
massig bis zu [Null abnimmt? — (4380 kgm.) 10. Wie gross ist der 
Effect eines Wasserfalles, bei welchem in jeder Secunde 850 kg Wasser 
6 m hoch herabfallen? — (5100 kgm/s.) 11. 6000 kg Wasser fliessen 
in jeder Secunde durch den Querschnitt eines Flusses mit einer mittleren 
Geschwindigkeit von 2 m; wie gross ist die lebendige Kraft des Fluss- 
wassers? -1= 10 m. — (1200 kgm.) 12. Ein 600 kg schwerer Eammklotz 
soll in der Minute lOmal 3 m hoch gehoben und der einzelne Mann dabei 
auf nicht mehr als 11 kgm pro Secunde beansprucht werden; wie viel Mann 
sind zu dieser Arbeit anzustellen? — (27 Mann.) 13. Wie gross muss die 
Geschwindigkeit eines 240 000 kg schweren Eisenbahnzuges sein, wenn er 
nach Abstellung des Dampfes bei dem Widerstände von 650 kg nur noch 
1500 m weiter gehen soll? Die Beschleunigung der Schwere sei 10 m. — 
(9*01 m.) 14. Wie weit bewegt sich ein Eisenbahnzug von 15 m Geschwindig- 
keit ohne Dampfkraft weiter, wenn der Eeibungs widerstand 1/250 vom 
Gewichte des Zuges ausmacht? — (281272 m.) 15. Die im Jahre 1779 
vom Vesuv ausgeworfenen Steine erreichten eine Höhe von 3430 m; 
wie gross war ihre Anfangsgeschwindigkeit? Ä = 9*81. — (259*4 m.) 
16. Wie gross ist der absolute Effect einer Dampftnaschine, wenn der 
Dampf eine Spannung von 4 Atm. (ä 1*0328 kg auf 1 cm^) hat, und 
wenn der 40 cm breite Kolben in jeder Secunde 1*5 m zurücklegt? — 
(7787 kgm/s =104 Pferdekrft.) 17. Wie viele Pferdekräfte sind er- 
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forderlich, um einer Masse gleich der unserer Erde (== 5 Quadrillionen 
kg) binnen 6000 Jahren die Geschwindigkeit der Erde um die Sonne 
(= 30 000 m) zu geben? — (Über 16 Trill. Pferdekräfte.) 18. Wenn 
ein Hammer von 05 kg Gewicht mit einer Geschwindigkeit von 10 m 
auf einen in einem horizontalen Brette steckenden ^agel schlägt und ihn 
5 cm tief eintreibt, wie gross müsste ein Gewicht sein, um auf den Nagel 
gelegt, durch seinen Druck dieselbe Wirkung auszuüben? Die Beschleu- 
nigung der Schwere sei 9 '81 m. — (51*5 kg.) 19. Welche Kraft ist 
erforderlich, um einen Eisenbahnzug von 27 000 kg Gewicht auf einer 
horizontalen Schienenbahn binnen 4 Minuten aus der Geschwindigkeit von 
7 m in die von 14 m zu bringen? Die Schwerebeschleunigung sei 
9-81 m. — (80*28 kg.) 20. Welche Arbeit ist erforderlich, um einer 
10 000 kg schweren Locomotive auf einer horizontalen Bahn eine Ge- 
schwindigkeit von 10 m zu ertheilen? — (Ohne Rücksicht auf die Reibung 
50 968 kgm.) 21. Wie gross ist, in Pferdekräften ausgedrückt, der Effect 
einer Dampfpumpe, welche in 3 Minuten 600 hl Wasser 3 m hoch zu 
heben vermag? — i^^Vs Pferdekräfte.) [Die Aufgaben sind entnommen 
6 — 9 d. Lehrb. v. P. Reis, 10 — 15 d. Aufgabenslg. v. Müller-Erzbach, 
17 — 21 d. Aufgabenslg. v. Fliedner u. Krebs] 

§ 5. Arbeit bei unfreier Bewegung. Es soll die Arbeit ermittelt 
werden, welche die Schwerkraft leistet, wenn sie einen Körper längs 
einer schiefen Ebene herab bewegt. Die Reibung bleibe unberück- 
sichtigt. Der gesuchte Wert folgt leicht aus der Anwendiing des 
Satzes von der Gleichwertigkeit der Arbeit und lebendigen Kraft 
auch für den gegebenen Fall. Um zum gewünschten Resultate zu 
gelangen, kann Galilei's Betrachtung der Bewegung auf der schiefen 
Ebene dienen. Nach dieser erlangt ein schwerer Körper längs der 
schiefen Ebene dieselbe Geschwindigkeit, als wenn er im freien Falle 
die verticale Höhe der betreflfenden Ebene zurücklegte^). Die Richtig- 
keit dieser Annahme folgt aus der Unmöglichkeit des Gegentheils. 
Denn würden wir annehmen, dass ein Körper bei der Bewegung 
längs der schiefen Ebene eine grössere Geschwindigkeit erlangte als 
beim Fall längs der Höhe, so könnten wir denselben mit der er- 
langten lebendigen Kraft auf eine andere schiefe oder verticale Ebene 
übergehen lassen, auf welcher er zu einer grösseren als seiner ur- 
sprünglichen Höhe emporsteigen müsste. — Bei der Annahme, dass 
der Körper etwa eine kleinere Geschwindigkeit längs der schiefen 
Ebene erreiche, würde eine Umkehrung des Processes dasselbe Re- 
sultat ergeben. In beiden Fällen könnte ein schwerer Körper von 
selbst nach aufwärts steigen, es würde Arbeit aus Nichts entstehen, 
Arbeit und Energie wären nicht äquivalent; diesen Schluss halten wir 
für unmöglich. 



1) Siehe E. Mach: Die Mechanik in ihrer Entwickelung S. 123 etc. und 
Grundriss der Naturlehre. 
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Dieselbe Betrachtungsweise wendet Galilei auf die Bewegung 
eines Pendels (Fig. 1) an; eine kleine Kugel Ä^ die an dem Faden ÄO 
aufgehängt ist, macht eine Halbschwingung AB mit dem Radius AO 
und die weitere Halbschwingung BC 
mit dem Halbmesser O^B] um die 
letztere Halbschwingung zu erreichen, 
schlingt sich der Faden OB um einen 
Stift O^. Wenn die Pendelbewegung 
von A beginnt, so muss das Pendel 
auch bis zur Horizontalen AC^ auf- 
steigen; kleine Diflferenzen haben in 
dem Luftwiderstand ihren Grund. — 
Würde beim Herabfallen auf einer 
Seite eine grössere lebendige Kraft er- 
reicht als auf der anderen, so Hesse sich eine Vorrichtung treffen, 
dass das Pendel von selbst immer höher stiege; es Hesse sich Arbeit 
aus Nichts erzeugen. Da wir diese Möglichkeit für ausgeschlossen 
halten, so folgt, dass die lebendige Kraft und auch die Arbeit bei 
der Bewegung nicht von der Richtung und Krümmung der Bahn, 
♦ sondern nur von der verticalen Fallhöhe abhängen, dass also sowohl 
bei der Bewegung längs der schiefen Ebene, als auch bei der Pendel- 
bewegung die von der Schwerkraft geleistete Arbeit gleich der Arbeit 
beim freien Fall längs der gleichen 
verticalen Fallhöhe ist. 

Für die schiefe Ebene (Fig. 2), 
deren Länge l, Höhe h und Neigungs- 
winkel tt sind, ergeben sich nach 
diesen Überlegungen folgende zahlen- 
massige Bestimmungen: 

Um einen Körper von der Basis 
zum höchsten Punkte der schiefen Ebene 

etwa längs der Höhe h zu heben, ist die Arbeit W=Fh er- 
forderlich, wenn F die wirksame Schwerkraft bezeichnet. Diese 
Arbeit wird in eine gleichwertige lebendige Kraft umgewandelt, wenn 
der Körper wieder in die Wagrechte der Basis 6 zurückfällt; dabei 
kann die Richtung und die Form des Weges auf das Ergebnis 
keinen Einfluss üben, wenn Arbeit weder gewonnen werden, noch 
verloren gehen soU. Es ist demnach auch die Arbeit längs der 
schiefen Ebene 

W==^ F'h = F'l ' sin cc = (F- sin a) 'l. 

Der wirklich zurückgelegte Weg ist ?, von diesem ist die Fall- 
höhe h die Projection auf die Richtung der Schwerkraft, und es gilt 
demnach der Satz: Wenn Kraft und Weg nicht in gleicher Richtung 
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liegen^ so ist die Arbeit gleich dem Producte aus der Kraft in die 
Projection des Weges auf die Kraftrichtung. 

Der Ausdruck W lässt in der zuletzt angegebenen Form noch 
^ine andere Deutung zu: Man kann (F • sin a) = f als die Kraft in 
der Richtung des Weges l betrachten, welche die Arbeit thatsächlich 
verrichtet. Die Richtigkeit dieser Auffassung wird durch den Ver- 
such, den Körper auf der schiefen Ebene in Ruhe zu erhalten, be- 
stätigt; denn wirklich ist eine Kraft f=F'Sma^ die längs der 
schiefen Ebene nach aufwärts gerichtet ist, imstande, Ruhe oder Gleich- 
gewicht herzustellen. Mittelst des Gleichgewichtes zwischen F und f 
lässt sich die Richtigkeit des Arbeitswertes F -l sin a == f • l und 
somit der vorstehende Satz auch durch den Versuch direct nach- 
weisen. (Vgl. §§ 6 und 7, Fig. 3 und 4.) 

Die Kräfte lassen sich auch graphisch darstellen, und 
zwarNsunächst F, indem man vom Angriffspunkte in der verticalen 
Kraftrichtung ebenso viele Längeneinheiten aufträgt, als F Kraft- 
einheiten enthält; f erscheint dann, in der Richtung der Länge der 
schiefen Ebene dargestellt, als die Projection von F und heisst eine 
Seitenkraft oder Componente von F. Mit Bezug auf solche Dar- 
stellung kann man sagen: Die geleistete Arbeit wird auch gefunden,» 
wenn man die in die Wegrichtung fallende Componente mit dem 
zurückgelegten Wege multipliciert. 

Ein Arbeitselement dW längs des Weges dl ist 

dW=F'dh = F'^'dl = F'8ma'dl = f'dl, 

Durch Summierung erhält man den oben angegebenen Wert der ganzen 
Arbeit. Daraus ist zu entnehmen, dass die Arbeitsänderung d W dazu 
benützt werden kann, um die Kräfte F und f zu berechnen? Man 
erhält sofort 

^=-dh ^^^ f^-dv^ 

d.h.: Jede der Kräfte ist gleich der Arbeitsleistung, welche in 
der betreffenden Kraftrichtung auf die Wegeinheit entfällt. 

Der Satz gestattet auch die Berechnung der Kräfte aus Arbeits- 
werten für Wegelemente krummliniger Bahnen, wie z. B. der be- 
wegenden Kräfte des Pendels längs seiner Bahn. 

Eine tiefer gehende Betrachtung führt zur Zerlegung und Zu- 
sammensetzung der Bewegungen und der Kräfte. Vor deren Behandlung 
soU noch die Beschleunigung a bestimmt werden, mit welcher sich 
der Körper auf der schiefen Ebene herab bewegt. Wir benützen 
hierzu die Kraft f in der Bewegungsrichtung; dieselbe ist, mit Hilfe 
der Schwerkraft F = MA berechnet, 
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f==F'8ma = M-Ä'Sma = M'a, 

Daraus folgt die Beschleunigung a = Ä - sina, 

Beharrungsvermögen. Aus der Betrachtung der Bewegung 
auf der schiefen Ebene schliesst Galilei auf das Gesetz des Be- 
harrungsvermögens. Dasselbe ergibt sich durch Specialisierung des 
Wertes für die Beschleunigung a. Wendet man denselben auch auf 
horizontale Ebenen an, so ist a = und a = . Die Bewegung auf 
einer horizontalen Ebene erfährt daher keine Beschleunigung. Die 
Geschwindigkeit bleibt unverändert dieselbe, der Körper beharrt in 
seinem Zustande. Auch aus Newton's Definition der Kraft folgt das 
Beharrungsvermögen; denn in einer horizontalen Ebene wird auch 
die Componente /' der Schwerkraft mit dem Neigungswinkel gleich 
Null, und daher kann auch keine Bewegungsänderung eintreten. 

Aufg. 1. Wie verhält sich die Kraft f zur Last F bei einer schiefen 
Ebene, deren Höhe h und Länge l sind? — 2. Wie gross ist die Pendel- 
beschleunigung bei dem Ausschlagswinkel a? — (Aus TF= JLZ (1 — cos a) 
folgt a = d W/l ' da = A^m a). 3. Welche Arbeit produciert ein Mensch 
von 70 kg Gewicht, der eine Last von 20 kg auf einen Berg von 500 m 
Höhe trägt? — (45 000 kgm.) 4. Ein Eisenbahnzug leistet durchschnitt- 
lich der Fortbewegung einen Widerstand von 1/200 seines Gewichtes; 
welche Arbeit ist nothwendig, um einen Zug 1 Meile (= 7420 m) weit 
fortzubewegen, wenn er hiebei um 100 m steigt? Das Gewicht des Zuges 
beträgt 150 Tonnen a 1000 kg. — 

(gi^ . 150 000 • 7420 + 150 000 • 100 = 20 565 000 kgm.) 

5. Welches ist das Verhältnis der Kräfte in der vorigen Aufgabe, die 
den Zug in der horizontalen und auf der schiefen Ebene fortzubewegen 
vermögen? — (750 : 2772 oder ungefähr 10 : 37.) 6. Welche Arbeit 
consumiert ein Holzschlitten von 10 kg Gewicht, der 50 kg trägt, wenn 
er auf einer Bahn von 1000 m, die 57o Steigung besitzt, fortbewegt 
werden soll, auf welcher die Reibung Yjj der Last beträgt? — (33 000 kgm.) 
(P. Reis.) 

§ 6. Zusammensetzung und Zerlegung der Bewegungen und der 
Kräfte. Beispiele der Zusammensetzung zweier Bewegungen bieten 
der horizontale und der schräge Wurf. Die Aristoteliker erklärten 
den Wurf aus der Zusammensetzung der natürlichen Fallbewegung 
und der gezwungenen Wurfbewegung; darnach sollte der Körper 
zuerst die gewaltsame geradlinige Bewegung, sodann die kreisförmige 
zusammengesetzte und schliesslich die geradlinig natürliche Bewegung 
nach abwärts vollziehen. Galilei erklärte die Zusammensetzung durch 
eine erweiterte Anwendung seines Beharrungsgesetzes auf zwei 
gleichzeitige Bewegungen und erläuterte damit das Princip der 
Zusammensetzung gleichzeitiger Bewegungen. Der geworfene 
Körper führt beide Bewegungen aus: Er bewegt sich längs der 
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Wurfrichtung gleichförmig und fällt infolge der Schwere gleich- 
förmig beschleunigt, so dass er am Ende einer gewissen Zeit an 
einer Stelle sich befindet, an der er auch sein würde, wenn die 
einzelnen Bewegungen in ihren Richtungen nach einander statt- 
gefunden hätten; die betreffende Stelle wird durch den Endpunkt der 
Diagonale des Parallelogrammes der beiden gleichzeitigen 
Bewegungen angegeben. 

Andere anschauliche Beispiele solcher Zusammensetzung von Be- 
wegungen sind: Das Ziehen einer Linie längs eines Lineales, welches 
gleichzeitig normal zu seiner Länge bewegt wird; — das Heranziehen 
eines mit der Strömung eines Flusses schwimmenden Körpers zum 
Ufer u. s. w. 

Der Satz vom Parallelogramm der gleichzeitigen Bewegungen 
führt leicht zum Geschwindigkeits-, Beschleunigungs- oder Kräften- 
parallelogramm, wenn die Seiten beziehungsweise Geschwindigkeiten, 
Beschleunigungen oder Kräfte darstellen. Das Geschwindigkeits- 
parallelogramm wird selbstverständlich gebildet aus zwei gleich- 
zeitigen, während einer Secunde in gleichförmiger Bewegung zurück- 
gelegten Wegen. Das Beschleunigungsparallelogramm wird con- 
struiert aus zwei den betreffenden Beschleunigungen entsprechenden 
Wegen in der Zeit t = )/2 (und zwar nach der Form A = 2Llf). 
Die Diagonale gibt die resultierende Beschleunigung der Richtung 
und Grösse nach an. Das Kräfteparallelogramm (Newton 1687) 
erhält man (nach der Gleichung F = MÄ) aus dem Beschleunigungs- 
parallelogramm, indem man die Seiten desselben so oftmal vergrössert, 
als die Masse des zu bewegenden Körpers Masseneinheiten enthält. 
Die Seiten des vergrösserten Parallelogrammes sind die graphischen 
Darstellungen der Seiten- oder Comp onentenkräfte; die Diagonale, 
gleich der Jf-fachen resultierenden Beschleunigung, ist die graphische 
Darstellung der resultierenden Kraft oder Mittelkraft; sie gibt 
die Grösse und die Richtung von dieser an. 

Die Zerlegung einer Bewegung, Geschwindigkeit, Beschleunigung 
oder Kraft ist die Umkehrung der Zusammensetzung; sie geschieht 
mittelst des Parallelogrammes, in welchem das gegebene Stück der 
Bewegung die Diagonale und die Componenten die Seiten des Parallelo- 
grammes sind. 

Als ein Beispiel für die Zerlegung und Zusammensetzung der 
Beschleunigungen und der Kräfte mag die Bewegung eines Körpers 
auf einer schiefen Ebene dienen (Fig. 3). Auf den Körper wirkt die 
Schwerkraft F in der Richtung OB. In dieser Richtung kann aber 
der Körper nicht fallen, sondern nur in der Richtung OP. Wird 
deshalb jF in 2 Componenten f^ und f^ zerlegt, welche beziehungs- 
weise längs der schiefen Ebene und normal zu derselben wirken, so 
ist ersichtlich, dass nur die erste eine Bewegung hervorbringt, während 
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Fig. 3. 




die letztere durch den elastischen Widerstand der Ebene aufgehoben 
wird. Aus dem Kräfterechteck OPRQ erhält man die wirksame Com- 
ponente fi = F - sin a oder auch die entsprechende Beschleunigung 
a = Ä*sma, welche Ausdrücke mit 
den in § 5 gefundenen Werten über- 
einstimmen. 

Es ist bereits bemerkt worden, 
dass die Richtigkeit des Wertes für 
die bewegende Kraft f^ durch den 
Versuch bestätigt wird, indem man 
durch eine gleiche Gegenkraft ^^ den 
Körper in Ruhe zu erhalten vermag. 

Auf eine ähnliche Weise kann 
man das Vorhandensein der normal 

gerichteten Kraft f^ nachweisen, indem man anstatt des elastischen 
Widerstandes der schiefen Ebene an einer Schnur in der entgegen- 
gesetzten Richtung von Q die Kraft f^ = F - cos a wirken lässt. 
Man kann alsdann die schiefe Ebene wegheben und der Körper bleibt 
in seiner Lage in Ruhe; die drei Kräfte F, f^ und f,^ halten einander 
das Gleichgewicht. Da jede derselben die Wirkung der beiden anderen 
aufhebt, so lässt sich hiemach auch jede als die der Resultierenden 
der beiden anderen Kräfte gleiche und entgegengesetzt wirkende Kraft 
betrachten. 

Nun lässt sich mit Rücksicht auf die elastische Widerstandskraft f^ 
der schiefen Ebene die Bewegungserscheinung auf dieser so erklären, 
dass die Elasticität f^ und die Schwerkraft F die Resultierende f^ 
geben, vermöge welcher die Bewegung eintritt. 

§ 7. Fortsetzung. Die eben an- 
gegebene Zusammenstellung der Re- 
sultierenden und ihrer Componenten 
im Gleichgewichtszustande — nur in 
allgemeinerer Form — soll nun ver- 
wendet werden, um die Zusammen- 
setzung und Zerlegung der Kräfte 
auch mittelst der Arbeitswerte durch- 
zuführen. Es sei eine Schnur über 
zwei Rollen gezogen, deren Achsen 
befestigt seien (Fig. 4). An einer 
Stelle zwischen den Rollen hänge 
das Gewicht jP, und diesem werde 
durch die Gewichte f^ und f^ an den 

Enden der Schnur das Gleichgewicht gehalten. Eine Kraft, die 
graphisch durch OB dargestellt werden mag, welche F gleich ist 
und entgegengesetzt wirkt, ist alsdann die Resultierende von /i und f^ . 

Januschke, Erhaltung der EnergpLe. 3 
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Es sollen nun die Bedingungen des Gleichgewichtes ermittelt 
werden. Zu diesem Zwecke benützen wir die Arbeitswerte der ge- 
gebenen drei Kräfte, nämlich F - H, /i • Ä^ und f^ - h^, deren Höhen 
von der Erdoberfläche aus gerechnet seien. Der Arbeitswert aller 
drei Kräfte zusammen ist 

W=F-H+f,-}i, + f,-h,. 

Bei einer verschwindend kleinen virtuellen Verschiebung z. B. um 
dH soll der Ruhezustand nicht gestört werden. Eine mathematische 
Bedingung hiefür liefert der Satz von der Gleichwertigkeit der Arbeit 
und lebendigen Kraft, angewendet auf den vorliegenden Fall, in 
welchem drei Kräfte auf einen Punkt wirken. Es soll im voraus 
bemerkt werden, dass in dieser weiter gehenden Anwendung des 
Arbeitsgesetzes das Princip der Zusammensetzung und Zerlegung der 
Kräfte enthalten ist. Wir nehmen also an, dass bei der angegebenen 
Verschiebung im Ruhezustande keine lebendige Kraft erzeugt wird, und 
dass daher auch die geleistete Arbeit gleich Null ist, also dass 

dW = F ' dH — f, ' dh^ — f^ ' dh^ = . 

Die Bedingung ist erfüllt, wenn 

F^dH=f,-dh,+f,'dh,, 

d. h. wenn die Arbeit der Resultierenden F der Summe der Arbeiten 

der Seitenkräfte f^ und f^ gleich ist. 

Die Gleichung gestattet bereits die Stärke der Resultierenden 

zu bestimmen. Aus den Bewegungsbedingungen, die in der Figur 

ersichtlich sind, folgen nämlich die Verkürzungen der Schnurtheile 

dhj^ = dH' cos a und dh^ = dH- cos j3, es sind zugleich die Projec- 

tionen des Weges dH auf die betreffenden Kraftrichtungen; und 

damit wird 

F = f^ cos a + /'2 cos ß . 

Diesem Ausdrucke für die Stärke der Resultierenden wird genügt, 
wenn man aus den graphischen Darstellungen der Kräfte f^ = OP 
und f^= OQ ein Parallelogramm verzeichnet und die Diagonale OB 
zieht; dann ist 011 = F. Die Resultierende kann auch als eine Seite 
des Kräftedreieckes OPR angesehen werden; sie ist dann gleich 
der Summe der Projectionen der Componentenkräfte. Sie erscheint 
auch als die grösstmögliche Summe dieser Projectionen, die überhaupt 
auf einer durch den Angriffspunkt oder sonst wo in der Ebene 
der Kräfte gezogenen Geraden erhalten werden kann^). 

Die Richtung der Resultierenden kann durch Anwendung des 
Ausdruckes für W beziehungsweise für dW auf eine zu F normale 
virtuelle Verschiebung A ermittelt werden. Bei dieser Bewegung sind 
dH = 0, d\ = — A sin a und dh^ = A sin /3. Demnach ist 

1) Vgl. Thallmayer, Arch. f. Math. u. Ph. 1891. S. 310. 
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dW= — f^- k ' sina -{- f^' k ' sin ß = Oj 
oder 

fiif2=' sin /3 : sin a . 

Die Gleichung entspricht dem aus der Trigonometrie bekannten 
Sinussatze für das Dreieck OPB und lehrt, dass die Diagonale des 
Kräfteparallelogrammes auch die Richtung der Mittelkraft bestimmt. 
Durch Quadrieren und Addieren der aus den beiden Verschie- 
bungen dH und A entstandenen Arbeitsgleichungen erhält man für 
die Mittelkraft den Wert . 

F' = f,' + f,' + 2/; -f, ■ cos (a + ß), 

der nach dem Camot'schen Lehrsatze auch für die Seite OB des 
Kräftedreieckes gilt. 

Damit ist nun der Satz vom Parallelogramm der Kräfte 
erwiesen. Der Nachweis basiert auf der Zusammensetzung der Arbeits- 
werte oder auf dem Satze, dass die Mittelkraft stets dieselbe Arbeit 
leistet, als die Seitenkräfte zusammen. Es ist nun leicht, auch um- 
gekehrt den letzteren Satz aus der Kräftezerlegung mittelst des Pa- 
rallelogrammes zu erhalten: Wird jede der Kräfte f^ und f^ in der 
Richtung der Resultierenden und normal dazu in Componenten zer- 
legt, so heben sich die letzteren gegenseitig auf, und die Summe der 
ersteren gibt die Resultierende. Eine Bewegung in der Richtung 
diöser erfordert nur eine Arbeit der Resultierenden. 

Es soll nun noch gezeigt werden, dass die resultierende Bewegung 
in der Richtung der grösstmöglichen Arbeitsleistung erfolgt. 

Nach der vorstehenden Figur mögen auf einen Punkt die 
Kräfte /"i und /"g wirken. Der Punkt kann jede Bewegungsrichtung 
innerhalb des Winkels 9 = (« + /3) einschlagen. Bei irgend einer 
Bewegung, die etwa unter dem <^ a gegen /"^ hin geschehe, wird die 
Arbeit geleistet 

dW = fi'^H- cos a + /*2 • z/jBT- cos (q) — a). 

Unter einem bestimmten Winkel a wird diese Arbeit ein Maximum 
sein, nämlich wenn 

-^^ = z/fl". [— /; . sin a + ^2 . sin (<p — cc)] = 0. 

Die Bedingung entspricht dem bereits angegebenen Sinussatze für das 
halbe Kräfteparallelogramm {fxf^F) und gibt somit die Richtung 
der resultierenden Kraft. — Für deren Stärke erhält man die Arbeit 
längs der Wegeinheit in ihrer Richtung, nämlich 

F= -^2 = /i cos a + ^2 • cos (9 — a) 
wie oben. 

Vom Kräfteparallelogramm kann man nun zufolge der Be- 

3* 
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Ziehungen F = M- A^^ M - v/t auf das Beschleunigungs- und 
Geschwindigkeitsparallelogramm übergehen und in derselben 
Weise wie die Kräfte auch Beschleunigungen (A) und Geschwindig- 
keiten {v) zusammensetzen und zerlegen. 

In Bezug auf das Arbeitsgesetz entspricht die Zerlegung dieser 
Grössen einer Zerlegung der resultierenden Arbeit, beziehungsweise 
auch der Aenderung der lebendigen Kraft, in mehrere Summanden. 

Anfg. 1. Es sind die Mittelkräfte für die speciellen Fälle, dass die 
Seitenkräfte die <^ qp = 0^, 90®, 180® einschliessen, zu berechnen. 2. Es 
ist die Resultierende von mehr als zwei Componenten zu berechnen und 
graphisch darzustellen. (Kräftenpolygon. 1^= 2?/" cos (1^ • /O). 3. Welches 
Verhältnis besteht zwischen der Stärke dreier Kräfte, die einander das 
Gleichgewicht halten, und den zwischen ihnen liegenden Winkeln? (Gleich- 
gewichtsbedingung beim Keil.) 4, Wie gross ist die geweckte Elasticität 
des Pendelfadens und die Besultierende aus dieser und dem Gewichte F 
für den Ausschlagswinkel a? 6. Die Gelenkstangen einer Kniepresse 
bilden den Winkel 150®; eine Kraft in der Stärke von 20 kg wirke in 
der Halbierungslinie dieses Winkels; wie gross ist der in der Bichtung 
einer Gelenkstange wirkende Druck? — Bei welcher Grösse des Winkels 
übt die Kniepresse die grösste Wirkung aus? — (3864 kg, bei 180®.) 
6. Wie stark muss eine auf einem Eisenbahnwagen yon 12 m Geschwindig- 
keit befindliche Eöhre nach vorne geneigt werden, damit Begentropfen, 
welche mit 15 m Geschwindigkeit herabfallen, durch die Mitte der Bohre 
hindurchgehen? — (38® 40'.) 7. Wie stark wird ein von Nord nach Süd 
wehender Wind östlich abgelenkt, wenn er mit einer Geschwindigkeit von 
lim vom 60®. zum 59®. vorschreitet? — Erdhalbmesser =6370 km. — 
(32® 21'.) 8. Drei unter rechten Winkeln an einen Punkt angreifenden 
Kräften von 4, 6, 8 kg soll durch eine vierte das Gleichgewicht gehalten 
werden; wie gross ist dieselbe und welche Winkel bildet ihre Bichtung mit 
der der ursprüngUchen Kräfte? — (i^ = 1077 kg, 4/F= cos 68® 11' 54".) 
9. Zu zeigen, wie eine fliegende Brücke durch die Stromkraft über den 
Fluss getrieben werden kann. 10. Ebenso zu zeigen, dass man auf der 
See durch Anwendung von Segeln nach allen Bichtungen, nur nicht gerade 
dem Winde entgegen, fahren kann. U. Wie muss man auf einem Kahn 
die Segel stellen, um den Wind möglichst auszunützen? — (Das Segel 
muss den Winkel zwischen Wind: und Fahrrichtung halbieren.) 12. Ein 
Schiff soll an einem 32 m langen, in der Mitte des Schiffes befestigten 
Seile von Pferden stromaufwärts gezogen werden; die Pferde ziehen mit 
einer Kraft von 250 kg am Seile, a) Um welchen Winkel ß muss das 
Schiff gegen die mit dem Ufer parallele Strömung verdreht werden, damit 
es stets 8 m Entfernung vom Uferwege bleibt? b) Wie gross ist die 
Kraft der Strömung F und welchen Druck f übt sie auf eine Seite des 
Schiffes aus? c) Wie weit lässt sich im äussersten Falle das Schiff an 
demselben Seile vom Uferwege entfernt erhalten? — (j3 = 17® 3' 23". 
F= 222-886 kg, f= 65375 kg, c) 10% m. [Die Aufg. sind: 5 von 
Fliedner und Krebs, 6 — 8 von Müller -Erzbach, 9 und 10 von Beis, 11 
von Martus, 12 von Daurer.] 
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Anmerkung. Die Aufgaben lassen sicli graphisch und rechnungs- 
mässig durch Zerlegung und Zusammensetzung der Kräfte und Geschwindig- 
keiten mittelst des Parallelogrammes behandeln. Die Lösungen gestalten 
sich aber auch sehr anschaulich, und die Rechnungen werden nicht com- 
plicierter, wenn man unmittelbar Arbeitswerte betrachtet. So z. B. er- 
klärt sich die Wirkung der Segel beim Schiff aus der Differenz der leben- 
digen Kräfte der zuströmenden und längs der Segelfläche abfliessenden 
Luftmasse und der bei der Bewegung des Schiffes geleisteten Arbeit. Die 
Aufgabe erfordert die Berechnung der Arbeit des normal zur Segelfläche 
wirkenden Winddruckes bei der Bewegung des Schiffes. Die Lösung der- 
selben fuhrt (nach Abkürzung der betreffenden Gleichung durch den Weg) 
auf die Berechnung der in die Bewegungsrichtung des Schiffes fallenden 
Componente des Winddruckes. 

§ 8. Zusammensetzung der Kräfte an starren Körpern. Im Au- 
schluss an die vorstehenden Aufgaben soll folgender Fall betrachtet 
werden: An den End- ^„ . 

Fig. 5. 

punkten einer unbieg- 
samen Geraden (Stange) 
wirken zwei Kräfte f^ 
und f^ (Fig. 5); es soll 
die Lage und Stärke der 
Mittelkraft F bestimmt 
werden. Die Aufgabe 
findet ihre Lösung in 
der Aufstellung der 
Arbeitsgleichungen für 
zwei Bewegungen, bei 
welchen die Summe der 
Arbeiten der Seiten- 
kräfte der Arbeit der Re- 
sultierenden gleich ist. 
Die betreffende Ar- 
beitsgleichung für eine sehr kleine Parallelverschiebung k der Stange 
in der Richtung der Resultierenden ist: 

F . A = /i . A • cos (/; A) + ^2 . A • cos {f^l) 
oder 

F^A- cos (f^F) + U ■ cos if^F) . 

Und für eine sehr kleine Drehung (p um den Angriffspunkt C der 
Resultierenden, bei welcher die entsprechend verlegt gedachten An- 
griffspunkte der drei Kräfte die Wege 0, l^(p, l^(p beschreiben, ist 
die Arbeitsgleichung 

^ = fi'h'^—f%'k'^j 
daraus folgt 
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oder durch Einführung von y = sin a und y = sin /J 

/i : ^2 = sin ß : sin cc. 

Die hiemit aus den beiden Bewegungen gewonnenen Gleichungen ent- 
sprechen auch dem Kräfteparallelogramm, das ausgebend vom Schnitt- 
punkte D aus den Seitenkräften f^ und f^ construiert werden kann. 
Sie bestimmen rechnungsmässig und graphisch die Mittelkraft F voll- 
ständig. 

Ein Product aus der Kraft in die Normale, welche vom Dreh- 
punkte C auf die Kraft gefällt wird, wie z. B. /i • l^ oder f^ liy l^^isst 
Moment der Kraft inbezug auf den Punkt C. Die Arbeitsgleichung 
für die Drehung ergibt vorstehend den Satz, dass die Momente der 
Seitenkräfte inbezug auf einen . Punkt der Resultierenden einander 
gleich sind. Der Satz ist für die Zusammensetzung und Zerlegung 
von Kräften von grosser Wichtigkeit, wenn dazu keine Arbeitswerte 
verwendet werden. Bei Benützung der Arbeitswerte ist das Kraft- 
moment bereits in diesen eingeschlossen; denn es ist nichts anderes, 
als die auf die Winkeleinheit entfallende Dreharbeit. 

Aufg. 1. Die Kräfte f^ und /"g seien parallel mit einander und wirken 
im Abstände Z; es ist die Lage und Grösse der Besul tierenden zu be- 
stimmen. Praktische Anwendungen? 2. In den Punkten Ä und B einer 
starren Geraden greifen die Kräfte 16kg und 8kg an,. mit der Geraden 
beziehungsweise die Anwinkel 150® und 90® bildend; wie gross ist die 
Eesultierende und wo schneidet sie die Strecke AB? — 

(F= Sy? = 21-166 kg; sie schneidet AB in der Mitte.) 

3. Zwei Männer, welche in einer Entfernung von 2*5 m hinter einander 
gehen, tragen auf einer Stange eine Last von 85 kg, die um 0'5 m der 
Schulter des Voranschreitenden näher ist, als der des Nachfolgenden; wie 
viel hat jeder zu tragen? — (51 kg, 34 kg.) 4. Eine gewichtslose 
Stange l ist gegen eine Wand unter dem <^ a gestellt und trägt in den 
Abständen a und h von den beiden Enden die Last F-^ welchen Druck 
übt dieselbe gegen Wand und Boden aus, und mit welcher Schubkraft 
strebt sie an Wand und Boden hinzugleiten? [Die Aufg. 2 und 3 sind 
von Daurer und 4 von Eeis.] 

§ 9. Kinetische und potentielle Energie. Die kinetische Energie 
oder lebendige Kraft ist die Arbeitsfähigkeit eines bewegten Körpers. 
Für eine Masse m, die sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, wurde 
in § 4 dafür die mathematische Form Yg • mv^ gefunden. Diese 
Energie wird z. B. bei einem vertical nach aufwärts geworfenen Körper 
in Arbeit verwandelt, indem sie das Gewicht des Körpers um eine 
bestimmte Höhe emporhebt. Wird der Körper im höchsten Punkte 
seines Weges durch Unterschieben einer Unterlage vor dem Fallen 
geschützt und in Ruhe gehalten, so scheint es, als wäre die geleistete 
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Arbeit verloren gegangen. Doch ist in Wirklichkeit auch der ge- 
hobene Körper leistungsfähig, er besitzt ebenfalls Energie; denn ent- 
fernt man die Unterlage, so fällt der Körper längs seiner früheren 
Steighöhe zurück und erlangt genau die ursprüngliche kinetische 
Energie wieder. (Vgl. § 2.) Ahnliche Beispiele vsind die Leistungs- 
fähigkeit eines gespannten Bogens, einer zusammengedrückten elasti- 
schen Feder, eines comprimierten Gases. Die Energie der ruhenden 
Körper heisst Energie der Lage, nach Rankine potentielle Energie 
und nach Helmholtz Spannkraft. Das Auftreten der potentiellen 
Energie ist immer mit einer Änderung der Lage der Körper oder 
ihrer Theile verbunden. Schwere Körper müssen von der Erde empor- 
gehoben werden. Der Bogen muss gekrümmt, das Gas zusammen- 
gedrückt und daher dessen Theilchen einander genähert werden, um 
eine Energie der Lage oder potentielle Energie zu erzeugen. 

Gleichwie die kinetische so wird auch die potentielle Energie 
durch eine äquivalente Arbeit gemessen; so wird z. B. die potentielle 
Energie eines gehobenen Gewichtes durch das Product aus Gewicht 
und Hubhöhe bestimmt. 

§ 10. Das Princip der Erhaltung der Energie. Gestützt auf die 
Gleichwertigkeit von Arbeit und lebendiger Kraft, und mit Benützung 
der voranstehenden Benennungen lässt sich nun leicht das genannte 
Princip darstellen. Wir beziehen uns zunächst wieder nur auf Körper 
unter dem Einfluss der Schwerkraft F, 

Für einen Körper, der auf der Erdoberfläche oder auf einer an- 
deren Grundfläche liegt, sei allgemein die potentielle Energie TFq. 
Bei Hebung auf die Höhe \ wächst dieselbe auf {Wq -{- F • h^). In 
der Höhe h^ ist sie (Wq-^F-H^). Bei der Bewegung von einer 
Höhe in die andere, nach aufwärts oder nach abwärts, frei oder auf 
vorgeschriebener Bahn, ändert sich die kinetische Energie um die 
Differenz der potentiellen Energien. Sind die Geschwindigkeiten des 
Körpers in den beiden Höhen beziehungsweise v^ und v^, so besteht 
daher die Gleichwertigkeit 

und daraus folgt 

Wo + F-h,-\-^ mvj^ =Wo-\-F-h. + ^ mv^^ = const. 

Die durch das Gleichheitszeichen verbundenen Ausdrücke geben die 
Summe der potentiellen und kinetischen Energien des Körpers be- 
ziehungsweise in den beliebigen Höhen \ und h^ an, und daher lehrt 
die Gleichung den Satz: „Die Summe der potentiellen und kinetischen 
Energien oder kurz die Energie des Körpers bleibt während der Be- 
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wegung constant." Dies ist der Satz von der Erhaltung der 
Energie^). 

Bei der Bewegung nach aufwärts finden die Energieänderungen 
im entgegengesetzten Sinne statt^ als bei der Bewegung nach abwärts; 
die Summe der Energien bleibt aber immer dieselbe. 

Wenn auf den Körper mehrere Kräfte wirken, z. B. auf einfache 
Maschinen Kraft und Last, auf das physische Pendel u. a., so kann 
der vorstehende Satz auf jede einzelne Kraft bezogen, und die darnach 
gebildeten mathematischen Formen können durch Addition verbunden 
werden. Der Vorgang ist durch das in den §§ 6 und 7 behandelte 
Princip der Kräftezusammensetzung gerechtfertigt. Man erhält somit 
für ein System von Kräften und Massentheilchen 

Die Summe ist auf alle Kräfte und Massentheile auszudehnen, die an 
der Bewegung theilnehmen. 

Die Gleichung bewährt sich in allen genannten speciellen Fällen, 
in denen sie auch zur Ableitung der betreffenden Gesetze benützt 
werden kann. Allein reicht sie jedoch zur Lösung dieser Aufgaben 
nicht aus; es müssen noch die Bewegungsbedingungen, die von der 
Einrichtung der Maschinen abhängen, genau bekannt sein und mathe- 
matisch formuliert werden. Die betreffenden Bedingungen lassen sich 
aber immer mit dem Energiegesetze innig verbinden und auf einfache 
Weise zur Lösung der Aufgaben verwenden. 

Vor solchen speciellen Anwendungen soll noch in Kürze auf die 
allgemeine Bedeutung des Principes der Erhaltung der Energie hin- 
gewiesen werden. 

Die Erfahrung lehrt, dass oft mechanische Arbeit verbraucht 
wird, ohne dass eine gleichwertige lebendige Kraft zum Vorschein 
kommt. Robert Mayer hat (1842) zahlenmässig bewiesen, dass auch 
in diesen Fällen die Arbeit nicht verloren geht, sondern dass dafür 
andere physikalische Kräfte geweckt werden^). Er drückte durch 
mechanische Arbeit Luft zusammen und fand, dass eine der Arbeit 
proportionale Wärmemenge entwickelt wurde, ferner dass umgekehrt 
die Luft bei der Ausdehnung die aufgewendete Arbeit wieder zu 
leisten vermochte und sich dabei ebenso sehr abkühlte, als sie sich 
früher erwärmt hatte. Daraus folgt, dass auch die Wärme eine 
Energie ist, und zwar eine der mechanischen Arbeit gleichwertige 
Energie. Als solche tritt sie sehr häufig in Begleitung mechanischer 
Erscheinungen infolge von verbrauchter Arbeit zur Ueberwindung der 
Reibung auf. Und ebenso wie die Wärme sind Schall, Licht, Elektri- 

1) Clausius: Mech. Wärmetheorie. L 3. Aufl. S. 21. 

2) R. Mayer; Die Mechanik d. Wärme. 3. Aufl. Herausggb. v. Weyrauch. 
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citat und Magnetismus Energien. Wenn daher durch mechanische 
Arbeit Wärme oder Elektricität erzeugt wird, so ist die Arbeit 
nicht verloren, sondern sie ist in eine gleichwertige Menge einer 
anderen physikalischen Energie übergeführt worden. Die gesammte 
in Erscheinung tretende Energie bleibt dem Werte nach unverändert. 
Auf diese umfassende Bedeutung der Erhaltung der Energie hat 
bereits R. Mayer ausdrücklich hingewiesen. In seiner Anwendung auf 
alle Energien der Natur nimmt der Satz die von Clausius (1865) 
ausgesprochene Form an: „Die Energie des Weltalls ist con- 
stant." 

Damach gilt das Energieprincip für alle Naturerscheinungen und 
wird zu einer Grundlage für die ganze Naturwissenschaft: Eine Er- 
scheinung kann für sich allein niemals bestehen, sondern sie ist immer 
im Zusammenhange mit einer Reihe anderer Erscheinungen; die Ver- 
bindung gibt das Energieprincip. Dasselbe zwingt uns, die Erschei- 
nungen als eine Umwandlung der Energie von einer Form in 
eine andere zu betrachten und gibt damit zugleich Ursache und Wir- 
kung an. Auf diese Weise werden sämmtliche Naturerscheinungen in 
Zusammenhang gebracht, und die Lehre von diesen Erscheinungen 
als die Lehre von den Energie Verwandlungen gekennzeichnet. 

Anmerkung. Aus der angegebenen mathematischen Form lassen 
sich einige historisch wichtige Principien der Mechanik ableiten: 

a) Der Satz der lebendigen Kräfte. Man erhält denselben 

durch Bildung der Energiedifferenzen mit Rücksicht darauf, dass 

die Aenderungen dh und dv entgegengesetztes Vorzeichen erhalten. 

Man erhält 

2JF-dh = Umvdv. 

Findet die Bewegung infolge von Unfreiheit nicht in der Richtung 
dhf sondern längs dl statt, so ist zu setzen 



F'dh==F'(^)dl = f'dl 



und man gewinnt für die Äquivalenz von Arbeit und lebendiger 

Kraft die Form 

Uf' dl = Umvdv, 

Die Summe bezieht sich zunächst auf die verschiedenen Kräfte und 
Massen; sie kann aber auch auf eine beliebige Anzahl von Weg- 
elementen ausgedehnt werden. 

Der Satz der lebendigen Kraft wird auch in den späteren Unter- 
suchungen oft angewendet werden; desgleichen: 

b) das Princip der virtuellen (möglichen) Verschie- 
bungen. Dasselbe geht aus dem Satze der lebendigen Kräfte her- 
vor, wenn die Geschwindigkeitsänderung dv = gesetzt wird; seine 
mathematische Form ist 
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Es gilt für den Gteichgewichtszustand eines Eräftensystems und sagt 
aus^ dass in diesem Zustande die Summe der bei einer virtuellen 
oder mit dem Systeme verträglichen (möglichen) Verschiebung ge- 
leisteten Arbeiten gleich Null ist. 

c) Das D'Alembert'sche Princip. Dasselbe ist eine besondere 
Form des Satzes der lebendigen Kräfte; denn setzt man in der Glei- 
chung für diesen v = dh/dt, so erhält man den gesuchten Ausdruck 

Hierin ist dv/dt = a die Beschleunigung der betreffenden Massen- 
theilchen m. Für eine beliebig gerichtete Bewegung dl gilt 

In dieser Form ist auch die Beziehung zum Principe der virtuellen 
Verschiebungen, aus dem der D'Alembert'sche Satz hervorgegangen ist, 
deutlich zu erkennen. Denkt man die auf jedes Massentheilchen m 
wirkende Kraft f um ihre Wirkung ma vermindert, so wird die Be- 
wegungsänderung aufgehoben, und es herrscht Gleichgewicht. Die 
letzte Summe gibt für diesen gedachten Gleichgewichtszustand den 
Satz der virtuellen Verschiebungen an. 

d) Der Hamilton'sche Satz. Seine mathematische Form ist 

dr{ü+T)dt = oder ßSU -+■ dT)dt = , 

dU und 8T bedeuten die Änderungen der Arbeit und lebendigen 
Kraft, die für die Anfangs- und Endzeit verschwinden müssen. Der 
Satz folgt leicht aus dem Satze der lebendigen Kräfte oder aus dem 
D'Alembert'schen Principe^). 

§ 11. Bewegung auf der schiefen Ebene. Die schiefe Ebene 
wurde bereits (§ 5 und 6) zur Erläuterung der Grundgesetze benützt; 
es sollen nun die Bewegungserscheinungen auf derselben durch die 
Energiewerte und die daraus abgeleiteten Grössen behandelt werden. 

Es sei gegeben das Gewicht F und die Masse m eines Körpers, 
femer die Länge l und die Neigung a der schiefen Ebene; die Be- 
schleunigung der Schwere sei A, (Siehe § 6, Fig. 3.) Mit diesen 
Grössen ausgedrückt ist der unveränderliche Energiewert, bezogen auf 
die Basis der Ebene, 

1) Siehe E. Mach: Entwickig d. Mech. S. 356. 

W. Thomson u. P. G. Tait: Handb. d. theor. Ph. Deutsch v. Helmholtz u. 
G. Wiedemann. S. 279—284. 
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W= F*h = F'l' sin a 
und nach der Bewegung um die Strecke x 

W= F ' (l — x)sma — y mv^. 

Um zunächst die Beschleunigung a längs der schiefen Ebene zu 
ermitteln, setzen wir für F = mA und bestimmen die Energieände- 
rungen bei der Bewegung um dx\ wir erhalten aus der letzten Gleichung 

dW = = — mA ' sina ' dx -\- mvdv , 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf dx = v - dt 

^ • Sin a = -jT = a . 

dt 

Mittelst des Wertes für die Beschleunigung a oder mittelst der leben- 
digen Kraft lassen sich nun auch andere Stücke bestimmen; z. B. 
die Endgeschwindigkeit 

V = y2A . J . sin a = y^A • h 
oder die Zeit 



V A' am cc 



Der Wert für die Fallzeit t längs der schiefen Ebene kann dazu 
dienen, um an der Hand einer einfachen geometrischen Construction 
den Galilei'schen Satz nachzuweisen: Der verticale Durchmesser 
(Z/sin a) eines Kreises ist isochron mit jeder vom oberen Endpunkte 
in diesem Kreise gezogenen Sehne (l). — Da ein Körper, von dem 
höchsten Punkte eines Kreises ausgehend, in der Richtung jeder be- 
liebigen Sehne sich bewegen könnte, um dem Energieprincipe zu ent- 
sprechen, in Wirklichkeit jedoch längs der steilsten Sehne, des längsten 
Weges in derselben Zeit, fällt, so folgert Ostwald allgemein: Von 
allen möglichen Energieumwandlungen wird diejenige eintreten, welche 
in gegebener Zeit den grösstmöglichen Umsatz ergibt^). 

Die Zerlegung der Schwerkraft F in die Componenten längs 
der schiefen Ebene und normal zu derselben ergibt sich durch ent- 
sprechende Zerlegung des Arbeitswertes oder der Änderung der po- 
tentiellen Energie. Befindet sich m in der verticalen Entfernung z 
über der Basis in Ruhe, so ist die Energie w = F - und demnach 
ein Arbeitselement 

In der Figur lässt sich nämlich dz als Diagonale eines Parallelogrammes 
darstellen, dessen Seiten das Längenelement dx und das Normal- 
element dy sind; dz erscheint darnach als die Summe der Projec- 
tionen von dx und dy auf der Diagonale, und es sind die Quotienten 

1) W. Ostwald: Lehrb. d. allg. Ch. Bd. I. Chem. Energie. S. 37. 
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damit wird 



dz » -t dz 

j- == sm a und 3— = cos a, 

dx dy ^ 



dw = F ' sin a ' dx -^ F ' cos a • dy 
und die verlangten Componenten sind nach dem Zerlegungsprincipe 

Aufg. 1. Ein Eisenbahnzug von 100 Tonnen a 1000 kg läuft auf 
einer Rampe von Y^q Steigung herab; welche Geschwindigkeit und welche 
lebendige Kraft hat er naöh 3 Minuten? ^ = 10 m. — (60 m, 18 Mill. kgm.) 
2. Wenn nach Galilei's Versuchsweise in einer 40 m langen, glatten Einne 
Kugeln in 8 Secunden hinab rollen, wie gross ist die Beschleunigung in 
der Richtung der Rinne und unter welchem Winkel ist die Rinne geneigt? 
A = 9*81 m. — (% m, 7^ löV/O ^' ^i® muss ein Dachstuhl bei gegebener 
Grundfläche geneigt sein, damit der darauf fallende Regen in der kui*zesten 
Zeit abläuft? — (4=5^) 4. Wie weit wird sich ein Körper auf einer 
schiefen Ebene, deren Neigungswinkel gegen den Horizont 40^ beträgt, 
aufwärts bewegen, wenn seine Anfangsgeschwindigkeit 100 m ist? Welche 
Zeit braucht der Körper beim Hinabbewegen auf der schiefen Ebene von 
seinem Ruhepunkt aus? — (792-92 m, 15*86 See.) 6. Ein Körper von 
800 kg Gewicht steigt eine schiefe Ebene, die 600 m lang ist und mit 
dem Horizont einen Winkel 18^ bildet, aufwärts. Mit welcher lebendigen 
Kraft muss derselbe die schiefe Ebene betreten, um gerade das obere 
Ende derselben zu erreichen? Wie gross muss dieselbe sein, wenn er 
noch mit der Hälfte der Geschwindigkeit, mit der er die Ebene betrat, 
oben anlangen soll, und nach welcher Zeit kommt er in beiden Fällen 
oben an? — (148 330 kgm, 197 770 kgm, 19'9 See, 11*49 See.) — 
[Aufg. 1 ist von Reis, 2 von Müller-Erzbach, 3 — 5 von Budde.] 

§ 12. Fendelbewegui^S^* Ein Pendel nennt man einen um eine 
horizontale Achse drehbar aufgehängten Körper. Besteht dieser aus 
einem schwerlosen Faden und einem an dessen Ende befestigten 
Massentheilchen (einem kleinen kugelförmigen Körperchen), so heisst 
das Pendel ein einfaches oder mathematisches. Galilei hat, an- 
geregt durch die Schwingungen der Kronleuchter im Dome zu Pisa, 
deren Dauer er nach seinen Pulsschlägen bestimmte, insbesondere 
durch den Vergleich der Pendelbewegung mit der Bewegung auf 
der schiefen Ebene die Schwingungsgesetze des Pendels aufgestellt. 
Huygens untersuchte auch die Bewegung des einfachen Pendels für 
den Fall, als dieselbe nicht in einer Ebene, sondern im Räume statt- 
findet. Der Pendelfaden beschreibt alsdann eine Kegelfläche, und das 
Pendel heisst ein Kegelpendel. 

Es soll zunächst die Bewegung dieses Pendels betrachtet werden. 
Das Massentheilchen m (Fig. 6) werde um den Winkel a aus der 
verticalen Richtung herausgezogen und erhalte dann durch einen 
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Anstoss in normaler Richtung zur Aussclilagsebene die Geschwindig- 
keit V, Wenn die potentielle Energie von der tiefsten Lage des 
Pendelkörpers gezählt wird, so ist sie gegeben durch 

F{1 — h) = mÄ-l(l — cos a) , 
und die gesammte Energie ist 

W=mA'l(l — cosa) -\- -^ ' mv 



Fig. 6. 



2 



Dieser Wert bleibt während der ganzen 
folgenden Schwingungserscheinungen un- 
verändert erhalten. Setzt man 



V = r - (o 



wobei ca die Geschwindigkeit eines 
Punktes, für welchen r = 1, die soge- 
nannte Winkelgeschwindigkeit ist, 
so wird 

Tr== mÄ • 1(1 — cos a) 




-\- — mr^ ' oor = const. 

Die Energieänderung mit Rücksicht auf 
die Änderung der potentiellen und kine- /*-* 
tischen Energie im entgegengesetzten 
Sinn ist 

dW == w • -4. • Z sin a • da — mcoi^rdr 

— mr^mdm = 0. 

Durch Einführung der Werte, die aus den Beziehungen r = 1 sin a 
und V = (o ' r folgen, erhält man 

dW =\m ' A' iga — m —\dr — mr^ • o do = . 

Die beiden Glieder von dW bedeuten die Arbeiten von Kräften, 
welche beziehungsweise in der Richtung des Kreishalbmessers r 
und dazu normal wirken. Ist die erstere Kraft, die durch den 
Klammerausdruck gegeben ist, gleich Null, so wird gleichzeitig auch 
mit der Änderung der Winkelgeschwindigkeit d(o die zweite gleich 
Null. Dies sind die Bedingungen für eine gleichförmige Kreis- 
bewegung von m um Ä. Aus dem Verschwinden des Klammer- 
ausdruckes (= dW/dr) folgt 



v 



m ' Ä ' tga = m — =/*. 



Diese infolge der kinetischen Energie der Kreisbewegung entwickelte 
Kraft wirkt in der Richtung des Halbmessers nach auswärts und 
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heisst Fliehkraft oder Gentrifagalkraft; sie ist der kinetischen Energie 
direct und dem £j-ümmungshalbmesser indirect proportional. 

Eine einfache geometrische Darstellung (die verticale Projection 
der Fig. 6) zeigt^ dass der letzten Bedingungsgleichung dann ent- 
sprochen wird, wenn die Mittelkraft von der Schwerkraft i^ und der 
Fliehkraft f die Richtung des Fadens hat. Da in diesem Falle die 
Wirkung der Kräfte aufgehoben wird, hätte die Bedingung auch un- 
mittelbar angenommen werden können. 

Die drei Kräfte, nämlich Schwerkraft, Fliehkraft und Faden- 
spannung, halten einander das Gleichgewicht; jede einzelne kann der 
Grösse nach als die Resultierende der beiden anderen angesehen 
werden. Schwerkraft und Fadenspannung geben somit eine Resul- 
tierende, welche der Fliehkraft f gleich und entgegengesetzt gerichtet 
ist; weil dieselbe zum Kreismittelpunkte hin wirkt, heisst sie Centri- 
petalkraft. Die Umlaufs zeit T des Pendels, während welcher die 
Pendelmasse den Kreis 2ric beschreibt, ist nach dem Gesetze der gleich- 
förmigen Bewegung und nach den vorstehenden Werten fQr f und r 



T=^-^ = 2nY' 



l cosa 



Für sehr kleine Ausschlagswinkel, fiir die cos a = 1 ist, erhält man 




Demnach ist die ümlaufszeit unabhängig von der Masse des Pendel- 
körpers und direct proportional der Quadratwurzel aus der Pendellänge 
und indirect proportional der Quadratwurzel aus der Beschleunigung 
der Schwere. 

Das Gesetz stimmt auch mit der Schwingungsdauer eines ein- 
fachen Pendels überein, das kleine Schwingungen in einer Ebene 
ausführt. Um dies zu beweisen, haben wir den auch für andere 
Schwingungsbewegungen wichtigen Satz zu begründen, dass eine 
geradlinige Schwingung als Projection einer gleichförmigen 
Kreisbewegung betrachtet werden kann. 

Figur 6 mag zwei Pendel versinnlichen: ein ebenes einfaches 
Pendel, das sehr kleine Schwingungen in der Zeichnungsebene 
ausführt, und das bereits behandelte Kegelpendel, von welchem der 
Basiskreis des Kegels in der horizontalen Projection dargestellt ist. 
Der Kreishalbmesser r und <^ a des Kegelpendels entsprechen dem 
grössten Ausschlage des anderen einfachen Pendels. Die in einer 
beliebigen Lage des Pendels (siehe Fig.) zum Kreismittelpunkt wir- 
kende Kraft (Centripetalkraft) des Kegelpendels 

fz=m'Ä'tga = mÄ- r/h 

lässt sich in zwei Componenten zerlegen, von denen die eine /^ zur 
Schwingungsebene parallel und die andere f^ dazu normal ist. Die 
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erstere, parallele Componente ist nun der bewegenden Componente 
des ebenen Pendels gleich; denn die eine ist 

m ' Ä ' -j- ' cos (p = m ' Ä ' Y 

und die andere des ebenen Pendels 

m • -4 • sin ^ = m • J. • -j- • 

Für sehr kleine Ausschlagswinkel a ist % nahezu gleich l, und beide 
Kräfte sind einander gleich. In der Richtung der Schwingungsebene 
wirken also auf beide Pendel gleiche Kräfte; die normal zu dieser 
Ebene wirkende Componente des Kegelpendels hat auf die Bewegung 
in der Richtung der Schwingungsebene keinen Einfluss. Sähen 
wir von dieser normalen Kraft ab, so müssten beide Pendel dieselbe 
Bewegung vollführen; infolge ihrer Wirkung wird das Kegelpendel 
von dem arideren Pendel nur normal zur Schwingungsebene verschoben. 
Der Ort der Pendelmasse des ebenen Pendels muss daher in jedem 
Augenblicke als die Projection des Ortes des Pendelkörpers vom Kegel- 
pendel auf die Schwingungsebene erscheinen, und es folgt, dass eine 
geradlinige Schwingung als Projection einer gleichförmigen Kreis- 
bewegung betrachtet werden kann. 

Ohne Rücksicht auf- das einfache, ebene Pendel gilt der aus- 
gesprochene Satz allgemein für jene geradlinigen Schwingungen, deren 
Kraft nach demselben Gesetze wirksam ist, wie die in die betreffende 
Richtung fallende Componente des Kegelpendels, also stets der Elon- 
gation X proportional ist. Dieses Gesetz ist für elastische Kräfte 
giltig. 

Für die Pendelbewegung folgt, dass bei entsprechend kleinen 
Ausschlagswinkeln die Umlaufszeit des Kegelpendels der Schwingungs- 
zeit des ebenen Pendels gleich ist, und dass somit mit dem obigen 
Gesetze für die Umlaufszeit auch das Gesetz der Schwingungs- 
dauer eines einfachen Pendels gegeben ist. Die Richtigkeit desselben 
lässt sich leicht durch Versuche bestätigen. 

Die Abhängigkeit von der Beschleunigung der Schwere kann 
man mittelst des Mach'schen Apparates nachweisen, bei welchem die 
Schwingungsebene gegen eine Verticalebene unter beliebigem Winkel ß 
geneigt werden kann; die hier wirksame Componente der Schwerkraft 
ist Ä cos j3; dieselbe kann mit dem Winkel ß beliebig geändert werden^). 

Aufg. 1. Die Kuppel der Peterskirche in Eom würde gestatten, ein 
annähernd einfaches Pendel von 128*5 m Länge anzubringen. Wie gross 
wäre dessen Schwingungsdauer, wenn Ä = 9'803 m zu setzen ist? — 



1) Eine genauere elementare Ableitung für die Schwingungsdauer bei be- 
liebig grossem Ausschlagswinkel hat W. Pscheidl (Ztsch. f. Rlw. -Wien. 1878. 
S. 407) gegeben. 
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(11*37 See.) 2. um wie viele Schwingungen macht ein 1 m langes, ein- 
faches Pendel in einem Tage weniger als ein Secondenpendel, die Be- 
schleunigung A = 9809 m vorausgesetzt? — (266 Schwingungen.) 3. Ein 
Pendel von 3*975 m Länge hat eine Schwingungszeit von 2 See, wie 
gross ist die Beschleunigung? — (9*808 m.) 4. Eine Uhr mit Secunden- 
pendel, die in Paris (unter 48® 50' 14" nördl. Br.) richtig gieng, also 
täglich 86 400 See. schlug, blieb, wie Eicher 1672 beobachtete, in 
Cayenne (unter nahe 5® nördl. Br.) täglich 128 See. zurück. Um wie 
viel musste das Pendel, dessen Länge = 0*99385 m war, verkürzt werden, 
damit es in Cayenne Secunden schlagen konnte? — (0*002942 m.) 
5. Die Kugeln des Centrifugalregulators einer Dampfmaschine machen 
n Umläufe in der Minute; wie gross ist die Höhe h des dadurch gebil- 
deten Kegels? ^ = 9*81 m. — (Aus zwei Werten für die Umlaufszeit 
folgt 894*8/w*w.) 6. Wie gross ist bei einem Centrifugalregulator, dessen 
Pendelstange l Meter lang und dessen Winkelgeschwindigkeit o sind, die 
Höhe z^ um welche die auf der Achse gleitenden Muffe gehoben werden? — 
{z = 1 — Ä/üol^,) 7. Am Äquator ist die Länge des Secundenpendels 
Zo = 0*99093 m, in Duisburg (unter 51® 26' nördl. Br.) l^ = 0*99408 m, 
am Pol I2 = 0*99608 m. Wie gross ist für diese drei Orte die Be- 
schleunigung der Schwerkraft? — (9*7800 m, 9*8112 m, 9*8308 m.) 
8. Eine Uhr, deren Pendel, wenn sie richtig geht, eine Schwingungsdauer 
= % See. haben muss, geht täglich 10 Minuten vor. Um wie viel muss 
der Schwingungspunkt gesenkt werden, damit die Uhr richtig gehe? — 
(000766 m.) [Die Aufg. 1 und 2 sind von S. Daurer, 3—6 von Fliedner 
und Krebs, 7 und 8 von Budde.] 

§ 13. Wnrfbewegnng. Die Bewegung, welche ein horizontal 
oder schief geworfener Körper ausführt, ist nach Galilei eine Zu- 
sammensetzung einer verticalen Fallbewegung und einer horizontalen 
oder schiefen gleichförmigen Bewegung; die Bewegungen gehen unab- 
hängig von einander vor sich. Die Anwendung des Parallelogrammes 
der gleichzeitigen Bewegungen (§ 6) führt leicht zur graphischen Dar- 
stellung der Flugbahn. Bei der Berechnung mittelst des Energieprin- 
cipes muss die Grösse der constanten Energie, die durch die Anfangs- 
lage und die Anfangsgeschwindigkeit des Körpers bestimmt wird, 
femer die Grösse und Richtung der Schwerkraft bekannt sein. In 
letzterer Beziehung setzen wir voraus, dass die Schwerkraft constant 
und ihre verticalen Richtungen in den einzelnen Punkten der Bahn 
parallel zu einander sind. 

Der allgemeinste Fall ist der schiefe Wurf; für denselben gilt 
folgende Betrachtung: Ein Massentheilchen m werde unter dem 
Winkel a gegen die Wagrechte X mit der Geschwindigkeit Vq in 
Bewegung gesetzt (Fig. 7) und alsdann der Einwirkung der Schwer- 
kraft, deren Beschleunigung = Ä, überlassen. Wird die potentielle 
Energie nach der Erhebung über der X-Achse gerechnet, also nach 
der I^-Coordinate, so ist der unveränderliche Energiewert gegeben 
durch die anfängliche kinetische Energie y^ • mVq^. Hat sich der 
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Körper um die Höhe y erhoben, so ist die potentielle Energie m- Ay, 
die kinetische Yg mv^ und die Summe beider muss der anfängliehen 
Energie gleich sein; es besteht daher für jeden beliebigen Punkt der 
Flugbahn die Energiegleichung 



Pig. 7. 




Die ganze Erscheinung beruht nun auf einer Umwandlung der kine- 
tischen Energie in potentielle und umgekehrt. Die dabei stattfindenden 
Energieänderungen kann man nach Gralilei's und Newton's Zerlegungs- 
princip in Theile zerlegen, indem man in der Form 

setzt. Nach der ersteren der beiden letzten Gleichungen folgt 

d. h. in der horizontalen Richtung findet keine Energieänderung 
und keine Änderung der Geschwindigkeit statt; die Bewegung in 
dieser Richtung ist gleichförmig; die Geschwindigkeit ist 

Va; = t? cos 9 == Vq COS a . 

Der Satz ist von ganz allgemeiner Bedeutung: Die wagrechte Rich- 
tung ist nämlich die normale Richtung zur wirkenden Schwerkraft; 
in der Horizontalen findet daher keine Arbeitsleistung statt und es 
gilt der Satz vom Beharrungsvermögen. Horizontale Flächen 
haben wegen dieser Besonderheit auch einen eigenen Namen; man 
nennt sie Niveauflächen oder Flächen gleicher Arbeit in Bezug 
auf die Schwerkraft. 

Aus der Zerlegung der lebendigen Kraft 

mvdv = mvdvx + mvdvy 

Jaunsohke, Erhaltung der Energie. 4 
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folgt, da dvjc = 0, 



dvy = dv . 



Der zweite Theil der Energieänderung dWy der sich auf die verticale 
Richtung y bezieht, ergibt demnach 

m * A' dy — mvdv = 



oder 



mAy = -^ mvQ — -^ mv^. 



Auch diese Gleichung hat eine ganz allgemeine Bedeutung; sie lehrt, 
dass die gesammte Energieänderung nicht von der Form der Bahn, 
sondern nur von der Länge des Weges y in der Kraftrichtung ab- 
hängt. Für die schiefe Ebene und das Pendel wurde der Satz bereits 
besonders erläutert. 

Mit Rücksicht auf die vorhergehenden Gleichungen nimmt die 
letztere die Form an 

j 1 9 1 o C08*a 

A-y = — VfT — TT % *- • 

Zu dem gröfsten Werte von y = h^ welcher Wurf höhe genannt 
wird, gehört eine horizontale Bahntangente, für welche 9? = ist; 
damit erhält man die Wurf höhe 



Ä = ^ 



t;„* • sin* a 



2A 

Dieser Wert ist direct zu gewinnen, wenn man die bei der Hebung 
des Körpers geleistete Arbeit m - A- h gleich setzt der mit der verti- 
calen Geschwindigkeitscomponente Vq sin a berechneten lebendigen 
Kraft, welche zur Hebung verbraucht wird. Die Wurfhöhe erscheint 
demnach als der Weg eines verticalen Wurfes mit der Verticalcom- 
ponente der Geschwindigkeit nach aufwärts; sie wird, nachdem der 
Körper den höchsten Punkt erreicht hat, von dem fallenden Körper 
wieder in gleicher Zeit zurückgelegt wie von dem aufsteigenden. Die 
Zeit des Steigens oder Fallens folgt aus dem Fallgesetze 



sie ist 



h = ^Af 



, Vq Sin a 



Betrachtet man in ähnlicher Weise die Bewegung infolge der unver- 
änderlichen horizontalen Componente t?Q cos a der Geschwindigkeit v^, 
so folgt leicht die Wurfweite, d. i. die in den Horizont fallende 
Sehne der Flugbahn; sie wird in der Zeit zurückgelegt, in welcher 
der Körper steigt und fällt, also in der Zeit 2 t und ist demnach 

2^ * . t? * 

l = —~ • sin a • cos a = -j- • sin 2« . 
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Dieses Gesetz fiir die Wurfweite gilt im leeren Räume; es besagt, 
dass die Wurfweite zunimmt im quadratischen Verhältnis mit der 
Anfangsgeschwindigkeit und proportional dem Sinus des doppelten 
Erhebungswinkels. Es kann dieselbe Wurfweite mit zwei verschie- 
denen Erhebungswinkeln erreicht werden, wenn der eine um ebenso 
viel grösser als der andere kleiner als 45^ ist. 

Das Energieprincip gestattet aber, nicht bloss einzelne Stücke 
der Flugbahn, sondern auch die Form der Bahn genau zu bestimmen. 
Für das angenommene Coordinatensystem lässt sich die analytische 
Gleichung der betreffenden Curve wie folgt ermitteln. Die auf die 
Masseneinheit bezogene Energiegleichung 

2Ä • y -\- v^ = Vq* 

erfordert noch die Bestimmung von v aus den Coordinaten. Diesem 
Zwecke dient der Wert für die Änderung der kinetischen Energie 
nach irgend einer Richtung, beziehungsweise für die entsprechende 
Kraft. Man kann entweder in Rechnung ziehen, dass die Horizontal- 
flachen Niveauflächen der Schwerkraft sind, längs welchen keine 
Änderung der kinetischen Energie stattfindet, oder man kann den 
Ausdruck für die Fliehkraft benützen, welche der zur Bahn normal 
wirkenden Componente der Schwerkraft das Gleichgewicht hält. Nach 
der ersteren Rücksicht ist 

V ' cos (p = Vq- cos a 

und damit geht die Energiegleichung in die Form über: 

POS u 

Setzt man hierin für tg g? = ^ = y' und demnach cos^ (p = . .^ , 
so erhält man die Curvengleichung 

2^(y _ V^) + t,„» . COS» « . y'* = 0; 
für den höchsten Punkt der Curve ist y' = und daher 



y = 



v^* sin'a 



• 



2ul ' 



dies ist der Wert für die Wurfhöhe. Durch Verschiebung des 
Coordinatensysiems, bis der Mittelpunkt mit dem höchsten Punkte 
der Flugbahn zusammenfällt, erhält man für y die Coordinate 



Vq' 8in*a 



und als Curvengleichung 

— 2Ari + Vf^ • cos^ a • iy'^ = ; 
daraus folgt 
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und ferner^) 



^j^ 



t\ cos a 






Dies ist die Scheitelgleichung einer Parabel. Will man die Glei- 
chung für das Achsensystem (XY) darstellen, so hat man für rj die 
Rücksubstitution zu machen und auch den entsprechenden Wert für 
I einzuführen. Setzt man für iy die Wurfhöhe, so erhält man für S 
die halbe Wurfweite + Vq^ sin 2a/2.4; man hat demnach einzuführen 

j, t7ft' • sin 2a 

und erhält die Parabelgleichung der Flugbahn in der gesuchten Form 

/ v<>*- 8in2a\* 2t7o'co8*a / t?^,*-sin*a\ 

r ¥ä / 3 V 2Ä / * 

Diese Gleichung gilt nur für Flugbahnen im leeren Räume. In der 
Luft erleidet das Bewegliche einen Widerstand, indem es einen Theil 
seiner lebendigen Kraft an die im Wege stehenden Lufttheilchen ab- 
geben muss; durch die beständige Verminderung der Geschwindigkeit 
wird die Parabel in der Richtung des Luftwiderstandes etwas zu- 
sammengedrückt. Die im Lufträume zurückgelegte Bahn heisst 
ballistische Curve. 

Aufg. 1. Die vorstehende Parabelgleichung für die Flugbahn ist für 
die Fälle zu specialisieren und zu deuten, in welchen der Erhebungs- 
winkel a = 0^ und 90^ ist. 2. Es sind die im höchsten Punkte der 
Flugbahn wirkenden verticalen Kräfte zu ermitteln. (Man setze in 
dW/dy = für v das Product aus Krümmungsradius r in die Winkel- 
geschwindigkeit o, dann erhält man als entgegen wirkende Kräfte die 
Schwerkraft und die Fliehkraft, nämlich mA = mv^/r^ 3. Es sind an 
einer beliebigen Stelle die zur Flugbahn normalen Ejräfte zu bestimmen. 
(Aus dW/dr = und v = od - r ergibt sich ^ cos 9 = v^/r d. h. ?) 
4. Aus der allgemeinen Energiegleichung für W und dem in der vorher- 
gehenden Aufgabe ermittelten Werte für die Fliehkraft ist die Gleichung 
für die Flugbahn abzuleiten. (Die gegebenen Gleichungen und die ana- 
lytischen Formen für ig (p = dy/dx = y und für den Krümmungshalb- 
messer r = (1 + y^yi'^ly' führen zu der bereits abgeleiteten Parabel- 
gleichung.) 5. Am Äquator der Erde, des Mondes, des Jupiters erfahren 
frei fallende Körper beziehungsweise die Beschleunigungen 9*78 m, 1*65 m, 
2 11 7 m; wie hoch muss auf jedem dieser Himmelskörper ein Bewegliches 



1) Um die Summierung elementar auszuführen, ist zu setzen 
Darnach folgt leicht 
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gelangen , das sich mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 5 m über dem 
Boden erhebt? — Sprung eines Turners. (1*28 m, 7*58 m, 0*59 m.) 
6. Eine Kanonenkugel wird unter einem Erhebungswinkel von 15^ mit 
einer Geschwindigkeit von 550 m abgeschossen ; wie 'gross sind Wurfweite 
und Wurf höhe ohne Eücksicht auf den Luftwiderstand? (Für J. = 10 m, 
15 125 m, 1013 m.) 7. Eine unter dem Erhebungswinkel von 20® und 
mit der Geschwindigkeit von 500 m abgeschossene Kanonenkugel schlug 
nach 24 Secunden in die Erde ein; wie gross war die Schuss weite? — 
(11274 m.) 8. Eine mit 500 m Geschwindigkeit abgeschossene Kanonen- 
kugel schlug nach 6 See. in einen 80 m gegen das Kanonenrohr höher 
liegenden Punkt ein; wie gross war der Erhebungswinkel? — (4® 58' 19".) 
9. Eine Kugel wird mit einer Geschwindigkeit von 500 m unter dem 
Erhebungswinkel von 12® abgeschossen; in welcher Höhe trifft sie einen 
1500 m entfernten Erdwall? — (271-81 m.) 10. Unter welchem Winkel 
niuss eine Kanonenkugel abgeschossen werden, damit sie möglichst weit 
fliegt, und wie groös ist dann die Schussweite und die grösste Höhe der 
Kugel für eine Geschwindigkeit derselben von 550 m? — : (cc = 45®, 
30 250 m, 7562 m.) [Aufg. 5 ist von Daurer, 6—10 von Müller-Erzbach.] 

§ 14 Fliehkraft. (Huygens 1673.) Die Bedingungen, unter 
welchen die Fliehkraft oder Centrifugalkraft in Erscheinung tritt, und 
ihr Gesetz wurden gelegentlich bereits bei Behandlung des Kegel- 
pendels und des schiefen Wurfes (Aufg. 2 und 3) erhalten. Damach 
entsteht bei jeder krummlinigen Bewegung die Fliehkraft; sie ist 
normal zur Bahn und hält einer ablenkenden Ceutripetalkraft das 
Gleichgewicht. Beim Kegelpendel hält die Fliehkraft der Mittelkraft 
aus Schwerkraft und Fadenspannung, und beim Wurf einer Com- 
ponente der Schwerkraft, speciell im höchsten Punkte der Schwer- 
kraft selbst das Gleichgewicht. Das für sie gewonnene Gesetz ist 

t:, dv m- V* 

F = m ' V ' j- = , 

dr r ' 

wenn r der Krümmungshalbmesser in dem betreffenden Bahnelement ist. 

Die erstere Form des Gesetzes, die unmittelbar aus dem Aus- 
drucke für die kinetische Energie hel*v orgegangen ist, gestattet eine 
anschauliche Auslegung: Infolge des Beharrungsvermögens sucht der 
bewegte Körper in derselben Richtung mit constanter lebendigen 
Kraft sich fortzubewegen; eine normal zur Bahn gegen den Krüm- 
mungsmittelpunkt hin wirkende Kraft, die Ceutripetalkraft, lenkt 
den Körper aus seiner geradlinigen Richtung ab und sucht die kine- 
tische Energie zu ändern; die Kraft, welche diese Energieänderung 
äussert, ist die Fliehkraft. Dieselbe ist der Ceutripetalkraft gleich 
und entgegengesetzt. Der Verlust an vorhandener lebendiger Kraft 
kann durch den Gewinn infolge der Arbeit der Ceutripetalkraft ersetzt 
und dadurch die lebendige Kraft auch constant erhalten werden, wie 
dies beim Kegelpendel der Fall ist. 

Das Gesetz soll noch in folgendem Beispiele allgemein abgeleitet 
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werden. An beiden Enden eines Fadens von der Länge (r^ + ''2) seien 
beziehungsweise die Massen m^ und m^ befestigt; die Massen werden 
mittelst einer Schwungmaschine gleichförmig in concentrischen Kreisen 
mit den Radien r^ und r^ gedreht; es ist die Padenspannung für den 
stationären Zustand zu berechnen^). Die kinetische Energie des an- 
gegebenen Systemes ist 

Gleichgewicht herrscht zwischen den beiden Massen, wenn bei einer 
sehr kleinen Verschiebung in der Fadenrichtung keine Energieänderung 
eintritt, also wenn 

Die einander das Gleichgewicht haltenden Kräfte sind die Fliehkräfte 

Setzt man für jede Geschwindigkeit v die r-fache Winkelgeschwindig- 
keit ca, so findet man leicht die gesuchte Form der Fliehkräfte oder 
die Fadenspannung 

p = -i ?- = -? 5_ . 



U 



Es ist von allgemeiner Bedeutung, zu bemerken, dass die kinetischen 
Energien der Massen mit Hilfe der einander das Gleichgewicht hal- 
tenden Kräfte ausgedrückt werden können; man kann nämlich dafür 
setzen: 

Die Kräfte erscheinen hier als Factoren der Energie; sie werden 
nach Helm ,,Intensitätsfactoren^^ der Energie genannt; wir werden 
sie auch „Wirkungsgrade" der Energie nennen. 

Das Fliehkraftgesetz kann mit Hilfe der Centrifugalapparate 
von Pscheidl, Weinhold, Frick u. a. bestätigt werden. 

Aufg. 1. Eine Glocke von 6 q Gewicht erhält beim Läuten einen 
Ausschlag von 60^; mit welcher Kraft werden die Achsenlager in An- 
spruch genommen, wenn die Glocke sich im tiefsten Punkte befindet? — 
(12 q.) 2. Wie oft mal in der Secunde, beziehungsweise in einer Minute 
muss ein mit Wasser gefülltes Glas in einem Kreise mit 0*5 m grossem 
Halbmesser herumgeschwungen werden, damit das Wasser nicht ausfiiesse? 
(Mindestens 0*71, bez. 43 mal.) 3. Wie gross ist die mittlere Anziehung 
des Mondes durch die Erde, wenn die Umlaufszeit des Mondes 27 Tage 
7 St. 43 Min. 12 See. und sein mittlerer Abstand 51 800 geogr. Ml. (zu 
7420 m) beträgt? — (00027 m.) 4. a) Wievielmal schneller müsste 



1) Vgl. meine Abhandlung „Über die Drehung eines Körpers im Kreise" in 
Exner's Rep. 1891. S. 436. 
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sich die Erde um die Achse drehen, damit am Äquator die auf einen 
Körper wirkende Schwerkraft von der Fliehkraft aufgehoben würde, der 
Körper also gewichtslos erschiene? r = 6 370000 m, J. = 978 m, — 
(ITnaal.) 4. b) Mit welcher Geschwindigkeit müsste, vom Luftwiderstande 
abgesehen, eine Kugel horizontal abgeschossen werden, damit sie nicht auf 
die Erde herabfiele, sondern sie umkreiste? Wie gross wäre ihre Um- 
laufszeit? — (17 • 463 = 7871 m, 1*41 St.) 5. Wie viel muss bei dem 
Krümmungshalbmesser von 500 m einer Geschwindigkeit von 16 m und 
bei einer Spurweite von 1*435 m die äussere Eisenbahnschiene höher 
liegen als die innere, wenn durch die Neigung der Bahn die Fliehkraft 
aufgehoben werden soll? — (75 mm.) 6. An einem r = 1 m langen 
Faden von 1^= 10 kg Festigkeit ist eine Kugel von /*= 0*25 kg Ge- 
wicht befestigt; sie wird in einer lothrechten Ebene um das freie Ende 
des Fadens mit steigender Geschwindigkeit geschleudert, bis zuletzt der 
Faden zerreisst. Wie hoch, wie weit und wie lange wird die Kugel 
fliegen, wenn der Faden während des aufwärts gehenden Theiles einer 
Schwingung genau in dem Augenblicke zerreisst, in welchem er mit dem 
Horizonte einen <^ «= 45^ bildet? Die Entfernungen sind vom Mittel- 
punkte der Schleuderbahn aus zu rechnen. — (10'707 m, 39*988 m, 
2*905 See.) [Die Aufg. 3 — 5 sind von Müller -Erzbach, Fliedner und 
Xrebs, 6 von Budde.] 

Zu den Centrifagalapparaten gehören Centrifugal-Gebläse, -Pumpen, 
-Trockenapparate etc. 

Dass das Gesetz für die Fliehkraft mit dem Elasticitätsgesetz über- 
einstimmt, und der Einfluss der Fliehkraft auf die Schwerkraft sollen 
an späterer Stelle erörtert werden. 

§ 15. Centralbewegung. Gesetze von Kepler und Newton. Ebenso 
wie die Bewegungen der Körper auf der Erdoberfläche wurden auch 
die Bewegungen der Himmelskörper ursprünglich als einfache Er- 
scheinungen betrachtet und durch einen philosophischen Grundsatz 
zu erklären gesucht. Man bemerkte frühzeitig, dass der ganze Sternen- 
himmel täglich sich um eine Weltachse dreht, deren Richtung sehr 
nahe durch die Verbindungsgerade von der Erde zum Polarstem ge- 
geben ist; von der Erde nahm man an, dass sie im Mittelpunkte 
des Weltalls ruhe. Durch die Drehung des Himmelsgewölbes mit 
Sonne, Mond und Sternen wurde die Erscheinung des Tages und der 
Nacht erklärt. 

Weitaus die meisten, nachts sichtbaren Sterne stehen in Gruppen, 
sogenannten Sternbildern, unveränderlich beisammen; sie heissen 
Fixsterne. Von ihnen lehrt Aristoteles, dass sie vom Himmelsstoflfe, 
dem Äther, in der vollkommensten Bewegung, nämlich im Kreise, 
in alle Ewigkeit gleichmässig fortgeführt würden. Schon mit freiem 
Auge bemerkt man, dass die Sonne sich nicht in ein Sternbild ein- 
reihen lässt, sondern dass sie von Sternbild zu Sternbild sich ost- 
wärts vorschiebt; diese Eigenbewegung geht so vor sich, dass das 
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Himmelsgewölbe immer nach einem Vierteljahre um dieselbe Abend- 
stunde stets um eine Vierteldrehung in der Richtung von Ost nach 
West gedreht erscheint. In einem Jahre haben die Fixsterne eine 
Drehung mehr um die Weltachse ausgeführt, als die Sonne. Noch 
vor einer genaueren Bestimmung der Orte am Himmel mittelst der 
gebräuchlichen sphärischen Coordinaten wurde die Stellung der Sonne 
zu den Fixsternen gefanden, indem man die Abstände von der Sonne 
zum Mond und vom Monde zu den betreffenden Fixsternen mit Hilfe 
von Visiervorrichtungen bestimmte. Solche Messungen ergaben, dass 
die Sonne am Himmelsgewölbe unter den Fixsternen in einem grössten 
Kreise sich fortbewegt, und in den 12 Monaten des Jahres die 12 
Sternbilder des Thierkreises (Zodiakus) passiert. Schon 1400 v. Chr. 
war den Ägyptern bekannt, dass die Sonne ihre Bahn, Ekliptik 
genannt, in Sßöy^ Tagen vollendet. Durch die Neigung der Ekliptik 
gegen den Hinmielsäquator (Schiefe der Ekliptik = 23^ 27') wird es 
bedingt^ dass im Sommerhalbjahre die Sonne sich nördlich vom 
Äquator befindet, und dass während dieser Zeit die nördliche Erd- 
hälfte stärker und täglich länger beleuchtet und erwärmt wird, als die 
südliche. Während des Winterhalbjahres befindet sich die Sonne süd- 
lich vom Äquator und erwärmt und beleuchtet mehr die südliche Erd- 
hälfte. So werden durch die Bewegung der Sonne in der Ekliptik die 
Jahreszeiten mit ihren verschiedenen Tages- und Nachtlängen begründet. 
Zur Erklärung der bisherigen Erscheinungen genügen die an- 
genommenen Kreisbewegungen noch vollständig. Für die Planeten- 
bahnen reicht derselbe Erklärungsgrund aber nicht mehr aus. Bei 
den mit freiem Auge sichtbaren Planeten, Venus, Mars, Jupiter und 
Saturn, kann man schon durch gelegentliche Beobachtungen erkennen, 
dass sie ähnlich wie die Sonne in der Nähe der Ekliptik unter den 
Fixsternen sich verschieben, femer dass Venus nur auf der Sonnenseite 
als Morgen- oder Abendstem erscheint, während die anderen Planeten 
sowohl in Conjunctions- als auch in Oppositionsstellung zur Sonne 
gelangen. Eine genauere Aufzeichnung ihrer Stellungen zwischen den 
Fixsternen zeigt eine östliche Bewegung mit Schleifenbildung. Ptole- 
mäus (um 140 n. Chr.) in AJexandria suchte diese Bahnen damit zu 
erklären, dass er_annahm, die Planeten bewegen sich in Kreisen, deren 
Mittelpunkte aber auf je einem in der Nähe der Ekliptik befindlichen 
Kreis weiter schreiten; die Planetenbahnen wären darnach Epicyklen. 
Bei dieser Erklärung wird die Erde in der Mitte des Weltraumes 
ruhend gedacht. Ptolemäus' „Almagest^^ mit seinem geocentrischen 
Systeme blieb 1400 Jahre lang massgebend. Vergleiche zwischen den 
Epicyklen und den wirklichen Bahnen ergaben aber Differenzen; um 
diese auszugleichen wurden exentrische Stellungen der Kreise ange- 
nommen oder auch dritte Kreise, auf welchen die betreffenden Planeten- 
bewegungen vor sich gehen sollten. 
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Von solchen Complicationen suchte sich Copemicus unabhängig 
zu machen und forschte nach einem einfachen Zusammenhange der 
Erscheinungen. Auf einen solchen liessen ihn die Constanz der epi- 
cyklischen Umlaufszeit sämmtlicher Planeten schliessen, insbesondere 
führte ihn der Umstand, dass die langsamsten Planeten (Jupiter 398, 
Saturn 378, Uranus 369 und der 1846 entdeckte Neptun 866 Tage) 
ungefähr ein Jahr zur Bildung jeder Schleife beanspruchen, zu der 
Annahme, dass diese Schleifenbildung in der Bewegung der Erde um 
die Sonne ihre gemeinsame Ursache haben. Die Schleife ist darnach 
nur das perspectivische oder parallaktische Bild, das der betreffende 
Planet infolge der Erdbewegung am Himmelsgewölbe yerzeichnet. Die 
Längen der Schleifen sind die Parallaxen, bezogen auf die Endpunkte 
eines Erdbahndurchmessers; dieselben gestatten die Entfernungen der 
Planeten von der Sonne in Erdbahnhalbmessem zu berechnen. Durch 
derartige zahlenmässige Bestimmungen gelangte Cop er nicus (1543) zur 
Aufstellung seines heliocentrischen Planetensystems, nach welchem 
die Planeten in der Reihenfolge Mercur, Venus, Erde, Mars, Jupiter, 
Uranus und Neptun um die Sonne kreisen. Im ganzen entsprach dieses 
heliocentrische System den gemachten Beobachtungen. Genauere Mes- 
sungen besonders von Tycho Brahe, die Kepler fortsetzte, zeigten 
aber noch immer Differenzen bezüglich der Stellungen des Mars; für 
diese genügte die angenommene Kreisbewegung nicht, auch wenn der 
Kreis excentrisch gedacht wurde. Die Bestimmung der ^wirklichen 
Lage des Mars im Räume nach dem heliocentrischen Systeme führten 
Kepler (1609) schliesslich zur Aufstellung folgender drei Gesetze: 

1. Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem Brenn- 
punkte sich die Sonne befindet; 2. die von den Leitstrahlen in gleichen 
Zeiten beschriebenen Plächenräume sind einander gleich; 3. die Qua- 
drate der Umlaufszeiten verhalten sich wie die dritten Potenzen der 
mittleren Entfernung von der Sonne. 

Newton hat nun diese Gesetze auf eine einheitliche Ursache zurück- 
geführt und sie dadurch erklärt (1685). Wie bei den Erscheinungen 
der krummlinigen Bewegungen auf der Erde, so muss auch bei den 
Planetenbewegungen eine Centripetalkraft, beziehungsweise eine Cen- 
tralkraft vorhanden sein, und Newton erkannte die letztere als eine 
Fallbeschleunigung der Planeten gegen die Sonne. Mit Hilfe des 
Gesetzes für die Fliehkraft, welche der Centripetalkraft gleich sein 
muss, und mittelst des dritten Kepler'schen Gesetzes fand Newton 
das nach ihm benannte Gravitationsgesetz. In erster Annäherung 
nahm er eine Planetenbahn kreisförmig an^), für diese ist die Centri- 



1) Newton's Ableitg. des Gesetzes mit Rücksicht auf ellipt. Bahnen siehe in 
VioUe's Lehrb. d. Pb. I. Vgl. auch: G. Helm, Arch. f. Math. u. Ph. 1879, S. 326, 
ferner Martus' astron. Gg. u. a. 
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petalkraft^ wenn v die Geschwindigkeit, r der Kreisbalbmesser und t 
die ümlaufszeit bedeuten, 

ji -=- -— fifi . — — 

r *' 

und nach dem 3. Gesetz Kepler's ist 

-^ SB A; const. , 

fr 



daher wird 






Die Kraft, welche den Planeten gegen die Sonne bewegt, ist daher 
der Masse des Planeten direct und dem Quadrate seiner Entfernung 
von der Sonne umgekehrt proportional. Thatsächlich genügt diese 
Kraft zur Erklärung der mechanischen Himmelserscheinungen. 

Gestützt auf sein Kraftgesetz stellte Newton zunächst die Hypo- 
these auf, dass ganz allgemein zwei Massen m^ und m^ in ihrer 
Verbindungsgeraden anziehende Kräfte auf einander ausüben in der 
Stärke 

Je ist die Gravitationsconstante, deren Dimension = M~^ • L^ • T~^ 
ist. 1c • mjr'^ ist nach dem Newton'schen Kraftmasse {F = Ä-m) die 
Beschleunigung der Masse mg. 

Die allgemeine Giltigkeit des Gesetzes prüfte Newton, indem er 
die Mondbeschleunigung gegen die Erde mit der Fallbeschleunigung 
auf der Erdoberfläche verglich. Er setzte voraus, dass der Mond um 
die Erde in gleichförmiger Bewegung einen Kreis beschreibe und dass 
die Geschwindigkeit = 1050 m und der Halbmesser des Kreises dem 
60-fachen Erdhalbmesser, also == 60 X 6 360 000 m seien. Damach 
erhielt er die Beschleunigung in der Grösse 1050V60 .6360000 = 0-0028. 
Der Betrag ist ungefähr der 60^ oder 3600ste Theil der Beschleuni- 
gung der Schwere auf der Erde Ä = 9*81 m. Das Resultat bestätigt 
die Annahme, dass der Mond, dem Newton'schen Gesetze entsprechend, 
gegen die Erde falle. 

Nach so erwiesener Giltigkeit des Gesetzes im ganzen Sonnen- 
systeme wird das Gesetz als ein allgemeines Naturgesetz anerkannt 
und mit dem Namen „Newton'sches Gravitationsgesetz'' bezeichnet. 
Das Gesetz ist lediglich der Ausdruck von Thatsachen; es ist frei 
von jeder Hypothese. Newton selbst hielt es noch für erklärungs- 
bedürftig. Roger Cotes und die übrigen Schüler und Anhänger 
Newton's betrachteten es aber als ein Elementargesetz und erklärten 
die Gravitation als unvermittelte Ferne Wirkung, und diese als 
eine Eigenschaft der Materie. Trotz gewichtiger Einwendungen seitens 
der Anhänger des Cartesius, welche die neue Eigenschaft des Stoffes 
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für unbegreiflich hielten und die Fernewirkung durch Vermittelung 
des Weltäthers zu erklären suchten, gelangte dennoch jene Lehre zu 
allgemeiner Annahme. 

§ 16. . Centralbewegung. Fortsetzung. Es sollen nun mit Hilfe 
des Newton^schen Gravitationsgesetzes und des Energieprincipes die 
Kepler'schen Gesetze abgeleitet werden. 

Das Flächengesetz folgt ohne weiteres aus der Kraftrich- 
tung und der hierdurch bestimmten Lage der Niveaufläche. Ein 
zahlenmässig bestimmtes Kraftgesetz ist nicht erforderlich ^). In Fig. 8 
gebe die krumme Linie ein Stück der Bahn an, welche ein Himmels- 
körper unter der Einwirkung einer 
Centralkraft, deren Convergenz- 
punkt sei, beschreibe. Zwei auf 
einander folgende Elemente der 
Bahn werden beziehungsweise mit 
den Geschwindigkeiten v^ und v^ zu- 
rückgelegt. Im Punkte Ä grenzen 
die Bahnelemente aneinander; die 
Richtung der Centralkraft in diesem 
Punkte wird von dem Leitstrahle r 
angegeben. Zur Kraffcrichtung normal liegt die Niveaufläche NN, 
in deren Richtung die Bewegung gleichförmig ist, weil in ihr keine 
Kraft wirkt. Sind die Neigungswinkel von v^ und t^g zur Niveau- 
fläche bez. gleich a^ und «g, so gilt für die Geschwindigkeitscom- 
ponenten in der Richtung NN die Gleichung 

Vy^ • cos a^ = v^' cos «2 . 

Die Winkel a werden auch von dem Leitstrahle r mit den Perpen- 
dikeln p gebildet, welche vom Centralpunkte auf die Richtungen 
von V gefällt werden; somit können die Werte cos a durch die ent- 
sprechenden Quotienten p/r ersetzt werden, und man erhält 

^i-T = ^2'y oder v^^ - p^ = v^ - p^, 

den mathematischen Ausdruck für das zweite Kepler 'sehe Gesetz: 
das Product vp gibt die sogenannte Flächengeschwindigkeit an, 
und die Gleichung lehrt die Constanz dieser Geschwindigkeit von 
Element zu Element der Bahn. 

Das Gesetz folgt auch unmittelbar aus der Eigenschaft des Ge- 
schwindigkeitsparallelogrammes, das man aus Vj^ als Seite und Vg als 
Diagonale construieren kann, wenn man auf die Geschwindigkeiten 
den Satz von den Kraftmomenten in Bezug auf den Punkt ent- 

1) Vgl. meine Abhdlg. über das Energieprincip in d. Zeitsch. f. phys. u. 
ehem. ünterr. Berlin. 11. 1888. S. 71. 



60 I- Bewegung der festen Körper. [§ 16. 

sprechend anwendet. Das Moment der Diagonalgrösse ist stets gleich 
der Summe der Momente der Seitengrössen; da hier der Punkt in 
der zweiten Seite des Parallelogrammes liegt^ so ist deren Moment 
gleich Null, und man erhält ohne weiteres für die beiden anderen 
Momente die vorstehende Gleichung^). 

Das erste Kepler 'sehe Gesetz über die Form der Bahn erhält 
man analog wie die Flugbahn eines geworfenen Körpei-s. Wir be- 
nützen zunächst die Gleichung für den unveränderlichen Energiewert 
und das zweite Kepler'sche Gesetz. Da die potentielle Energie des 
Planeten nicht bekannt ist, so gehen wir von der Äquivalenz der 
Arbeit und lebendigen Kraft, bezogen auf ein beliebiges Bahnelement 
aus. Wenn der Leitstrahl r„_i übergeht in r« und die Geschwindig- 
keit von Vn—i in v„, dann ist das Aquivalenzgesetz 

— ^,— (rn-i — r„) = Y m . v«* — y m . t;«_j. 
Setzt man r^ = r„ • r„_i, so folgt 

Die Summierung der Seiten dieser Gleichung zu dem Zwecke, um 
einen Ausdruck für einen endlichen Weg zu erhalten, ist unschwer 
elementar auszuführen. Die linke Seite ergibt für die Arbeit bei 
Bewegung der Masseneinheit aus der Entfernung r^ bis r, wie man 
sich leicht durch Aufschreiben einiger Glieder der Summe überzeugt, 
die Summe k M • (1/r — l/^o)- Dßnk't man sich die Bewegung aus 
unendlicher Feme her, also ^^ = 00, so folgt für Je • M/r die Bedeu- 
tung der Arbeit bei der Bewegung aus dem Unendlichen. Dieser 
Arbeitswert, negativ genommen, heisst auch das Potential von M 
an dem Orte in der Entfernung r; derselbe findet sich vor der Be- 
wegung als potentielle Energie des Systems vor. Das Potential 
als Kräftefunction wurde von Lagrange (1777) in die mathematische 
Behandlung der Schwerkraft eingeführt; der Name rührt von Gauss 
her (1840). Nach dieser Bemerkung gestattet die vorstehende Glei- 
chung den Übergang zum ganzen Energiewerte. Die Gleichung lässt 
sich nämlich in der Form schreiben 

5- • ^« — -s- • ^ 1 = const. 

n n — 1 

Ist die potentielle Energie des aus dem Centralkörper und dem Pla- 
neten bestehenden Systemes, wenn beide Körper unendlich weit von 
einander entfernt sind, gleich Wq, so erhält man die gesammte Energie 
für die Masseneinheit des Planeten in der Entfernung r, indem man 

1) Vgl. meine Abhdlg. über das Energieprincip in der Dynamik. 1884. S. 26. 



§ 16.] I. Bewegung der festen Körper. 61 

den in der vorstehenden Gleichung gegebenen Wert von dem für Wq 
abzieht; also ist die Energie 

denn die potentielle Energie Wq wird durch die Annäherung um die 
Arbeit h • M/r vermindert, und ausserdem besitzt die Masseneinheit des 
Planeten die lebendige Kraft v^/2. Mit diesem constanten Energie- 
werte verbinden wir das Plächengesetz (nach Fig. 8) in der Form 

V ' p = V • r ' cos a = C. 

Durch Einsetzen des hieraus folgenden Wertes für v wird der con- 
stante Wert 

^w^w—w. = ^ ,^' , — ^^. 

Aus dem kleinen Dreieck (ÄBD) ergibt sich 

ttr a = — j— ^ind somit cos* a = tt-tt * 

Mit Hilfe dieses Wertes erhält man aus der Gleichung für ^W 



-t/ 2r*-JW 2'k'M'r 

V 0* "*" c* '" 



Der Gleichung wird durch die Polargleichung der Kegelschnittslinien 
genügt, nämlich durch die Form 

r = -« 

1 + « • cos 9 ' 

die sich auf den Brennpunkt als Coordinatenursprung bezieht, und in 
welcher q den halben Parameter und s die numerische Excentricität 
bedeuten. Man erhält daraus 

dr 



d<p = 



,y^.._,)+?r_x 



r 9. 

Durch Vergleich beider Werte für dq) folgen die Bedingungsgleichungen 

2.Z/W: €*— 1 j k-M 1 

die durch Elimination von q ergeben 

Die Bahn des Himmelskörpers ist demnach eine Kegelschnittslinie, 
deren numerische Excentricität b durch die vorstehenden Werte ge- 
geben ist. Dieselben charakterisieren zugleich den Kegelschnitt, je 

nachdem £ ^ 1 ; also je nachdem 
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12 r J <^ 

ist die Bahn eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse. 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung von Ä • Mjr als Arbeit, welche 
die Masseneinheit des Beweglichen aus wirkungsloser Feme bis in 
die Distanz r vom Centralkörper heranzuziehen oder aus dieser Distanz 
zu entfernen vermag, ergibt sich, dass der Himmelskörper eine un- 
geschlossene oder geschlossene Bahn um den Centralkörper beschreibt, 
je nachdem die bezeichnete Arbeit kleiner, gleich oder grösser als die 
lebendige Ejraft des Himmelskörpers in irgend einer Lage ist. Dieses 
Ergebnis lässt sich vom Standpunkte des Energieprincipes auch un- 
mittelbar einsehen. 

Ohne Hilfe von Differentialen erhält man die Beziehung zwischen 
Planetenbahnen und Kegelschnitten, wenn man den angegebenen 
Energiewert z/TT nach Püning (Poske's Zeitsch. IX. 1895: S. 27) 
unmittelbar mit folgender für die Ellipse (als allgemeiner Kegel- 
schnittslinie) giltigen Relation vergleicht: Denkt man den Punkt A 
(Fig. 8) mit beiden Brennpunkten einer Ellipse verbunden, so schliessen 
die Leitstrahlen r und (2a — r) den ^2« mit einander ein, weil 
die Curvennormale in A den Winkel der Leitstrahlen halbiert. Aus 
dem von den Leitstrahlen und 2e gebildeten Dreieck folgt 

4e2 = r^ + (2a — rf — 2r{2a — r) cos 2a 

= 4a« — 2r(2a — r)(l + cos 2«) 

= 4a« — 4r(2a — r) cos« a 
und 

r(2a — r) cos« a = fc«, 

wenn h die kleine Halbachse ist. Somit gilt die Bedingung 

r« — 2ar = r-« 

cos'a 

Aus der Gleichung für z/ W folgt 

kM C» 



r« + 



oder 

r 



JW 2 cos*«. z/TT 



1 ^ hM ' o/l , kM\ , 
-T-v^ 2 1— -v' Icos'a 

2 r \2 r / 

Durch Vergleich beider Bedingungsgleichungen für r folgen die Werte 
für die Halbachsen 

kM , C 



, ^kM ' T / JrM 



]/t;«- 



r w r 

Die Bedingungen, unter welchen diese Werte für eine elliptische, 
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parabolische oder hyperbolische Bahn entscheiden, sind diejenigen, 
welche bereits angegeben wurden. 

Für die Planeten unseres Sonnensystems gilt das Kennzeichen 
der Ellipsität, und es folgt für dieselben das erste Kepler 'sehe 
Gesetz. 

Nach P. Salcher kann man Versuche anstellen über die Bewegung 
der^Himmelskörper, indem man ein Eisenkügelchen in der Nähe eines 
kräftigen Magnetpoles nach einer Richtung in Bewegung versetzt. 
Die Versuche stützen sich auf den Umstand, dass das magnetische 
Wechselwirkungsgesetz mit dem Newton'schen Gravitationsgesetze 
übereinstimmt. Als Unterlage zu denselben ist eine mit Papier be- 
legte Glasplatte geeignet, und das Kügelchen kann man in einer 
kleinen Rinne von verschiedenen Höhen herab laufen lassen. 

Das dritte Gesetz ergibt sich aus dem ersten und zweiten wie 
folgt: Nach dem zweiten Gesetz ist die Flächengeschwindigkeit ge- 
geben durch die Gleichung C= ^^pv , Ist nun die Umlaufszeit des 
Planeten t und sind die grosse und kleine Halbachse der elliptischen 
Bahn beziehungsweise a und 6, so ist die Fläche der Ellipse, welche 
während eines Umlaufes vom Radiusvector beschrieben wird 

Danach ist für zwei verschiedene Punkte 

V = 7- und Vn = r " 

Führt man diese Werte in die obige dem Energiewerte W vorher- 
gehende Gleichung ein mit der Bedingung, dass die Anfangslage des 
Planeten im Perihel und eine zweite Lage im Aphel, also die beiden 
Stellungen des Planeten in den Endpunkten der grossen Axe gewählt 
werden, und bezeichnet mit e die lineare Excentricität, so erhält man: 

La + e a~eJ t* '[(a+e)« (a~e)«J' 

oder nach leichter Umformung und Substitution von a^ — e^ = 6^, 



t' = 



4«' 



a 



s 



kM 
das dritte Kepler'sche Gesetz. 

. Aufg. 1. Es ist aus dem Satze für die lebendige Kraft direct das 
Kriterium für die Art des Kegelschnittes einer Centralbewegung abzuleiten. 
(Aus dem genannten Satze folgt für zwei auf einander folgende und somit 
für zwei beliebige Bahnelemente die Beziehung 

Die letzte Seite kann nun auf die Sonnennähe oder Sonnenfeme des be- 
wegten Himmelskörpers bezogen und darnach das Kriterium des Kegel- 
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Schnittes ermittelt werden: Bei der Hyperbel ist für r^ = oo das Per- 
pendikel Pq endlich, daher die fragliche Differenz positiv; bei der Pa- 
rabel ist für Tq = oo auch Pq = c», die Differenz ist gleich Null; und 
für die Ellipse, bei welcher r und p stets endlich bleiben, erübrigt 
eine negative Differenz. [Vgl. meine Abhdlg. in Poske's Zeitsch. 1888.] 
Bei Benützung des Punktes in der Sonnennähe hat man in dem Aus- 
drucke (vq^/2 — k • -3f/rp) ein Glied mittelst des Fliehkraftgesetzes zu 
berechnen und den Wert für den Krümmungshalbmesser = r (l + f ) 
einzuführen. Man erhält als charakteristische Differenz (k'M/2r^(jB — l), 

die für eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse entscheidet, je nachdem f^l- 

[Vgl. hierzu die Abhdlg. v. E. Maiss „Die Bahnen bei Centralbewegungen" 
in d. Zeitsch. f. d. ßealschlw. Wien. 18. Jgg. S. 271 und meine Bemer- 
kungen dazu S. 402.]) 2. Es ist zu beweisen, dass für eine Planeten- 
bahn die charakteristische Differenz (v^/2 — k • M/r) = — k- M/2 a oder 
= — 27C^ • a^/t^ ist. (Man bilde die Differenz für den Scheitel, be- 
nütze das Flächengesetz VqPq = 2a • & • n/t und das Gesetz far die Um- 
laufszeit k ' M = 4:71^ * cr/i?. Die Behauptung folgt auch unmittelbar aus 
der vorstehenden Gleichung für die Halbachsen.) 3. Mit Hilfe des vor- 
stehenden Wertes für die charakteristische Differenz ist die lebendige 
Kraft des Planeten zu bestimmen. (72»* - v^ = k - M - m{l/r — l/2a).) 
4. Es soll der Abstand des Planeten Saturn von der Sonne in Erdhalb- 
messem berechnet werden. Die ümlaufszeit des Saturn beträgt 10 759 
Tage und die der Erde 365-26 Tage. — (9*5378 Erdhalbm.) 5. Die 
Umlaufszeit der Erde um die Sonne ist 365*26 Tage, ihre mittlere Ent- 
fernung von derselben 20 Mill. Meilen; wie gross ist die mittlere Ent- 
fernung der Venus von der Sonne, deren Umlaufszeit 224*72 Tage be- 
obachtet worden ist? — (14*5 Mill. Meilen.) 6. Wie gross ist die Be- 
schleunigung der Erde gegen einen fallenden Stein? {A • m/M^ 7. Die 
Erde vollendet ihren Umlauf um die Sonne in 365*26 Tagen; ihr mitt- 
lerer Abstand von der Sonne beträgt 23 340 Erdradien (zu 6370 km). 
Die volle Beschleunigung der Schwerkraft an der Erdoberfläche ist 9*8145 m. 
Wie gross ist dann unter der Voraussetzung, dass die Erdbahn kreisförmig 
ist, die von der Sonne auf die Erde und umgekehrt von der Erde auf die 
Sonne ausgeübte Beschleunigung, und wie gross ergibt sich hieraus die 
Sonnenmasse im Verhältnis zur Erdmasse? — (5*8936-10-^ 1*8017-10~^ m, 
327 120 Erdmassen.) 8. Die Erde bewegt sich in 365*26 Tagen um die 
Sonne, von welcher sie eine mittlere Entfernung von 23 340 Erdradien zu 
6370 km hat; der Mond bewegt sich in 27*322 Tagen um die Erde und 
hat von ihr die mittlere Entfernung 383 200 km. Wie vielmal so gross 
ist die Sonnenmasse als die Erdmasse, wenn beide Bahnen als kreisförmig 
betrachtet werden? — (326 780 Erdmassen.) 9. Die Umlaufszeit unseres 
Mondes beträgt 27*322 Tage, die des ersten Jupitermondes 1*769 Tage; 
die mittlere Entfernung der Monde von ihren Planeten sind 383 200 km, 
beziehungsweise 423 500 km. Wie verhält sich hiernach die Jupitermasse 
zur Erdmasse? — (322 : 1.) 10. Die Erde hat bei ihrer Bewegung um 
die Sonne eine Geschwindigkeit von 4*1 Meilen; wie gross müsste ihre 
Geschwindigkeit sein, damit ihre Bahn a) eine Parabel, b) ein Kreis 
würde? Die Beschleunigung auf der Sonne ist 27-9*808 m; der Mittel- 
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punkt der Erde ist vom Mittelpunkte der Sonne 20 Mill. Meilen a 7420 m 
entfernt oder 211 mal weiter entfernt als ein Punkt der Sonnenoberfläche. 
— (a) i; = -|/[2. 20- 10^- 9-81 -27/2112 -7420] = 5-7 Meilen, b) 4 Meilen.) 
U. Das Aphel des Encke'schen Kometen ist gleich 40 Mill. Meilen, das 
Perihel 3 Mill. Meilen; wie gross ist die Geschwindigkeit im Aphel, wenn 
die im Perihel 12 Meilen beträgt? — (09 Meilen.) 12. Die ümlaufszeiten 
von Neptun und Merkur sind 60177 und 88 Tage; wie weit ist der 
erstere von der Sonne entfernt, wenn die Entfernung des letzteren 8 Mill. 
Meilen beträgt? — (621 Mill. Meilen.) [Die Aufg. 5 und 6 sind von 
Fliedner und Krebs, 4 und 7 — 9 von Budde, 10 — 12 von Reis.] 

§ 17. Bewegungsenergie der Sonne und der Planeten. Massen- 
mittelpunkt. Newton schloss aus den krummlinigen Planetenbahnen 
auf eine von der Sonne ausgeübte Centralkraft. Umgekehrt macht 
auch die Existenz einer Centralkraft die Annahme einer krummlinigen 
Bewegung nothwendig, deren Fliehkraft die Centripetalkraft aufzu- 
heben vermag und es hindert, dass die wechselwirkenden Massen 
gegen einander stürzen. Da nach dem Gravitationsgesetze auch jeder 
Planet auf die Sonne anziehend wirkt, so ist der letztere Schluss 
auch auf die Sonne anwendbar; auch sie muss in Bezug auf jeden 
Planeten sich in einer krummlinigen Bahn bewegen, nachdem sie der 
Gravitation der Planeten widersteht. Ausser diesen Bewegungen der 
Sonne und Planeten findet noch eine andere Bewegung des ganzen 
Sonnensystems statt. Es ist nämlich aus der scheinbaren Gestaltver- 
änderung der Sternbilder nach langen Zeiträumen zu schliessen, dass 
es sich fortschreitend im Himmelsraume bewegt. Die wirklichen 
Bewegungen der Sonne und der Planeten setzen sich demnach aus 
mehreren Bewegungen zusammen, und es muss untersucht werden, in 
wieferne die einfachen Bewegungen einzeln betrachtet werden dürfen, 
und welchen Einfluss diese Bewegungen auf einander ausüben. 

In Fig. 9 sei m ein Massentheilchen, 
das einen Himmelskörper des betrachteten 
Sjstemes darstelle; w sei seine wirkliche 
Geschwindigkeit. Besitzt das System eine 
fortschreitende Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit Uy SO kommt u allen Massen- 
theilen des Systems als Geschwindigkeits- 
componente zu. Die andere Geschwindig- 
keitscomponente v entspricht der inneren " 
Bewegung des Systems. Aus dem Geschwin- 
digkeitsparallelogramme erhält man für 

t<;2 = 1^2 _|_ ^2 _|_ 2tf . t; . cos (uv) . 

Der Ausdruck gilt für jede einzelne Masse des Systems, und daher 
kann man für die ganze Bewegungsenergie setzen 

Januschke, Erhaltung der Energrie. 5 



Fig. 9. 




X 



X 



16 



66 * I. Bewegfung der festen Körper. [§17. 

^, Y *^^^ = ^ [y ^w* + Y ^^^ -}- m ' u ' V ' cos (u ' v)j 

= Y w^ • ^ m + ^ Y "fnv^ + w • ^, m , V - cos (wr) . 

Die Glieder mit u bestimmen den Zustand des Systems infolge der 
fortschreitenden Bewegung; jene mit v den inneren Bewegungs- 
zustand. Die zwei ersten Glieder der Gesammtenergie geben die 
lebendigen Kräfte der beiden Bewegungen an. Wir können dieselben 
als die Äquivalenz der Arbeiten äusserer und innerer Kräfte an- 
sehen. Das dritte Glied, das die Geschwindigkeiten u und v als Pac- 
toren enthält, muss verschwinden, wenn die äusseren und inneren 
Bewegungen, beziehungsweise die Arbeiten äusserer und innerer Kräfte 
von einander unabhängig sein soUen; denn es dürfen infolge einer 
Änderung von u die Glieder mit v nicht verändert werden und um- 
gekehrt, welcher Bedingung nur entsprochen wird, wenn das letzte 
Glied gleich Null ist. 

Die lebendige Kraft des Systems ist also, wenn für Um die 
ganze Masse M des Systems gesetzt wird. 



^l.fnw^=LMu^+^- 



mv 



2 



2 •"*' ' 

d. h. gleich der Summe der Energien der fortschreitenden und inneren 
Bewegungen. 

Die Bedingung für diese Zerlegbarkeit ist 

2Jm • V ' cos (uv) = . 

Für das Product aus der Masse in die Geschwindigkeit ist der Name 
„Bewegungsgrösse" gebräuchlich; m - v • cos (uv) ist somit die Be- 
wegungsgrösse der inneren Bewegung von m in der Richtung der 
fortschreitenden Bewegung. Die Summe aller dieser Bewegungsgrössen 
soll gleich Null sein. Diese Bedingung lässt sich noch in anderer 
Form darstellen. Wir drücken die Geschwindigkeit v • cos (uv) durch 
die Componente von w in der Richtung von u und durch u selbst 
aus. Damach geht die vorstehende Summe über in 

2Jm(w ' cos (WM?) — u) = 
oder in 

Um ' w • cos (uw) = 2Jm - u = M * u, 

d. h. die Summe der Bewegungsgrössen aller Massentheile in der 
Richtung der fortschreitenden Bewegung muss gleich sein der Be- 
wegungsgrösse der fortschreitenden Bewegung der ganzen Masse, die 
man sich in einem Punkte vereint denken kann. Dieser Punkt, dessen 
Bewegung die fortschreitende oder äussere Bewegung des Körpers 
darstellt, heisst Massenmittelpunkt. Seine Lage im Massensystem 
lässt sich nach der vorstehenden Gleichung ermitteln, wenn wir von 
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jedem Massentheilchen die Bewegung in der X- Richtung ausgeführt 
denken; wir setzen für die Geschwindigkeiten w • cos (uw) = dx/dt 
und für u = dX/dt und erhalten 

^^.'2nidx = l-M.dX 

oder 

Zlm ' X = MX. 

Eine Constante ist weiter nicht hinzuzufügen; denn denken wir alle 
Massentheile m im Massenmittelpunkt zu M vereint, so besteht die 
linke Seite der Gleichung nur aus einem Gliede und nimmt ohne 
weiteres die Form der rechten Seite an. Die Gleichung genügt voll- 
kommen dem Satze von den Bewegungsgrössen. Denkt man sich 
von demselben Systeme fortschreitende Bewegungen in den Richtungen 
der Y' und Z- Achse des Coordinatensjstemes ausgeführt, so kann 
man noch zwei weitere analoge Gleichungen wie die vorstehende auf- 
stellen und erhält zur Bestimmung des Massenmittelpunktes die drei 
Gleichungen 

M'X= Um-x, 3IY=2:myj M- Z== Smz. 

Zusammengefasst, lauten die Gleichungen in Worten: Das Product 
aus der Masse eines Systemes und dem normalen Abstände des Massen- 
mittelpunktes von einer Ebene ist gleich der Summe der Producte 
aus den einzelnen Massentheilen in ihre Normalabstände von derselben 
Ebene. 

Solange der Massenmittelpunkt in Ruhe ist, muss auch das 
ganze System als ruhend betrachtet werden; die indessen vor sich 
gehenden Bewegungen zählen zu den inneren Bewegungen des 
Systems. Die Bewegung des Massenmittelpunktes, in dem man sich 
die ganze Masse des Systems vereint denken kann, repräsentiert die 
Bewegung des Massensystems nach aussen. Bei solcher Auffassung 
ist die Zerlegung der ganzen Bewegungsenergie in die Energie der 
inneren und in die Energie der fortschreitenden Bewegung 
gestattet. 

Aufg. 1. Wenn das Verhältnis der Sonnenmasse zur Erdmasse mjm^ 
(= 350 000) gegeben ist, in welchem Verhältnis wird die Entfernung der 
Mittelpunkte von Sonne und Erde (=20140 000 Meilen) durch den 
Massenmittelpunkt beider Körper getheilt, und wie weit liegt derselbe 
ungefähr vom Sonnenmittelpunkt entfernt? — (1:350 000, 57 Meilen.) 
2. In welcher Beziehung stehen die Bewegungsrichtungen des Planeten 
und der Sonne, wenn der Massenmittelpunkt als ruhend betrachtet wird? 
Welche Bahn beschreibt somit der Sonnemnittelpunkt? (Die beiden Be- 
wegungsrichtungen sind in jedem Augenblicke entgegengesetzt parallel, 
und der Sonnenmittelpunkt beschreibt eine verhältnismässig kleine, der 
Planetenbahn ähnliche Ellipse um den Massenmittelpunkt als Brennpunkt.) 
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3. Damit der von der Sonne zur Erde f&hrende Leitstrahl einen gewissen 
Winkel beschreibe, habe die Erde die Geschwindigkeit v, wenn die Sonne 
ruhend vorausgesetzt wird; welche Geschwindigkeit besitzt demnach die 
Erde thatsächlich, wenn sich die Sonne nach entgegengesetzter Richtung 
so bewegt, dass der Massenmittelpunkt des aus Sonne und Planeten be- 
stehenden Systems in Buhe bleibt? Wie gross ist die Geschwindigkeit 
der Sonne? Wie gross ist die lebendige Kraft der Erde und der Sonne 
zusammengenommen? — (Aus dem Satze für die Bewegungsgrössen der 
inneren Geschwindigkeiten, nämlich m^v^ — wigVg = folgt für die Erde 
v^ = V ' m^ /(Wj + wig) , für die Sonne v^ = v • m^/{m^ -\- m^ und für 
die lebendige Kraft =^ m^m^v^/2{m^-\' m^^ 4t. Welchen Wert erhält 
die nach dem zweiten Kepler'schen Gesetze berechnete halbe grosse Achse 
einer Planetenbahn, wenn die Bewegung der Sonne der vorhergehenden 
Aufgabe entsprechend berücksichtigt wird? — (Für den Endpunkt der 
kleinen Achse h gibt das zweite Kepler' sehe Gesetz Vii? • t' = a • & • »r/f, 
hierin ist j? = 5, folglich a = v ' t/^it , Mit Rücksicht auf die Sonnen- 
bewegung ist v^ für V zu setzen, daher wird a = V'm^ • t/2'x{m^-\'m^?j 

5. Wie gross ist die relative Beschleunigung eines Planeten gegen die 
Sonne, und welchen Wert gewinnt damit die lebendige Kraft des Planeten? 
Welches ist die ganze mechanische Energie von Sonne und Planeten? — 
(Die Beschleunigung ist Qcmjt^ -(- hrn^/r^ = h{m^ + m^/r^. Durch Ein- 
führung derselben in Aufg. 3 § 16 erhält man für die lebendige Kraft 
y^v^ :=lc{m^'\- m^{\/r — l/2a). Mit Hilfe dieses Wertes folgt nach 
vorstehender Aufgabe 3 für die lebendige Kraft der Sonne und des Planeten 
hm^m^{\/r — l/2a) und die gesammte Energie W=Wq — km^mj2a^)) 

6. Aus einem Geschütze von der Gesammtmasse M wird ein Geschoss 
von der Masse m mit der Geschwindigkeit u abgefeuert; mit welcher 
Geschwindigkeit vollführt das Geschütz seinen Rücklauf ohne Rücksicht 
auf die Reibung? — (mu/31.) 7. Welches ist der Erfolg, wenn ein 
äusseres Hindernis den Rücklauf der Kanone in der vorhergehenden Auf- 
gabe hemmt? — (Eine Verschiebung des Massenmittelpunktes in der Rich- 
tung der äusseren Kraft.) 8. Um einen Kahn von der Masse m mit der 
Geschwindigkeit u vorwärts zu bewegen, welche Wassermasse muss mit 
der Geschwindigkeit U durch die Ruder bewegt werden? — (mu/U,) 
9. Wie erklärt man die Fortbewegung einer Locomotive, die selbstthätige 
Fortbewegung eines Menschen auf der Erde, das selbstthätige Schwingen 
eines Turners an einer Stange oder in einer Schaukel? — (Durch Mit- 
wirkung der Bewegungshindemisse als äusserer Kräfte, in deren Richtung 
die Bewegung erfolgt.) 10. Zwei Massen m^ und m^ bewegen sich be- 
ziehungsweise mit den Geschwindigkeiten v^ und v^ nach derselben Rich- 
tung hin ; welches ist die auch durch den Zusammenstoss nicht zu ändernde 
Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes? — (Die gesuchte Geschwindig- 
keit V ergibt sich aus m^{V — v^) — ^^(t^g — F) = 0. Es ist 

Dies ist zugleich die gemeinsame Geschwindigkeit zweier unelastischen 



1) Vgl. A. Schülke's Aufsatz über das Potential in der Zeitsch. für phys. 
u. ehem. Unterr. V. S. 293 ff. 



§ 17 — 18.] I. Bewegung der festen Körper. 69 

Körper nach dem Stoss.) U. Wo liegt der Massenmittelpunkt einer Kugel, 
eines homogenen Cy linders, eines prismatischen Körpers? 

§ 18. Potential eines Massensystems. Satz von Gauss. Bei der 
bisherigen Betrachtung der Erscheinungen wurden die bewegten Körper 
als kleine Kugeln oder materielle Punkte gedacht, deren Dimensionen 
gegenüber den anderen Rechnungsgrössen zu vernachlässigen waren. 
Diese Voraussetzung triflFt aber weder bei den schweren irdischen 
Körpern noch bei den Himmelskörpern zu. Es muss deshalb noch 
nachgewiesen werden, dass dessen ungeachtet die gewonnenen Resul- 
tate richtig bleiben. 

Der Beweis hat zu zeigen, dass die Kräfte, welche auf die ein- 
zelnen Körper wirken, stets durch eine Resultierende ersetzt werden 
können, deren Angriffspunkt bei festen Körpern alle Theile folgen 
müssen. Das Studium der fortschreitenden Bewegung kann sich als- 
dann auf die Betrachtung der Bewegung des Angriffspunktes der 
Resultierenden beschränken. 

Die gestellte Aufgabe ist elementar leicht lösbar mit Hilfe des 
Satzes von Gauss über den Plächendruck oder über die sogenannte 
Kraftströmung. 

Zur Gewinnung desselben berechnen wir die normale Kraft Fj 
welche von einer Masse m auf eine Fläche 8 (Fig. 10) ausgeübt wird, 
wenn die Fläche auf jeder Einheit 
mit der Masseneinheit gleichförmig ^g- lo. 

belegt gedacht wird. 

Die Kraft von m auf ein 
Flächenelement dS in der Ver- 
bindungsrichtung rvaihm- dS/r^j 
und daher der normale Flächen- 
druck, wenn f die Kraft auf die 

Masseneinheit bedeutet, 

y. t ci Je * m • dS 

f ' db ^= j cos a, 

dS • cos a kann als die Projection von dS auf eine um m mit 
dem Halbmesser r geschlagene Kugel aufgefasst werden; dann ist 
dS'C08a/r^=:dc3 die Centralprojection auf einer concentrischen Kugel 
vom Radius Eins. Durch Einführung des letzten Wertes erhält man 

f-dS=^k'm'd(D und F= jf- dS = 1c - m 'Jd(o . 

Man nennt diesen Zug auf die Fläche auch Kraft Strömung oder 
Kraftfluss^). Er ist bestimmt durch das Product aus der wirkenden 
Masse in den Raumwinkel, unter welchem die in Betracht kommende 

1) Mascart u. Joubert: Lehrb. d. Elektr. u. d. Magn. Deutsch v. Levy. 
J. G. Wallentin: Einführung in die moderne Elektricitätslehre. S. 39. 
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Fläche von m aus erscheint. Der Satz rührt von Oauss her (1813). 
Die Summe fdcj lässt sich leicht bilden, wenn die Fläche S ge- 
schlossen ist; sie ist dann als Eugelfiäche vom Halbmesser Eins gleich 
4:7t y wenn m innerhalb S liegt, oder gleich Null, wenn w sich ausser- 
halb der geschlossenen Fläche befindet, weil im letzteren Falle ^ o 
aus zwei gleichen, übereinander liegenden Theilen besteht, die ent- 
gegengesetzt gerechnet werden müssen. 

Der Satz ist leicht auf mehrere Massentheile anzuwenden. Sind 
dieselben in einer Fläche eingeschlossen, so gilt für die Kraftströmung 
jedes Massentheiles der Ausdruck Je - 4:7t - m und daher für alle Massen- 
theile 



2ß 



f'dS = Jc'47t' ^ m ==k • 47t M, 



Mit Hilfe dieses Wertes kann unmittelbar die Kraft gewonnen werden, 
mit welcher eine Kugelschale oder eine Vollkugel auf eine ausser- 
halb liegende Masseneinheit wirkt ^). Die kugelförmige Masse sei 
JHf, und die Masseneinheit befinde sich in der Entfernung r vom 
Kugelmittelpunkte. Ist M seiner ganzen Ausdehnung nach homogen, 
so ist die Anziehung auf jede Masseneinheit in der Entfernung r die- 
selbe, d. h. die Kraftströmung auf eine Kugelfläche vom Radius r ist 
über die ganze Fläche constant. Bezeichnet man die Kraft auf die 
Masseneinheit mit /) dann ist die Kraftströmung für die gedachte 

Kugelfläche 

f . 4r^7t = Jc'47t' M. 

Und daraus ist die gesuchte Kraft 

f— ^^ 

d. h. eine homogene kugelförmige Masse (Hohlkugel oder Vollkugel) 
wirkt auf eine ausser ihr liegende Masseneinheit so, als ob die ganze 
Masse im Mittelpunkte vereint wäre. Bezüglich der Constanten Je ist 
zu bemerken, dass dieselbe gleich Eins gesetzt werden kann, wenn 
die Kraft im absoluten Masse nach Gauss gemessen wird. 

Hat die wirkende Masse M die Form einer Kugelschale, und 
befindet sich die Masseneinheit im Innern in der Entfernung r vom 
Kugelmittelpunkt, so ist auch jetzt die Kraftströmung in allen Ele- 
menten der Kugelfläche 4r^7t gleich gross; die Kraftströmung durch 
die ganze Fläche, welche von einem einzelnen Massentheilchen von M 
herrührt, ist aber gleich Null, weil jedes dieser Theilchen ausserhalb 
der Fläche 4r^7t liegt; daher ist auch die ganze Kraftströmung von 
M auf die Fläche 4r^7t gleich Null, d. h. auf eine Masseneinheit im 
Innern einer Kugelschale wirkt keine Kraft. 

1) Vgl. Poincare: Elektr. u. Optik. Deutsch von Jäger u. Gumlich. 
J. G. Wallentin a. a. 0. S. 44. 
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Befindet sich die angezogene Masseneinheit im Innern einer 
Vollkugel, so wirken die Schalen der Kugel, deren Radien grösser 
sind als die Entfernung der Masseneinheit vom Mittelpunkt, auf diese 
nicht ein; es kommt nur die Wirkung der übrigen Vollkugel in 
Betracht, deren Masse man sich im Mittelpunkte vereint denken kann. 

Mit den hiermit gewonnenen Sätzen ist nun die früher gemachte 
Annahme gerechtfertigt, dass kugelförmige Himmelskörper so wirken, 
als ob ihre Masse im Mittelpunkte vereint wäre. 

Auch das bereits (§ 16) in der Form — Mjr benützte Potential 
der Sonne ist richtig, wenn auch die Sonne nicht als Massenpunkt, 
sondern als kugelförmiger Köper betrachtet wird. Denn man erhält 
für jede kugelförmige Masse M. als Mass für das Potential die 
Arbeit, die eine unter der Einwirkung von M stehende- Masseneinheit 
aus einer bestimmten Entfernung r ins Unendliche oder umgekehrt 
zu führen vermag; und diese Arbeit ist, wenn jfcs= 1, 



P-ff.,r=/».är-^. 



X . QO 



Das Potential steht mit der potentiellen Energie in inniger Beziehung. 
Die Arbeit der Annäherung wird von der potentiellen Energie der in 
Betracht kommenden Massen geleistet. Ist diese Energie Wq, wenn 
sich die Massen in wirkungsloser Ferne befinden, so ist sie nach der 
Annäherung (wq — M/r), Da Wq eine bestimmte Grösse ist, so ist 
der mit der Entfernung veränderliche Wert M/r für den durch die 
potentielle Energie bedingten Zustand, in welchem sich die wirken- 
den Massen befinden, charakteristisch und darf daher als ein Mass 
dieses Zustandes angesehen werden. In diesem Sinne wird der be- 
rechnete Arbeitswert P mit dem Namen Potential bezeichnet. Der 
Ausdruck gilt, sowohl wenn die Masse M die Foi*m einer Vollkugel, 
als auch wenn sie die einer Kugelschale besitzt. 

Für den letzteren Fall soll noch die Arbeit berechnet werden, 
welche von der Gravitation geleistet wird, wenn sämmtliche Massen- 
theilchen von M aus unendlicher Entfernung bis auf die Kugelschale 
gebracht werden. Wird der Masse M die Masseneinheit zugeführt, 
so ist der Arbeitswert Jf/r; dem Massentheilchen dM entspricht 
somit die Arbeit M - dM/r . Durch Summierung erhält man den 
gesuchten Betrag 

2r ' 

derselbe gibt die durch die Annäherung der Massentheilchen von M 
in Arbeit verwandelte potentielle Energie an; er wird auch das 
Potential der Masse M auf sich selbst genannt. Die Betrach- 
tung der physikalischen Verhältnisse im „Kraftfelde" und die geo- 
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metrische Darstellung derselben nach Faraday lassen ein anschauliches 
Bild für den Potential wert gewinnen, das im nächsten Paragraphen 
gegeben werden soll. 

Aufg. 1. Eine Kugelschale habe den Halbmesser r und die Flächen- 
dichte ^5 welches ist die Differenz der Kräfte, die an einem Punkte der 
äusseren und an einem Punkte der inneren Fläche wirken? — (ind.) 
2. Welches ist der Potentialunterschied für die genannten beiden Punkte? 
— (Null.) 8. Mit welcher Kraft wirkt eine imbegrenzte Kreiscylinder- 
fläche vom Radius r und der Flächendichte d auf eine ausserhalb liegende 
Masseneinheit, die sich in der Entfernung x von der Cylinderachse be- 
findet? — (Die Kraft wirkt normal zur Cylinderfläche ; so kann man auch 
die ganze Wirkung der Cylinderfläche durch Kräfte herbeigeführt denken, 
die normal und gleichmässig vertheilt auf ihr wirken. Durch die ge- 
gebene Masseneinheit kann man eine concentrische Cylinderfläche vom 
Halbmesser x und beliebiger Höhe h legen; auf deren Mantel ist die 
Kraftströmung 2x7i -h-f'^ auf die Basen ist die Kraftströmung Null, 
weil die Kräfte parallel wirken. Daher gilt nach Gauss für den 
Hilfscylinder und die von ihm eingeschlossene Masse die Gleichung 
[jcx * h • f= 4% ' 2r7th • ^; daraus folgt f= 4r7r • d/x .) 4. Wie lässt 
sich das Resultat der vorhergehenden Aufgabe auf eine unendlich lange 
Gerade mit gleichförmiger Massenvertheilung beziehen, wenn man mit 8 
die Masse der Längeneinheit bezeichnet? — (Man setzt 2r7t ' 8 = ö' und 
erhält f = 2 8'/x .) 5. Mit welcher Kraft wirkt eine unbegrenzte Ebene 
von der Flächendichte 8 auf eine Masseneinheit in der normalen Ent- 
fernung X? — (Ähnlich wie in Aufg. 3. findet man nach Gauss f=27t8.) 

6. Welchen Wert hat das Potential eines kreisförmigen, unendlich langen 
hohlen Cylinders in einem äusseren Punkt, dessen Abstand von der Achse 
= X ist? Welche Formen nimmt der Wert an für einen Vollcylinder 
und für eine Gerade? — (Anknüpfend an Aufg. 3 erhält man für das 

Potental P =: 4r7t8Jdx/x = 4tr7t8 log x^^/x^) und mittelst zweier zu- 
sammengehöriger Werte P^ und rcj das Resultat P= P^ -^- 4r7r • d log x^/x .) 

7. Es ist das Potential einer Kreisscheibe für Punkte der Normalen im 
Mittelpunkte zu berechnen. Wie gross ist das Potential, wenn die nor- 
male Entfernung x negativ wird, und welche Änderung erfährt das Po- 
tential beim Durchgang durch die Scheibe? — (Für einen Kreisring vom 
Radius r ist in einem Punkte in der Entfernung l das Potential 



1) Behufs elementarer Summierung der Werte co = Jx/x kann man setzen 
Jx = x^ — iCj und x = y, (aJi + ä,) . Man erhält dann 

o^J^i = (1 + o>/2)/(l - a)/2) = (1 + 0)) . 
Bildet man die analogen Gleichungen für je zwei aufeinander folgende Werte 
von X und multipliciert'die erhaltenen n Gleichungen, so folgt 

und wenn n'(o=^w gesetzt und logarithmiert wird, 

log (x^^Jx^) = w log (1 -+- (ö)^/«' = w , 

indem lim (1 + (of^"^ = 2-718281 • • • für lim co = . 
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2r7C ' dr ' d/l = 27td • dl^ da rdr = Idl-^ demnach folgt für die Kreis- 
scheibe 27td(J — x). Vgl. A. Miller's Aufs, über d. elektr. Potential in d. 
Blatt, f. d. Bayerische Rlschlw. 1890.) 8. Es ist das Potential einer 
Vollkugel vom Badius B auf sich selbst zu berechnen. — (Das einfache 
Potential für einen inneren Punkt in der Entfernung x setzt sich zu- 
sammen aus dem Potential der Vollkugel %7tü(^d/x und aus dem Potential 

R 

der Hohlkugel /4r*7r • 6 • dr/r-^ man erhält 27td(R^ — x^/3\ bezogen auf 

die Masseneinheit. Berechnet man den Betrag für die Schale 4:X^7t'S'dx^ 
summiert über die ganze Kugelmasse M und dividiert durch 2, so erhält 
man SM^/bR.) 9. Welche Arbeit hat die Schwerkraft bei der Bildung 
der Erde geleistet, wenn das Gewicht der Erde ungefähr §=6 -10^* kg 
und der Halbmesser der Erde JR = 6370 km sind? 

(W=Sk' M^bB = 3 • a Jß • M/5 = 3 • § .K/5 = 23 • 10^ kgm.) 

10. Welche Arbeit hat die Gravitation der Sonne bei deren Bildung ge- 
leistet, wenn der Halbmesser B = 95 000 • 7500 m, die Dichte ^=1-38 
und die Beschleunigung auf der Sonne das 2 8 '3 -fache der Schwere- 
beschleunigung auf der Erde sind? 

(TF== STcMy5B = 3 • 283 U- 4 Jß^Tr • 1*38 • 1000/3 • 5 = 253 • 10^« kgm.) 

§ 19. Kraftfeld. Niveanfläclieii. EraftHnien. Die Vertheilung 
der Massenwirkung im Räume lässt sich mit Hilfe der von Faraday 
eingeführten Niveauflächen und Kraftlinien übersichtlich und 
geometrisch anschaulich darstellen.. Wir betrachten zunächst eine 
Masse m, die auf einer Kugel- 
fläche gleichmässig vertheilt ^^^ ^^' 
ist, deren Mittelpunkt und 
deren Halbmesser gleich Eins 
sei. Das Potential P der- 
selben in der Entfernung r 
vom Mittelpunkte ist — m/r] 
dieser Wert ist für alle Punkte 
des Raumes derselbe, denen 
dasselbe r zukommt, also für 
alle Punkte einer Kugelfläche 
um mit dem Halbmesser r. 
Auf dieser Kugelfläche findet 
also keine Potentialänderung 
statt, und daher ist zu einer 
Bewegung auf derselben auch 
keine Arbeit erforderlich. Die 
Fläche heisst deshalb Fläche 

gleicher Arbeit, Äquipotentialfläche oder Niveaufläche. Der 
letztere Name rührt von den Flüssigkeitsoberflächen her, welche 
Flächen gleicher Arbeit in Bezug auf die Schwerkraft sind. Aus 
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der Constanz des Potentiales folgt auch, dass längs der Niveaufläche 
keine Kraftwirkung besteht; daher muss die Kraftrichtung zur 
Niveaufläche normal sein. Die Aufeinanderfolge der Niveauflächen, 
welche gleichen Potententialänderungen entsprechen, versinnlicht Fig. 11. 

In seien m = 18 Masseneinheiten. Die gezeichneten Niveau- 
flächen gehören zu den Potential werten 12, 11, 10, 9, 8, 7, 65 die 
Radien sind der Reihe nach 15, 1G3, 182, 2, 2-25, 257, 3. Die 
Vertheilung bietet ein deutliches Bild über die Abnahme der Kraft 
mit der Entfernung; denn die Kraft in einem Punkte ist gegeben 
durch das Verhältnis dP/dr^ sie ist also bei gleichbleibender Poten- 
tialdifferenz dP dem Abstände dr der Niveauflächen umgekehrt pro- 
portional. Je dichter die Flächen aufeinander folgen, desto stärker 
sind die Kräfte auf die Masseneinheiten. Die Verdichtung nimmt 
gegen m hin beständig zu. 

Würde ein Massentheilchen im Räume der Kraft von m über- 
lassen, so bewegte es sich normal zu den Niveauflächen gegen hin. 
Der Weg, den es beschriebe, heisst Kraftlinie. Es lässt sich von 
jedem Raumpunkte aus eine Kraftlinie construieren, indem man von 
Niveaufläche zu Niveaufläche normale Linienelemente verzeichnet. 
Ein von Kraftlinien durchsetzter Raum heisst Kraftfeld^). 

Begrenzt man auf der Kugelfläche, auf welcher die Masse m aus- 
gebreitet ist, ein Stück und zieht von den Punkten der Grenzlinie 
Kraftlinien, so setzen diese eine Kraftröhre zusammen; umschliesst 
eine solche Kraftröhre die Masseneinheit von m, so heisst sie eine 
Einheitsröhre. Die Anzahl der Einheitsröhren gibt den Wert der 
wirkenden Masse m. 

Innerhalb einer Kraftröhre ist die Kraftströmung im Felde von 
Niveaufläche zu Niveaufläche constant; denn betrachten wir die be- 
treffenden Stücke Äj und Äg von zwei Niveauflächen als die Basen 
einer geschlossenen Röhre und wenden auf diese den Gauss'schen 
Satz an, so folgt fi - S^ — /i} * ^2 = ^? ^®^^ ™ Innern des gedachten 
Raumes keine wirkende Masse vorhanden ist. Die Kraftströmungen 
/iÄj und /'gSg sind daher wirklich gleich. 

Es ist nun auch leicht zu zeigen, dass die Anzahl der Einheits- 
röhren, welche eine Fläche S treffen, ein Mass für die Kraftströmung 
der Fläche ist. Besitzt S die Flächendichte Eins, so ist die Kraft- 
strömung Sm/R^, wenn R die Entfernung OS ist. Denken wir für 
S die Kraftröhre construiert, so schneidet diese auf der Kugel vom 
Halbmesser Eins um m die Fläche S/R^ aus, und auf dieser stehen 
mS/AR^7i Einheitsröhren auf. Dieselben Einheitsröhren treffen auch S. 
Der Wert für die Kraftströmung und für die Anzahl der Einheits- 



1) Maxwell, Lehrb. d. El. S. 160. Deutsch von Weinstein; u. Maxwell, die 
-Elektr. in elementarer Behandlung. S. 47 ff. Deutsch von Grätz. 
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röhren sind daher proportional und- können bei entsprechender Wahl 
der Krafteinheit für einander gesetzt werden. 

Ausser der Richtung und Stärke der Kräfte kann auch noch die 
potentielle Energie des Kraftfeldes graphisch bestimmt werden. 
Es geschieht dies durch die Bildung von Zellen aus den Einheits- 
röhren und den auf einander folgenden Niveauflächen, die der Poten- 
tialdififerenz Eins entsprechen. Aus jeder Einheitsröhre werden so 
viele Zellen gebildet, als der Potentialwert eines Punktes einer ge- 
gebenen Hohlkugel m angibt, also F = m/r\ und alle m Einheits- 
röhren oder das ganze Kraftfeld um m zerfällt in m^/r Zellen. 
Der Ausdruck ist der doppelte Betrag der potentiellen Energie der 
Masse m der Hohlkugel oder des Potentials von m auf sich selbst. 

Auch die algebraische Form för die potentielle Energie lässt 
sich auf eine Summe von Energie werten zurückführen, die über das 
ganze Kraftfeld vertheilt gedacht werden können. Die Masse m einer 
sehr dünnen Hohlkugel vom Halbmesser r wirkt auf die Flächen- 
einheit mit dem Drucke (m/r^) - (m/Ar^ii) = p. Auf die Massen- 
einheit wirkt die Kraft f = m/r^^ die der Kraftströmung auf die 
Flächeneinheit dividiert durch An gleich ist. Zwischen f und p be- 
steht die Beziehung f^ = 47t - p. Mit Hilfe der Kraftströmung im 
Felde, beziehungsweise mittelst der Kräfte f und p^ die wir auch im 
Felde wirksam denken, lässt sich nun das Potential der Hohlkugel 
auf sich selbst schreiben: 

r 

Die Werte p und fj auf die Kugelmasse m bezogen, bedeuten be- 
ziehungsweise die Kräfte auf die Flächeneinheit und auf die 
Masseneinheit; da sie in der vorstehenden Summe auf den unend- 
lichen Raum des Kraftfeldes bezogen werden, so folgt, dass man sich 
dieselben auch im Kraftfelde fortgepflanzt denken kann, und zwar so, 
als ob in jedem Raum demente (4E^7t • dB) die Masse m vorhanden 

wäre. Die Arbeitselemente -rrp - dv oder ^r-f^ * dv stimmen , wie 

nachgewiesen werden wird, mit dem Arbeitswerte eines Flüssigkeits- 
gewichtes, eines Gases oder eines anderen elastischen Körpers überein, 
deren Volumen dv unter dem Drucke p steht. W. Ostwald nennt sie 
gelegentlich Raumenergie, speciell Volumenergie ^). Die ermittelten 
Energiewerte führen demnach zu dem Satze, dass die potentielle 
Energie der Volumenergie im Kraftfelde gleichkommt; sie leiten 
zu der Faraday-Maxweirschen Annahme hin, dass die potentielle 
Energie in einem Arbeitswerte des Kraftfeldes, in einem Zwangs - 

1) W. Ostwald: Lehrb. d. allg. Chem. II. Chem. Energie. S. 17 u. 31 ff. 
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zustande des betreffenden Baummediums ihren Grund habe (ygl. § 53b). 
Anhaltspunkte zur experimentellen Begründung dieser Anschauung 
bietet erst die Lehre von der Elektricität und Tom Magnetismus^ und 
soll deshalb hier darauf nicht näher eingegangen werden. Nur mag 
bemerkt werden, dass die vorstehenden Werte für W für eine be- 
liebige Massenyertheilung von m und daher ganz allgemeine Geltung 
haben ^). 

Sind ausser einer bisher betrachteten Masse m noch andere 
Massen vorhanden, so summieren sich für jeden Punkt des gemein- 
schaftlichen Kraftfeldes die Potentialwerte, und die Kräfte setzen sich 
zu Besultierenden zusammen. Die Niveauflächen und die Kraftlinien 
erhalten compliciertere Formen. 

Constructiv kann man einen ebenen Schnitt der Niveauflächen, 
der auch die Massenpunkte enthält, gewinnen, z. B. für zwei gegebene 
Massenpunkte m^ und m^, wenn man um jeden derselben die auf 
einander folgenden, kreisförmigen Niveauflächenschnitte, denen eine 
constante Potentialdifferenz entspricht, verzeichnet. Jedem Schnitt- 
punkte zweier Kreise kommt als Potentialwert die Summe der Poten- 
tiale der beiden sich schneidenden Kreise zu. Die Verbindung der 
Punkte mit gleichem Potential gibt die Schnittlinie mit einer Niveau- 
fläche. Die Kraftlinien sind zu den Niveauflächenschnitten normal 
zu verzeichnen. 

Wenn die Niveauflächen unter Umständen auch sehr complicierte 
Formen haben, so lässt sich im allgemeinen doch angeben, dass die 
höheren Potentialen entsprechenden Flächen stets den wirkenden 
Massen näher liegen, und dass niemals zwei verschiedene Niveau- 
flächen einander schneiden; denn sonst müssten einem Punkte im Felde 
mehrere Potential werte zukommen, und es müsste zur Überführung 
der Masseneinheit von diesem Punkte in's Unendliche unter denselben 
Umständen zweierlei Arbeit erforderlich sein, was unmöglich ist. 

Aufg. 1. Es seien zwei Massentheilchen von je 18 Masseneinheiten 
in der Entfernung von 4 cm gegeben. Man verzeichne einen ebenen 
Schnitt mit den Niveauflächen IS/r^ + IS/r^ = 9, 12, 15, 18. — (Man 
construiere zunächst für jeden Massenpunkt die Kreisschnitte mit den 
Niveauflächen, welche der Beihe nach den Potentialwerten 18/r == 2*5, 3, 
3*5, 4, ... 15 entsprechen.) 2. Es ist die potentielle Energie eines Feldes 
mit zwei kugelförmigen Massen m^ und Wg, deren Abstand B sei, mit 

Hilfe der Kraftströmung im Felde nach der Form ^ < f f^ - dv zu er- 
mitteln. — (Die Kraft f für jedes Volumelement im Felde ist die Resul- 
tierende der von den Massen m^ und Wg herrührenden Kräften /i = fn^/r^^ 



1) Über die bisherigen negativen Ergebnisse der Untersuchung der Frage 
nach der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation siehe S. Oppenheim, 
Progr. d. k. k. akad. Gym. in Wien. 1895. 
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und f^ = m^/r^. Durch Einführung dieser Werte und Summierung über 
den unendlichen Baum erhält man {m^/2r^ '\- m^/2r^ — m^m^/B). 
Vergl. die Ausführung der ähnl. Aufg. in der Elasticitätslehre und in der 
Elektrostatik.) 

§ 20. Gestalt der Erde. Wenn man von Bergen und Thälern 
absieht, so erscheint die Erde als eine runde, ebene Scheibe. So wird 
die Gestalt der Erde nach ihrem Scheine in den ältesten Berichten 
geschildert und nach der Lage des Ortes der Berichterstatter mit dem 
Meere in Verbindung gebracht. Homer beschreibt die Erde als eine 
ruhende Scheibe, die vom Okeanos umströmt werde. Thaies (650 
V. Chr.) hielt sie für eine auf Wasser schwimmende Scheibe, Anaxi- 
mander (550 v. Chr.) für einen schwimmenden Cylinder. 

Mit der Annahme einer Scheibe ist nicht erklärbar, dass der 
Horizont stets kreisförmig ist und umso grösser wird, je höher ein 
Beobachter seinen Standpunkt wählt, femer, dass hohe Gegenstände, 
denen man sich nähert, und heran segelnde Schiflfe zuerst in ihren 
obersten Theilen sichtbar werden, und dass dieselben Sterne für west- 
licher gelegene Orte später auf- und untergehen als für östlichere. 
Diese Beobachtuogen mussten schon frühzeitig gemacht werden und 
die Idee von der Kugelgestalt der Erde anregen. In der That er- 
klären schon Pythagoras, Eudoxus und Aristoteles die Erde für eine 
Kugel. Erathostenes (276 — 194 v. Chr.) und Ptolemäus beobachteten, 
dass bei Zurücklegung gleicher Strecken nach Norden der Polarstem 
um gleiche Höhen steigt, und sie schlössen daraus auf die Kugel- 
gestalt der Erde. Der erstere beobachtete femer zu Syene zur Zeit 
der Sommersonnenwende die Sonne, als sie gerade im Zenith stand, 
während sie zu Alexandrien zu derselben Zeit 1'^/^ vom Zenith ent- 
fernt war. Er schloss hieraus, dass die beiden Orte 1^/^ von einander 
entfernt seien; da diese Entfernung 5000 Stadien (ä 184*97 m) be- 
trug, so berechnete er die Länge von 360^ zu 44000 km und be- 
trachtete dieselbe als den Umfang der Erde. (Nach neueren Messungen 
beträgt die Länge eines Meridians 40003 km.) 

Weitere Beweise für die Kugelgestalt der Erde sind: Bei Reisen 
von Norden nach Süden steigen immer neue Sterne über den süd- 
lichen Hoizont auf, während die auf der Nordseite immer tiefer 
hinab sinken, ferner Erdumsegelungen, die runde Gestalt des Erd- 
schattens bei Mondfinsternissen, die Ergebnisse der geographischen 
Ortsbestimmung, geometrische Messungen und endlich der physika- 
lische Grund, dass die Erdoberfläche eine Niveaufläche der Schwer- 
kraft sein muss. Hiezu muss bemerkt werden, dass die runde Ge- 
stalt des Erdschattens auf dem Monde kein so beweiskräftiger Grund 
für die Kugelgestalt der Erde ist, als er gewöhnlich in geographischen 
Werken hingestellt wird; denn auch ebene Flächen werfen selbst bei 
geradliniger Begrenzung auf runde Körper runde Schatten; die häufige 
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Angabe, dass der Schatten kreisrund sei^ ist völlig falsch^ weil der 
Schattenkegel der kugelförmigen Erde mit dem kugelförmigen Monde 
eine Curve vierter Ordnung als Schnitt liefert, die nur in dem Augen- 
blicke, in welchem die Kegelachse durch den Mondmittelpunkt geht, 
in zwei Kreise zerfällt. 

Als Niveaufläche der Schwere ist die Erdoberfläche kugelförmig,' 
wenn der Massenmittelpunkt der Erde als Convergenzpunkt der resul- 
tierenden Schwerkraft betrachtet wird. Die Schwerkräfte wirken als- 
dann über der ganzen Erdoberfläche radial, und die Fläche, welche 
zu diesen Kraftlinien normal ist, ist nur die Kugelfläche. Wäre 
die Erdoberfläche keine Niveaufläche, so müssten infolge einer Com- 
ponente der Schwerkraft alle beweglichen Körper, wie z. B. das 
Wasser, sich solange bewegen, bis die Form der Niveaufläche erreicht 
wäre. Der angegebene physikalische Grund setzt einen Ruhezustand 
der Erde voraus. 

Anfg. 1. Wenn die Zenithdistanz des Polarsternes an einem Orte 
40^ beträgt, wie gross ist annähernd die geogr. Breite? — (öO^.) 2. Wie 
lang ist der Schatten einer h = 10 m hohen verticalen Stange am 
21. Juni mittags in einer geogr. Br. von q> = esVg^V Schiefe der Ekliptik 
£ = 23y2^. — (Itg {(p — «) = 10 m.) 3. Um wie viel Minuten hat ein 
Ort, der um 1^ westlicher liegt als ein anderer, später Mittag als dieser? 

— (Um 4 Min.) 4. Welchen unterschied zeigen die Uhren in London 
und Petersburg, wenn die geogr. Längen dieser Orte beziehungsweise 
17^ 34' 3" imd 47<* 58' 9" sind? 5. Unter welchen Höhenwinkeln er- 
scheint der Polarstern in Wien und in Berlin, wenn die geogr. Breiten 
dieser Orte 48<^ 12' 36" und 52^ 30' 17" sind? 6. Glaisher und Coxwell 
stiegen am 5. Sept. 1852 mit einem Luftballon bis zu einer üöhe von 
12 000 m; welchen Bogen auf der Erdkugel hätten sie übersehen können, 
wenn sie nicht das Bewusstsein verloren hätten? r = 6373 km. — (ß^^-) 
7. Wie hoch müsste man sich erheben, um ganz Europa zu überblicken? 

— (262-5 Meilen.) 8. Der Chimborazo ist 20 400 Fuss = 0*863 Meilen 
hoch ; in welcher Entfernung von seinem Fusse verschwindet dem Seefahrer 
die Bergspitze? r = 859 Meilen. — (38*5 Meilen.) (Reis.) 

§ 21. Achsendrehung der Erde. Nach dem geocentrischen Welt- 
systeme des Ptolemäus (um 140 n. Chr.) steht die Erde in der Mitte 
des Weltraumes ruhig, und das Himmelsgewölbe bewegt sich um eine 
durch die Erde gehende Weltachse. Vor Ptolemäus hatte bereits 
Aristarch aus Samos (279 v. Chr.) die Rotation der Erde angenommen. 
Diese Annahme wurde mit der Begründung des Copernicanischen 
Weltsystems zur Gewissheit. Beweise für die Achsendrehung der 
Erde sind: 1) Die grössere Wahrscheinlichkeit, dass sich die Erde 
iim ihre Achse dreht, als dass der Mond (Entfernung 50000 Meilen), 
die Sonne (Entfernung 20 Mill. Meilen) und die zahllosen übrigen 
Fixsterne (die Tausende von Lichtjahren weit entfernt sind), alle 
gleichzeitig sich täglich um die Erde, beziehungsweise um eine ge- 
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meinschaffcliche Weltachse drehten; für letztere Annahme besteht kein 
physikalischer Grund; 2) Newton's Fall versuche von hohen Thürmen 
oder in tiefen Schachten, die eine östliche Abweichung des fallenden 
Körpers von der verticalen Bichtung nachweisen (die gleichzeitig 
beobachtete geringe südliche Abweichung ist noch nicht unzweifel- 
haft erklärt); 3) der Foucault'sche Pendelversuch (1851), der zeigt, 
dass unter einem längere Zeit schwingenden Pendel der Erdboden 
sich dreht, und zwar proportional dem Sinus der geogr. Breite und 
der Zeit; 4) die Ablenkung der Südwinde gegen Osten und der Nord- 
winde gegen Westen hin; 5) die Fliehkraft, infolge deren die Schwer- 
kraft gegen den Äquator hin vermindert und die Erde an den Polen 
abgeplattet wird. 

Die Abplattung der Erde lässt sich mittelst des Energieprincipes 
in folgender Weise berechnen: Die Kugelfläche ist eine Niveau- 
fläche der Schwerkraft, und die Erde müsste die Form derselben 
annehmen und behalten, wenn sie in Ruhe wäre. Infolge der 
Achsendrehung wird aber eine Fliehkraft entwickelt, die sich 
mit der Schwerkraft zusammensetzen lässt; die Resultierende muss 
dann zur Oberfläche normal gerichtet sein, wenn ein dauernder Zu- 
stand bestehen soll, d. h. die Erde muss wieder eine Niveaufläche 
sein. Bei der Bewegung eines Körpers auf einer solchen Fläche 
wird keine Arbeit geleistet; dieser Umstand gestattet, die Grösse 
der Abplattung zu ermitteln. 

Für eine Masse m an irgend einem Orte der Erdoberfläche ist 
die Energie 

W=w ^ — |- Y mv^j 

w schliesst die potentielle Energie der Schwerkraft, wenn m unend- 
lich weit von der Erde entfernt ist, und die kinetische Energie der 
Erdrotation in sich; Mm/B ist das Potential in Bezug auf m an der 
Erdoberfläche und v die Rotationsgeschwindigkeit von m bei der 
Drehung um die Erdachse. Bei einer Verschiebung von m etwa 
längs eines Meridians ist die Energieänderung 

dW = dw + -^ dB '-\- mv'dv=0. 

Bei einer gedachten Bewegung von m gegen den Pol leistet die 
Schwerkraft die Arbeit Mm-dB/B^*^ wäre die Erde vollkommen kugel- 
förmig, dann wäre dB = und damit auch die Arbeit der Schwer- 
kraft gleich Null. 

In diesem Falle würde nur eine Änderang der lebendigen Kraft 
von m infolge der Erdrotation eintreten. Ein Massentheilchen, z. B. 
ein Wassertropfen in irgend einem Punkte eines Meridians, würde 
die Drehung in dem betreffenden Parallelkreise vollführen; es müsste 
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sich aber auch infolge der Fliehkraft längs des Meridianes gegen den 
Äquator hin beschleunigt bewegen. Das Verhalten des Massentheil- 
chens lässt sich mittelst einer kleinen Kugel^ die an einem rotierenden 
Reif verschiebbar ist, leicht versinnlichen. Das Theilchen m macht 
demnach zwei Bewegungen, die von der Rotation der Erde, beziehungs- 
weise von der Drehung des Centrifugalapparates herrühren. 

Die Zunahmen der lebendigen Kräfte beider Bewegungen sind 
einander gleich; denn ist bei einer kleinen Breitenverschiebung R-da 
die Änderung der lebendigen Kraft der Drehbewegung w • r' • dv\ so 
ist die ^ngs des Meridians entwickelte Kraft 

m • v' • dv'/B ' da = m - dv'ydt'^ 

daraus folgt die behauptete Beziehung m > v' - dv' =^ m ' v'' - dv'\ 
Hierbei sind v' und v" die Geschwindigkeiten beziehungsweise der 
Länge und der Breite nach. 

Bei der Bewegung eines Massentheilchens vom Pole zum Äquator 
wird daher auch in der Richtung des Meridians eine lebendige 
Kraft entwickelt, welche jener der Rotation an Grösse gleichkommt. 

Soll nun aber die Erde eine Niveaufläche sein, so muss diese 
kinetische Energie verschwinden. Sie wird thatsächlich durch die 
Schwerkraft vernichtet; denn da die Erde an den Polen abgeplattet 
ist, so findet während der angegebenen Bewegung längs des Meridians 
eine Hebung des Gewichtes von m und daher auch ein Verbrauch 
von lebendiger Kraft statt. Aus der Äquivalenz zwischen Arbeit und 
Energie entsteht nun die Gleichung 



^■^{w^-i)-Y 



mv^. 



Rp und R sind resp. die Erdradien für den Pol und den Äquator. 
Durch Einführung der Beschleunigung A = M/R^ = 9*832 m, 
JB = 6 378 000 m, der Umdrehungszeit der Erde ^ = 86 400 See. und 
V = 2R7c/t geht die Gleichung über in 



i2 •^•^^ = 
oder in 



Ö)-® + ^-o- 



Hieraus erhält man für Rp/R die beiden Werte 0*00172 und 0-99828 
und für die Erdabplattung {1—Rp/R) = (R — Rp)/R dieselben 
Werte in umgekehrter Folge. Von beiden Werten kommt der kleinere 
= Yggi der Erdabplattung = Vsqq nahe. Diese wurde durch Grad- 
messungen, femer durch Bestimmung der Gewichtsänderungen mittelst 
des Pendels und durch die Störungsgrössen der Mondbewegung er- 
mittelt. Der Unterschied zwischen dem hier gewonnenen und in der 
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Natur gemessenen Werte rührt davon her, dass infolge der ungleichen 
Dichtigkeit der Erdmasse der Erdmittelpunkt nicht zugleich Conver- 
genzpunkt der Schwerkraft ist, und dass die festen Theile der Erde 
den Bedingungen der Niveaufläche sich nicht vollständig fügen und 
auch die flüssigen Theile beeinflussen^). 

Die Änderung der Schwerkraftintensität infolge der 
Achsendrehung der Erde ergibt sich leicht unter Vernachlässigung 
der Abplattung. Wenn eine Masse m längs einer lothrechten Strecke 
dB gehoben wird, so wird die Arbeit {Mm/B^)dR verbraucht und 
zufolge Änderung der Umdrehungsgeschwindigkeit die lebendige Kraft 
mv-dv gewonnen; die Energieänderung ist demnach 

dW= —^i- • dB — mv ' dv 

und die bewegende Kraft 

dW Mm dv 

ms^^^ — ^'^dB' 

Ist die geogr. Breite des Beobachtungsortes 9 und die Winkel- 
geschwindigkeit der Erdrotation co, so ist die Botationsgeschwindig- 
keit V ^=r ' CD = m ' B' cos 9 und die Kraft 

dW M'tn wv* 

"Tu = —^Di ü • cos w , 

die JR* JB • cos tp ^ 

Der Einfluss der Erdrotation macht sich demnach als eine Kraft 
geltend, welche die Schwere vermindert; nach der gewöhnlichen 
Anschauungsweise ist es die verticale Componente der Fliehkraft 
mv^/B ' cos (p der Drehbewegung, die in die Erscheinung tritt. 

Die Beschleunigung in der Richtung von B an einem Orte mit 
der geogr. Breite 9 lässt sich nun nach der vorstehenden Gleichung 
in der Form darstellen: 

Afp = A^Q — B (D^ ' cos^ (p 
oder 

A> = A + J^ßJ* • sin* (p = Aq{1-\-^ sin* 9) . 

Der angeführte specielle Wert 1/289 folgt aus den obigen Angaben für 
den Erdhalbmesser und die Umdrehungszeit und aus A^ = 9*781 m. 
Durch die Fliehkraft erfährt auch die Richtung der Schwere 
eine Ablenkung und zwar um den Winkel a gegen den Äquator hin. 
Um die bezügliche Richtung, welche etwa ein BJeiloth annehmen 
würde, zu erhalten, haben wir die Richtung der Resultierenden 
zwischen Schwerkraft und Fliehkraft oder direct die Richtung des 
grössten Energiegefälles zu ermitteln. Ein Element des resul- 
tierenden Weges sei eis; dann ist die Energieänderung längs ds 

1) Siehe Thomson u. Tait: Theoret. Phys. § 806 ff. Deutsch v. Helmholtz 

Januschke, Erhaltnng d^r Energie. 6 
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j^fjj. /Mm dB dv\ , 

und wenn m =^ 1 

= [Ä • -^ 3-) ^s r = Parallelkreisradins 

\ ds r dsJ 

= [Ä cos a — f' cos (a -(- 9)] ds ; 

f ist die Fliehkraftbeschleunigung. Der Wert in der eckigen Klammer 
bestimmt die resultierende Kraft, deren Richtung aus der Bedingung 
für das Maximum bei veränderlichem a folgt. Aus dW/da = er- 
hält man die Bedingungsgleichung 

A • aina = f ' 8in(a -\- (p) oder J[ : /" = sin (a + 9) : sin a . 

Dies ist der Sinussatz für das aus der Schwerkraft, der Fliehkraft 
und der Resultierenden gebildete Kräftedreieck. 

Die Construction des Kräftenparallelogrammes aus A und f führt 
zu den gleichen Resultaten. 

Aufg. 1. In welcher Zeit müsste die Erde ihre Achsendrehung aus- 
führen, wenn die Schwerkraft am Äquator durch die Fliehkraft auf- 
gehoben werden sollte? Der Äquatorhalbmesser sei 6370 km, die volle 
Beschleunigung der Schwere A^q = 9-8145 m. — (l^ 24°* 22^) 2. Wie 
stark wird die Anziehungskraft der Erde durch die Fliehkraft am Äquator 
vermindert? — (34 mm.) 3. Wie viel beträgt die Verminderung der 
Schwerkraft durch die Achsendrehung der Erde unter der geogr. Breite 
von 53^? — (34 cos* 53^ mm.) 4. In welcher Entfernung von der Erde 
wird ihre Schwerkraft durch die Fliehkraft aufgehoben? Kann die Atmo- 
sphäre über diese Höhe hinausreichen? — (5-629 i? = 35 860 km.) 5. Eine 
Meridiantangente beschreibt bei der Achsendrehung der Erde einen Kegel, 
dessen Achse mit der Erdachse zusanunenfäUt ; wie gross ist der Drehungs- 
winkel der Tangente, der einem Plächenelemente des Kegelmantels ent- 
spricht, wenn der Erdradius i2, die geogr. Breite (p und der kleine Drehungs- 
winkel der Erde = ist? — (0 • sin qp.) Wie gross ist die Summe jener 
Winkel nach s Stunden? — Erklärung des Poucault'schen Pendel Versuches, 
der Ablenkung der Winde und der Meeresströme. [Aufg. 1 ist v. Budde, 
2 — 4 von Müller-Erzbach.] 

' § 22. Ebbe und Flut. (Newton.) Die Kugelgestalt der Erde 
erfährt ausser durch die Abplattung an den Polen infolge der Achsen- 
drehung auch durch die Gravitation benachbarter Himmelskörper 
eine Veränderung. Die betreffende Erscheinung ist unter den Namen 
Ebbe und Flut bekannt. Sie macht sich besonders am Meere 
geltend, weil die Wassertheilchen den wirkenden Kräften leicht 
folgen können. Insofern dieses bei den festen Theilen der Erde nicht 
der Fall ist, kommt hier die Erscheinung auch nicht zur Geltung, 
ja sie erfährt dadurch auch am Meere eine Veränderung. 
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Fig. 12. 



Im Folgenden soll die Fluthöhe unter der Voraussetzung er- 
mittelt werden^ dass die Massentheilchen an der Erdoberfläche den 
wirksamen Kräften zu folgen imstande seien. 

Die ganze Erscheinung ist das Ergebnis von drei Kraftwirkungen. 
Ausser der Anziehung des Mondes oder der Sonne wirken noch die 
Schwerkraft und die Fliehkraft. Im Gleichgewichtszustande muss die 
Erdoberfläche eine Niveaufläche sein, d. h. die Verschiebung 
eines Massentheilchens auf der Erdoberfläche muss ohne Arbeits- 
leistung möglich sein. Diese Bedingung führt leicht zu einem Werte 
für die Fluthöhe i). 

In nebenstehender Figur 12 sei die im Mittelpunkte vereint zu 
denkende Erdmasse Jf, die Masse des Himmelskörpers (Mond- oder 
Sonnenmasse) m, femer E die Entfernung der beiden Körpermittel- 
punkte, ft ein Massentheilchen 
auf der Erdoberfläche, r und B 
dessen Abstände beziehungs- 
weise von den beiden Massen- 
mittelpunkten. Auf das Massen- 
theilchen wirken: die Schwer- 
kraft M • ft/r^, die Kraft des 
Himmelskörpers (Centralkraft) 
m ' ft/JR^ und ausserdem besitzt 
das Theilchen infolge der Cen- 
tralbewegung der Erde um den Himmelskörper eine Geschwindigkeit 
t; = jR • 03, wenn ft in der Bahnebene von M liegt und m die Winkel- 
geschwindigkeit der betreffenden Bewegung ist, die angenommen 
werden muss, um der Centralkraft das Gleichgewicht zu halten. 
Befindet sich der Himmelskörper m in der Ebene des Erdäquators, so 
ist auch fi ein Punkt im Äquator. Wäre /i ein Punkt des durch m 
gehenden Meridians, der normal ist zur Bahnebene von Jf, dann wäre 

V = H ' G) ' cos a . 

Für den ersten Fall lässt sich die Gravitationsenergie von ft in 
der Form darstellen 

Die Änderung dieses Wertes bei der Bewegung des Massentheilchens 
/i längs eines Aquatorquadranten von m hinweg setzt sich zusammen 
aus der positiven Arbeit der Schwerkraft, der negativen Arbeit der 
Gravitation des Himmelskörpers und aus dem Zuwa<5hs an lebendiger 
Kraft von ft zufolge der Drehung um m. Wegen der Erhaltung der 




1) Vgl. meine Schrift über das Energieprincip in der Dynamik (1884) und 
die Abhdlg. über die Berechn. d. Fluthöhe in Poske's Zeitsch. 1889. S. 292. 

6» 
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Energie muss die Änderung gleich Null sein^ daher besteht mit Bück- 
sicht auf die Werte Ton It und r die Bedingungsgleichang 

Hierin ist r^ — r = 6 die Erhebung der Erdoberfläche oder die 
Fluthöhe. Femer setzen wir folgende sehr nahe richtigen Werte ein: 

J^ l^_ --a 



-Ro -^ '0 



1 



1— — -i A 4- -^ -4- '^^-\ 

-u~ eV^ E '^ E^n 



_ = .L(i_JL.j:!_) 

i?^2 _jp^ (JE — r^y — iß^ + r*) = — 2Er^ + 2r6. 

Hiezu kommt noch die Gleichheit der Centralkraft m/J5* mit der 
Fliehkraft J^co*. Durch Einftlhrung dieser Werte geht die obige 
Bedingungsgleichung über in 

~r* E^ Y * i;8 

und die Pluthöhe wird 

3 • m -r* 3 -m-r* 



^ = 



^•^•^•t-5fi] ^-^H^-i-^] 



An der dem Himmelskörper zunächst liegenden Stelle wird die Erd- 
oberfläche um die Höhe 6 gegenüber dem um 90^ entfernten Orte 
gehoben. Diese Fluthöhe ist der Masse des störenden Himmels- 
körpers direct und der dritten Potenz der Entfernung desselben um- 
gekehrt proportional. 

Das zweite Glied in der Klammer des Nenners rührt her von 
der Verschiedenheit der Geschwindigkeiten, beziehungsweise der Flieh- 
kräfte an den verschiedenen Orten der Erdoberfläche. Bezeichnet 
man die Fluthöhe ohne Rücksicht auf diese Verschiedenheit mit 6^^ 
so ^»sst sich jenes Glied in der Form "i^JZr darstellen, die sofort 
auf dessen sehr geringen Wert schliessen lässt, da die Fluthöhe 6^ 
gegenüber dem Erdhalbmesser, wie bald berechnet werden soll, sehr 
klein ist. 

Führt man in der Gleichgewichtsbedingung die für den ent- 
ferntesten Punkt der Erdoberfläche vom Himmelskörper giltigen 
Grenzwerte ein, so erhält man denselben Ausdruck für die Fluthöhe; 
nur das eben erläuterte Glied, das von der Verschiedenheit der Flieh- 
kräfte bei der Centralbewegung herrührt, erscheint mit entgegen- 
gesetztem Zeichen; dies ändert aber nur unwesentlich die angegebene 
Fluthöhe 0. 
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Die speciellen Werte mit Bezug auf den Mond sind 

m/Jf= 1/81-5, r/E=\/&0 und r = 6377 400 m. 

Damach ist die Mondflut 0*54 m. Für die Sonne erhält man aus 
m/M = 340 000 , E/r = 23 300 die Fluthöhe = 026 m. 

Die Änderung infolge der verschiedenen Geschwindigkeiten der 
Massentheilchen bei der Drehung der Erde um den Himmelskörper 
beträgt bei der Mondflut 0'056 Milliontel und bei der Sonnenflut 
0027 Milliontel der angegebenen Fluthöhen ^). 

Bedeutender macht sich der Einfluss der Bewegungsverschiedenheit 
geltend, wenn man die Fluthöhe längs eines Meridianquadranten 
berechnet. Bei der Verschiebung eines Massentheilchens vom Äquator 
zum Pol nimmt die lebendige Kraft um Yj [E^ — {E — r^)^] oj^ zu. 
Durch Einführung dieses Betrages in die Gleichgewichtsbedingung 
folgt 

und 

2 • w- r* 



6 = 



Damach stellt sich die Mondflut auf 072 m und die Sonnenflut 
auf 0*35 m am Äquator gegenüber der Höhe der Niveaufläche an 
den Polen. 

§ 23. Dichte der Erde. Lebendige Kraft der Erde. Eine ältere 
Methode zur Bestimmung der Dichte der Erde rührt von Bouguer 
und La Condamine her; sie machten darauf aufinerksam, dass die 
Richtung des Lothes durch die Nähe eines Berges geändert werde. 
Maskelyne (1775 und 1778) benützte dann den Berg Shehallien in 
Schottland, der sich sowohl wegen seiner isolierten Lage, als auch 
wegen seiner Form und Zusammensetzung besonders gut eignet, zu 
genauen Messungen und leitete die Dichte der Erde nähe- 
rungsweise ab. Er fand auf der südlichen und auf der 
nördlichen Seite des Berges durch Vergleich der gemessenen 
Polhöhen mit den geographischen Breiten eine Abweichung 
des Lothes von der Verticalrichtung um 5*83". Die Rich- 
tung des Lothes ist die Richtung der Resultierenden zwischen 
der Schwerkraft und der Anziehungskraft des Berges, daher 

ist (Fig. 13) 

, kmk-M 

wenn m die Masse des Berges, r die Entfernung der Pendelmasse vom 
Bergmittelpunkte, M die Erdmasse und R den Erdhalbmesser bedeuten. 




1) Vgl. hierzu M. Koppe's Abhdlg. in der Zeitsch. für den phys. u. ehem. 
ünterr. Berlin. IL S. 199. (1889.) 
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Setzt man für die Massen Volumen und Dichten^ nämlich 

m = Frf und M=^^R^'jtD, 
so erhält man für die Dichte der Erde 

4k7cr li • tga 

Maskelyne fand ungefähr D = 5. 

Airy bestimmte (1856) die mittlere Dichte der Erde durch die 
Schwingungen eines Pendels an der Erdoberfläche und auf dem 
Boden eines tiefen Schachtes. Die Pendelschwingungen gestatten 
die Beschleunigung der Schwere zu ermitteln. Diese ist am 
Boden des Schachtes nur von dem inneren Erdkern abhängig, dessen 
Dichte D und dessen Radius r sei; an der Erdoberfläche ist sie ab- 
hängig von der ganzen Erde einschliesslich der oberen hohlkugel- 
formigen Schichte, deren Dicke h gleich der Tiefe des Schachtes, 
und deren Dichte d sei. Nach dem Newton'schen Gravitations- 
gesetze erhält man für die Beschleunigung am Grunde des Schachtes 

* 

und die Beschleunigung an der Erdoberfläche ist 

« - « • T * V^? ' 



4 






= X'Y^ [-D(r — 2ä) + 3 Ad] . 

Im letzten Werte wurden die höheren Potenzen von h/r vernachlässigt. 
Aus beiden Beschleunigungen folgt nun das Verhältnis der Dichten^): 

D 1 



d ^ 
3 



\ a/Sh 



Airy fand als mittlere Dichte der den Beobachtungsort umgebenden 
Erdschichte d = 2-75. Das Pendel einer Uhr war im Schachte in 
24 Stunden um 27^ Secunden vorausgeeilt. Es war also 

a/a'= 86 4002/86 402-252, 

femer r/h = 16 600. Darnach wird D = 6-57. 

Die Dichte des inneren Erdkernes 6*57 ist also bedeutend grösser 
als die Dichte 2-75 der Erdrinde. 



1) VioUe, Lehrb. d. Ph. Deutsche Ausgabe. I. S. 278. 
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Sehr genaue Messungen wurden noch von Cavendish (1797) 
mittelst der horizontalen Drehwage, welche unter die Einwirkung 
sehr grosser Massen gestellt wurde, ferner mittelst der Präcisions- 
doppelwage von Jolly (1877) und mittelst der verticalen Drehwage 
von Wilsing (1887) ausgeführt^). Nach den genauesten Methoden 
wurde die Dichte der Erde übereinstimmend zu 5'6 gefanden. 

Mit Hilfe der Grösse und der Dichte der Erde lässt sich das 
Gewicht derselben bestimmen. Wird der Erdhalbmesser zu 6370 km 
gerechnet, so ist der Inhalt der Erde 1082 647 • 10^® dm^, und die 
mittlere Dichte 5*6 ergibt das Gewicht von rund 6 Quadrillionen kg. 

Die lebendige Kraft der Bewegung der Erde um die Sonne 
ist darnach bei einer Geschwindigkeit von 30'42 km/sec. 

4- • 0-6 • 30420^ . 10^* = 277-6 • 10^ kgin . 

Die lebendige Kraft der Erdrotation kann in folgender 
Weise ermittelt werden: Alle Punkte in der Entfernung r von der 
Erdachse, die auf dem Cylindermantel 2r% • Ä liegen, haben dieselbe 
Geschwindigkeit r • gj, wenn co die Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. 
Ist die Gesammtheit der betreffenden Massentheilchen = dm^ so ist 
die lebendige Kraft der rotierenden Erde 

W = J Y^^^^ ' ^*^ "^ Y ^^ J^^ * ^^' 

Hierin heisst der Ausdruck fr^ • dm das Trägheitsmoment des 

Körpers in Bezug auf die Drehungsachse. Setzt man dafür den 
Wert Tj so erkennt man aus der Form der 
lebendigen Kraft Yg T - cj^ alsbald die physika- 
lische Bedeutung des Trägheitsmomentes als eine 
Masse, die in der Entfernung Eins von der 
Drehungsachse angebracht werden müsste, um 
dieselbe lebendige Kraft zu entwickeln, wie die 
Masse des rotierenden Körpers. 

Es ist nun das Trägheitsmoment der Erd- 
kugel zu berechnen. Zu diesem Zwecke be- 
stimmen wir dm. Der Cylinder von der Wand- 
dicke dr hat den Rauminhalt 2rz - h - dr und bei der Dichte D die 
Masse dm = 2r7t h D - dr. Nach Figur 14 ist 

r = B ' cos a und A = 2 • iJ • sin a . 

Demnach wird die gesuchte Energie^) 



Fig. 14. 




1) Reis, Lehrb. d. Ph. S. 760. 

2) Die zur Bereclinung erforderliche Summierung lässt sich nach folgender 
Form auch leicht elementar ausführen: 



gg I. Bewegung der fesien Körper. [§ 23—24. 






TT = - o^ • / 4« • 2) JB* • sin^ tp • cos' tp • rfg? 





n 

y 



= — 03* • 4;r • D iJ^ i »in* 9?(1 — sin* 9) • d sin 9 





2 



= ^. Jf.JJ*.©*. 

6 

Wenn nun die Geschwindigkeit i? • cd = 40 • 10V86 400 = 463 m ist, 
so ergibt sich für TT = 26 • 10*'^ ^gni. 

§ 24. Schwerpunkt. (Archimedes, 220 v. Chr.) Bei der bisherigen 
Betrachtung der Erscheinungen, welche durch die Schwerkraft hervor- 
gerufen werden, beim Fall nach abwärts, beim einfachen Pendel, beim 
Wurf u. a. wurden die Körper als materielle Punkte angenommen. 
Es muss jedoch auch hier ebenso wie bei den Himmelserscheinungen 
beachtet werden, dass alle Theilchen eines ausgedehnten Körpers der 
Wirkung der betreffenden Kraft unterworfen sind; es muss gezeigt 
werden, dass ein ausgezeichneter Punkt im Körper vorhanden ist, in 
dem man sich die ganze Masse des Körpers vereint denken kann, 
und dessen Verhalten för das Verhalten des ganzen Körpers mass- 
gebend ist. Dieser Punkt ist der Massenmittelpunkt; in Bezug 
auf die Schwerkraft heisst er Schwerpunkt. Zur näheren Be- 
stimmung desselben können die allgemeinen Betrachtungen des § 17 
unmittelbar auch hier geltend gemacht werden. Der Wichtigkeit und 
Deutlichkeit halber soll seine Lage und seine Bedeutung in einigen 
concreten Fällen direct aus dem Arbeitsgesetze ermittelt werden. 

Bei verticaler Hebung eines schweren Körpers muss das Gewicht 
jedes Massentheilchens (m • d) etwa um die gleiche Strecke dz ge- 
hoben werden. Die Arbeit der Hebung ist somit 






und 



fx*- . äx =2^ y {< + ^« • ^»-1 + < • ^— 1 + ^„ • *Li + *i-i) (^« - *«-i) 



■""■5"^^ (^n ^n — ij— 5 (^n~^oJ- 
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Fig. 15. 




rfTr= Um ' a- dz 
= dg ' 2Jm • a 
= dz * M ' a. 

Dem letzten Ausdrucke gemäss kann man statt der Summen der 
Gewichte der einzelnen Körpertheilclien ein einziges, resultierendes 
Gewicht setzen und dieses in einem Punkte angreifend denken. Der 
Angriffspunkt der resultierenden Schwerkraft ist der Schwerpunkt. 

Seine Lage im Körper lässt sich 
leicht durch Betrachtung einer Drehung 
um eine Achse *genau bestimmen. Zu 
diesem Zwecke sei Ä (Fig. 15) eine 
Drehungsachse, m irgend ein Massen- 
theilchen eines Körpers und z dessen 
Abstand von einer durch Ä gehenden 
horizontalen Ebene. Bei einer beliebig 
grossen Drehung von einer Anfangs- 
lage aus wird die Arbeit geleistet 

^W= 2Jm • a(zQ — z), 

Soll das im Schwerpunkte wirkende resultierende Gewicht dieselbe 
Arbeit leisten, so gilt auch für dieses derselbe Wert 

^Tr= Jf.a.(Zo — Z). 

Die Bedingung wird in jeder Lage des Körpers erfüllt, wenn zwischen 
den Massen M, m und den normalen Abständen Z, z stets die Be- 
ziehungsgleichung besteht 

M' Z= Um- z. 

Dieselbe Beziehung wurde auch für die Lage des Massenmittel- 
punktes im § 17 gewonnen. 

Man nennt das Product aus der Kraft m - a in den Normal- 
abstand z des Angriffspunktes von einer bestimmten Ebene das sta- 
tische Moment der Kraft in Bezug auf die Ebene. Darnach lässt 
sich die gewonnene Gleichung in folgenden Worten ausdrücken: Das 
statische Moment der Resultierenden in Bezug auf eine Ebene ist 
gleich der Summe der statischen Momente der parallelen Componenten 
in Bezug auf dieselbe Ebene. 

Der Satz gilt för jede beliebige Körperlage in Bezug auf eine 
beliebige horizontale Ebene; er lässt sich daher bei einer bestimmten 
Körperlage auch auf drei Coordinatenebenen beziehen, und kann dazu 
dienen, die Schwerpunktslage rechnungsmässig zu bestimmen, wenn 
die Massenvertheilung des Körpers gegeben ist. 

Von praktischer Wichtigkeit ist die Ruhelage eines Körpers, 
der in einem Punkte oder in einer Achse aufgehängt ist. Entscheidend 
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für dieselbe ist der Ort des Schwerpunktes. Diesbezüglich folgt 
ans den vorstehenden Gleichungen für eine kleine Drehung des Körpers 
die Arbeit 

M ' a ' dZ = a • 2Jm • djs. 

Bei der Abwärtsbewegung wird diese Arbeit in lebendige Kraft ver- 
wandelt. Im Ruhezustande muss sie gleich Null sein. Die letztere 
Bedingung wird erfüllt, wenn dZ = ist, d. h. wenn die Verschie- 
bung des Schwerpunktes horizontal erfolgt, oder bei einem auf- 
gehängten Körper, wenn der Schwerpunkt seine tiefste Lage inne 
hat und die potentielle Energie ein Minimum ist. In geometri- 
scher Beziehung ist leicht ersichtlich, dass diesfalls der Schwerpunkt 
in der durch den Aufhängepunkt Ä gezogenen Verticallinie liegen 
muss. 

Dieser Umstand wird zur praktischen Ermittelung der Lage 
des Schwerpunktes benützt: Ist ein Körper an einem Faden auf- 
gehängt und in Ruhe, so liegt der Schwerpunkt in der verlängerten 
Fadeurichtung; dreht man den Körper etwas und hängt ihn in einem 
anderen Punkte auf, so erhält man durch den den Körper tragenden 
Faden noch eine Richtungslinie der Schwerkraft; im Schnitte 
beider Richtungen befindet sich der Schwerpunkt. 

Eine ähnliche Betrachtung lässt sich anstellen an einem in 
einem Punkte (oder in einer Geraden) unterstützten Körper. Auch 
in diesem Falle befindet sich der Körper in Ruhe, wenn der Schwer- 
punkt in der VerticaUinie liegt, die sich durch den Unterstützungs- 
punkt ziehen lässt. Der Schwerpunkt hat alsdann seine höchste 
Lage erreicht und die potentielle Energie des Körpers ist ein 
Maximum. 

Um noch für einen geworfenen 
Körper die Bedeutung des Massen- 
mittelpunktes darzustellen, betrachten 
wir einen Körper, der durch eine Stoss- 
kraft, deren Richtung nicht durch den 
Massenmittelpunkt geht, in Bewegung 
versetzt wird^). 

Eine Kraft F (Fig. 16) mit dem 
AngrifiFspunkt Ä wirke durch sehr kurze 
Zeit r auf einen Körper, dessen Massen- 
mittelpunkt M sei. Die Kraft regt zu- 
nächst die getroffenen Massentheilchen zur Bewegung an, und diese 
Bewegung wird nur von Theilchen zu Theilchen dem übrigen Körper 
mitgetheilt. Die Wirkung während eines Zeitmomentes wird zunächst 




1) Vgl. meine Schrift über d. Eng.-Princip i. d. Dyn. S. 50 (1884) und das- 
selbe in DresseFs Lehrb. d, Phys. S. 113 (1896). 
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eine Drehung um eine Achse sein. Hierbei verrichtet die Kraft F 
eine Arbeit, welche der entwickelten Energie des Körpers äquivalent 
ist. Wenn J. = Z + ^i ^^^ Abstand der Kraftrichtung F von der 
noch zu bestimmenden Momentanachse und cd die in der Zeit t erzeugte 
Winkelgeschwindigkeit, d. h. die Geschwindigkeit eines Punktes in 
der Entfernung Eins von der Drehungsachse sind, dann ist der 

Weg von Ä gleich y (^ ~f" ^i) ' ® ' ""^ (berechnet mit der Beschleuni- 
gung cö/r oder mittelst der mittleren Geschwindigkeit) und die Arbeit 
ist i^- yG "t" U • ^ '^' — ^^® lebendige Kraft eines Massentheil- 

chens m, das sich in der Entfernung r von befindet, ist -^ m-r^ - (o^. 
Der Satz von der lebendigen Kraft liefert daher die Gleichung 

Y jF • (Z -+- Zi)*- (D • X =^ Y ^' ^^ '^^ 

oder 

« 

-F • Y ^ • ^ "^ + ^ • 2 ^1 * ^ • ''^ = Y ^^ ^ ^ Q^ + 9^ — ^^Q ®^s ^) 

= Y öJ^ • Z^ Jfcf + Y ^^ ^ ^9^ — cj^^x, ^Q cos cc. 

In dieser Gleichung hat jedes Glied eine physikalische Bedeutung; 
die Beachtung derselben lehrt die Lage und die Rolle des Massen- 
mittelpunktes kennen. Das erste Glied gibt die Arbeit der Kraft F 
an, wenn dieselbe im Massenmittelpunkte wirkte, indem der Factor 

— iGi't den vom Punkt M in der Zeit r zurückgelegten Weg misst. 

Ihm äquivalent ist das erste Glied der rechten Seite, das die lebendige 
Kraft der im Massenmittelpunkte vereinten Körpermasse M angibt. 
Aus der Gleichstellung beider ersten Glieder folgt das Newton'sche 
Mass für die Kraft F, nämlich F = M - l • co/t . 

Das zweite Glied links bestimmt die Arbeit der in A angreifen- 
den Kraft F bei der Drehung um eine durch den Massenmittelpunkt 
gehenden Achse mit der Winkelbeschleunigung (d/x"^ denn der Weg 

von A bei einer solchen Drehung ist -^l^f^t. Übereinstimmend 

damit ist das zweite Glied rechts, das in der Form ^, ir^(g<p)^ 

die lebendige Kraft derselben Rotationsbewegung um den Massen- 
mittelpunkt darstellt. Die Gleichheit der zweiten Glieder links und 
rechts folgt auch aus der Gleichung, wenn man ? ^ einführt. 

Die angegebenen physikalischen Bedeutungen der Glieder werden 
auch gewonnen, wenn man im Massenmittelpunkte zwei gleiche und 
entgegengesetzt wirkende Kräfte F anbringt, die im ganzen an der 
ursprünglichen Wirkung der in A angreifenden Kraft F nichts ändern. 



^ 



92 L Bewegung der festen Körper. [§ 24. 

Man erkennt, dass die im Punkte M nach aufwärts gerichte Kraft F 
die angegebene fortschreitende Bewegung der Masse M und die 
beiden anderen entgegengesetzt gerichteten Kräfte i^ in Jlf und A 
die Drehung des Körpers zur Folge haben. Die beiden letzten 
Kräfte bilden ein Kräftepaar oder Drehpaar. 

Aus der Gleichung geht demnach hervor, dass die kinetische 
Energie des bewegten Körpers sich zerlegen lässt in die kinetische 
Energie der fortschreitenden Bewegung der Masse, die man sich 
im Schwerpunkte vereint denken kann, und in die kinetische Energie 
einer Rotation um eine durch den Schwerpunkt gehende zur Ebene 
FM normale Achse. 

Die angegebene Auffassung des Massenmittelpunktes und die 
vorgenommene Zerlegung der Energie ist aber nur unter der Be- 
dingung möglich, dass das letzte Glied der Gleichung verschwindet; 
es muss also sein 

Em • Q • cos a = 0; 

Q cos a ist der Normalabstand des Massenpunktes m von einer Ebene, 
welche durch M normal zur Verbindungslinie AM gelegt werden 
kann. Vermehrt man für jeden Massenpunkt den Abstand um die- 
selbe aber beliebige Grösse ar^, so erhält, man q cos a -{- Xq = x den 
Abstand von einer in der Entfernung Xq vom Massenmittelpunkte 
liegenden Ebene EE und in Bezug auf diese 

Emx = 2m{Q cos a -{- Xq) = Zmx^ = x^Em = M • Xq, 

d. i. die bereits oben abgeleitete Relation ftir die Lage des Schwer- 
punktes. 

Der Punkt in der Schwerlinie, durch welchen während eines 
Zeitmomentes die Drehungsachse hindurch geht, heisst Mittel- 
punkt des Stosses. Seine Lage wird bestimmt durch Gleichsetzung 
der beiden zweiten Glieder der Energiegleichung, nämlich durch die 
Gleichung 

F' ^1^<0'T= Y^^^^Q^ 
oder für F= M-l-— subst. 

T 

M'l'l^ = Um- Q^. 

2mQ^ ist das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf den Schwer- 
punkt; man setzt dafür auch den Ausdruck M • A* und nennt Tc den 
Trägheitsradius. Mit Hilfe dessen geht die letzte Gleichung über 
in die Form 

d. h. der Trägheitsradius Tc ist das geometrische Mittel aus den Ab- 
ständen des Massenmittelpunktes von der Richtung der Stosskraft und 
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dem Mittelpunkte des Stosses. Der letztere Punkt lässt sich constructiv 
finden^ wenn der Tmgheitsradius bekannt ist; er ist ganz unabhängig 
von der Stärke der Stosskraft F. 

Wird nach dem Aufhören der Stosskraft der Körper dem Ein- 
fluss der Schwere überlassen, so beschreibt der Massenmittelpunkt 
eine Wurflinie und der Körper setzt die einmal begonnene Rota- 
tion um die Schwerpunktsachse infolge der Erhaltung der 
Energie fort. 

Aufg. 1. Eine schwerlose Stange von der Länge l ist an ihren 
Enden mit den Gewichten P und Q belastet; wo liegt der Schwerpunkt? 
(Bezüglich einer durch den Schwerpunkt normal zu l gelegten Momenten- 
ebene gilt die Gleichung F'X = Q{1 — x) , Hebelgesetz?) 2. Die Ge- 
wichte der drei Seiten eines Dreieckes seien a, 6, c; wie weit ist der 
Schwerpunkt von den Seiten entfernt? Wie weit von den Seiten jenes 
Dreieckes, das durch die Halbierungspunkte der gegebenen Seiten be- 
stimmt wird? — (Aus dem Momentensatz, bezogen auf die Seite c als 
Achse, folgt der Abstand = y^ h(a ~\- h)/(a -{- b -{- c), und in Bezug auf 
die zu c parallele Seitenhalbierende ist der Abstand 

% h . c/{a + 6 -)- c) = FZ -/(a + & -)- c) = const.) 

3. Wo liegt der Schwerpunkt eines Kreisbogens von <^ a = 80** und 
r = 20 cm? — (Der Abstand vom Kreismittelpunkt ist 

r ' 360 • sin Y / TT • a = 18'415 cm.) 

4. Eine kreisförmige eiserne Platte von jp' = 1 kg Gewicht ist in drei 
Punkten ihres ümfanges unterstützt, die ein gleichschenkliges Dreieck mit 
einem <^' a = 30® an der Spitze bilden. Welche Last hat jede Stütze 
zu tragen? — (Bezüglich einer Momentenebene, die durch den. Kreismittel- 
punkt geht und normal zur Dreieckshöhe ist, gilt für die drei Kräfte 
JF\, F^ = F^ und F^ = {F — 2JP\) die Momentengleichung 

21?\ • r • cos a = {F — 2F^) • r; 

darausfolgt F^ = F^ = F/4: cos^y = 0-26796 kg* und ^3 = 0-4641 kg*.) 

5. Eine Steinplatte vom Gewichte J^ = 1 kg, welche die Gestalt eines 
Kreisausschnittes mit einem Gentriwinkel a == 20® hat, ist an den drei 
Eckpunkten unterstützt; welchen Druck hat jeder der drei Stützpunkte 
auszuhalten? Wie ändern sich die Druckkräfte, wenn der Gentriwinkel 

90® oder 120<> wird? — (F^ = F^ = F- 120<^ . tg y / a<> • tc = 0*33676 kg, 

J^^3=0-326485 füra=120® wirdjp\ = 0-55133kg u. JF^3 =— 010266kg.) 

6. Wo liegt der Schwerpunkt eines mit Masse gleichmässig belegten Kreis- 
abschnittes, dessen Badius r= 12 cm und dessen Gentriwinkel « = 60®? 

(a; == y r • sin^ Y • (^ ' ö^ ö" ^^^ V "^ 11*039 cm.) 7. Wie gross ist 

der Abstand des Schwerpunktes eines Trapezes von einer Grundlinie? Die 
Grundlinien seien -L, l und die Höhe h. — (x = h(L -j- 2T)/3{L + .) 
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8. Wo liegt der Schwerpunkt einer Pyramide und eines Kegels? 9. Wo 
liegt der Schwerpunkt einer Kugelzone und einer Kugelhaube? — (Aus 
der Fläche der Zone 2r7c - h und dem gesuchten Abstände X yom Kugel- 
mittelpunkte ergibt sich nach dem Momentensatze 



2rn 'h ' X = J2r7i - x • dx^ 



wobei h = x^ — aj^ ; man erhalt X = Yj {x^ + x^ .) 10. Wie gross ist 
der Abstand des Schwerpunktes eines Kugelausschnittes vom Mittelpunkte 
der Kugel? — (Die Schwerpunkte der Elementarpyramiden liegen auf 
einer Kugelmtitze von %•»■=== **' und % Ä = ä' und der Schwerpunkt 
der Kugelmütze liegt in der Mitte ihrer Höhe h\ also vom Mittelpunkte 
y^r — % Ä = % r(l + cos a/2) entfernt.) [Die Aufgaben sind aus 
Budde's und Müller-Erzbach's Sammlungen.] 

§ 25. Energie eines rotierenden Körpers. Es wurde bereits im 
Vorhergehenden die Rotationsenergie der Erdkugel iind die lebendige 
Kraft eines Körpers, der infolge eines Stosses eine Drehung ausfahrt, 
ermittelt. Bei diesen Gelegenheiten kamen schon die für jede Rotation 
wichtigen Begriffe zum Ausdruck. Dieselben sollen nun noch in 
einem allgemeinen Falle kurz entwickelt und in einigen speciellen 
Fällen angewendet werden. 

Irgend ein Körper sei um eine durch (Fig. 17) gehende, zur 
Zeichnungsebene normal stehende Achse drehbar; m sei ein beliebiges 
Massentheilchen des Körpers, das von der Drehungsachse den Abstand 
r habe. Die Winkelgeschwindigkeit, d. i. die 
Geschwindigkeit eines Punktes in der Entfernung Eins ^^^' ^^■ 

von der Achse sei o. Dann ist die lebendige Kraft 

eines Massentheilchens — m • v^ = — m • r* • ai^, und 

et a 

die gesammte lebendige Kraft des rotierenden Körpers 

W = ^ ym • i;^ = Y ©^ ^ ^ * ^^• 

2m'r^=To heisst das Trägheitsmoment des Körpers 
in Bezug auf die Achse 0; seine physikalische 
Bedeutung folgt aus der Form .für die Energie 

Tr= — jTo^, in welcher T eine Masse in der Entfernung Eins von 

der Drehungsachse darstellt, die dieselbe Energie besitzt wie die 
ganze Körpermasse. (Vgl. § 23.) 

Das Trägheitsmoment bezüglich einer willkürlichen Achse 
lässt sich durch ein anderes ersetzen, das sich auf eine durch den 
Massenmittelpunkt M gehende parallele Achse bezieht: Wird nämlich 
der Abstand r aus dem Dreiecke OMm durch die Grössen OM=ly 
Mm = Q und ^ 9 ausgedrückt, so erhält man 
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To = Ilmr^ = Smip + (>^ — 21q cos 9) 
= P Sm + Sm Q^ — 21 UmQ • cos q) 

Tm bedeutet das Trägheitsmoment in Bezug auf eine Schwerpunkts- 
achse und 27m • 9 -cos a = als Moment der Masse des Körpers 
bezüglich einer durch den Schwerpunkt normal zu l gelegten 
Momentenebene. 

Die erhaltene Relation zwischen einem beliebigen und dem 
auf den Schwerpunkt bezogenen Trägheitsmomente ist von all- 
gemeiner Wichtigkeit, indem sie gestattet, die Berechnung des ersteren 
auf das letztere zurückzuführen, und es so ermöglicht, bei einem 
Körper von bestimmter Massenvertheilung unzählige Aufgaben auf 
eine einzige zu beschranken. 

Es ist ersichtlich, dass Im das möglichst kleinste Trägheits- 
moment für einen Körper ist. 

Das Trägheitsmoment wird durch den Trägheitsradius h aus- 
gedrückt, indem man setzt 

Durch Einführung dieses Wertes wird die Energie 

d. h. die Rotationsenergie setzt sich zusammen aus der Energie der 
im Massenmittelpunkt vereint gedachten Masse und aus der Energie 
der Körpermasse, die mit derselben Winkelgeschwindigkeit in einer 
dem Trägheitsradius gleichen Entfernung um den Massenmittelpunkt 
rotierend zu denken ist^). 

Wenn eine constante KJraft eine drehende Bewegung hervorruft, 
wie z. B. ein Übergewicht bei einer Rolle oder bei einem Wellrade, 
so lässt sich aus der Energiegleichung die Beschleunigung be- 
rechnen. Ist die Winkelbeschleunigung a, so ist die Winkelgeschwin- 
digkeit nach t See. gleich a • t und der Weg eines Punktes in der 

Entfernung Eins von der Drehungsachse ~ a* f. Die Arbeit einer 

KJraft F in der Entfernung l von der Achse ist F l -^ at^ und die 

äquivalente lebendige Kraft der rotierenden Masse ist — (a tf • T. 
Wirken mehrere Kräfte F gleichzeitig, so besteht die Gleichung 



oder 



aZFl^a^T. 



1) Die stereometrische Bedeutung der Ti^heitsmomente siehe in Holz- 
mfiller's Lehrb. d. Elem.-Math. III. S. 62 ff. 
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Daraus folgt 

£F l 

d. h. die Winkelbeschleunigung eines bescUeonigt rotierenden 
Körpers ist gleich der Summe der Momente der drehenden Kräfte 
dividiert durch das Trägheitsmoment. 

Anfg.^) L Es ist das Trägheitsmoment einer sehr dünnen Stange 
von der Länge l und der Masse M in Beziehung auf eine Drehungsachse 
zu finden, die auf ihr normal steht, a) wenn die Achse durch einen End- 
punkt der Stange geht; b) wenn sie durch die Mitte der Stange geht. — 

(Aus der Form Zmr^ = f(d - dx) - x^ folgt a) yJlf? und b) ^Ml\) 

2. Das Trägheitsmoment eines um seine geometrische Achse rotierenden 
Cylinders von der Masse üf , der Länge l und dem Halbmesser r zu be- 
rechnen. — (Aus J{2r% * dr 'l ' ö)r^ folgt yJfr*.) 3. Das Trägheits- 
moment einer um einen Durchmesser sich drehenden Kugel zu bestimmen. — 
(Nach § 23 ist es -rMr^?) 4. Eine kreisförmige Scheibe, die als fixe 

Bolle verwendet wird, hat das Gewicht -F = 446 g; an beiden Seiten 
der über die Bolle gelegten Schnur wirken die Gewichte ^^ = 12 g und 
^2 = 10 g. Wenn die Beschleunigung der Schwere a == 9*8 m ist, mit 
welcher Beschleunigung fallen die Gewichte der Bolle? — (Das Trägheits- 

moment der Ereisscheibe ist -^ Mv^ und darnach erhält man aus einer 

Energiegleichung die Beschleunigung aif^ — f%)/\~ö' ^ ~f" /i "I" /i ) ^^^ ^ ^°^- 

Wenn die Beschleunigung der Bolle bekannt ist, so lässt sich die Be- 
schleunigung der Schwere a bestimmen. Vgl. Bewegung durch Überwucht 
§ 3.) 5. Ein Kreiscylinder vom Badius r und von der Masse M rolle 
über eine horizontale Unterlage hin und drehe sich in der Secunde n mal 
um; wie gross ist seine lebendige Kraft? — (Die Winkelgeschw. bezügl. 
der Cylinderachse ist co = 2 • » • tc und die Geschwindigkeit der fort- 
schreitenden Bewegung ist t? = 2r7r • n, daher die lebendige ' B[raft 

— Mv^ -[- — r • CD^ = 3 Jf (w • it ' r)\) 6. Welche Geschwindigkeit erreicht 

eine reibungslos über eine schiefe Ebene herabrollende Kugel (Kreiscylinder) 
vom Halbmesser r? In welcher Beziehung steht deren Beschleunigung a^ 
zur Beschleunigung Og eines ohne Beibung herabgleitenden Körpers? — 

(Aus der Gl. f d. lebendige Kraft ^ Mv^ -^ ^ivT ' ^ = ^ ' ^ '^ 

folgt für die Kugel v = "j/lO * a -h/ 7 == ^ 2 a^ l , und für einen gleiten- 
den Körper gilt v' = y2a • h = ^203 • l . Daraus wird «1 : o^ = 5 : 7.) 
7. Den Schwerpunkt eines abgeschrägten Körpers (senkrechten Prismas 
oder Cylinders) zu finden, femer aus der aufgestellten Beziehungsgleichung 
das Trägheitsmoment eines Dreieckes und einer Geraden zu ermitteln. — 

1) Die zur Lösung nothwendige Summierung in elementarer Form siehe in 
Anm. d. § 23. 
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(Man bestimnae nach Holzmüller den Schnitt der schneidenden Ebene mit 
der Basisebene und drücke die Momentengleichung des Körpervolumens 
durch das statische und das Trägheitsmoment der Basis, alle Momente 
auf jene Schnittgerade bezogen, aus. Denkt man sich die Basis in Streifen 
ds parallel zur Schnittgeraden zerlegt, so ist das Volumen 

JZ'd8= Jx • tg a • 6?5 , 

wenn x der Abstand eines Streifens von der gedachten Schnittlinie und 
a der Neigungswinkel der schneidenden Ebene gegen die Basis bedeuten. 
Die Momentengleichung des Körpervolumens ist nun 

X ' Jx ' ig a ' ds = Jx^ • ig a - ds oder X - Jx • ds = Jx^ • ds . 

Die beiden letzten Integrale sind bez. das stat. Moment M und das Träg- 
heitsmoment T der Basis, daher ist die Abscisse des Schwerpunktes 

X= T/M, Seine Höhe ist die zugehörige halbe Höhe z des Körpers. — 

5 

Für den Cylinderhuf ist X = — r. — Das Trägheitsmoment eines Drei- 
eckes als Basis einer dreiseitigen abgeschrägten Pyramide und zugleich als 
Seite einer vierseitigen Pyramide lässt sich ermitteln, wenn die Schwer- 
punktslage dieser als bekannt vorausgesetzt wird.) [Die Aufg. schliessen 
sich ^ an jene von Daurer an; bezügl. d. Aufg. 6 vgl. auch Volkmann in 
Poske's Zeitsch. 1894, S. 161. Aufg. 4 mit Rücksicht auf die Reibung 
behandelt meine Schrift über das Energie-Princip in der Dynamik S. 47. 
Aufg. 7 ist aus Holzmüller's math. Lehrb.] 

§ 26. Physisches Pendel. (Huygens 1673.) Jeder Körper, der 
um eine Achse drehbar, aufgehängt ist und unter der Einwirkung 
der Schwerkraft Schwingungen ausführt, kann als physisches 
Pendel betrachtet werden. Dasselbe kann aus unzäMig vielen ein- 
fachen oder mathematischen Pendeln zusammengesetzt gedacht werden. 
Die der Drehungsachse näheren Theilchen haben als mathematische 
Pendel von geringer Länge eine kurze Schwingungsdauer; den 
entfernteren Theilchen kommt eine grössere Schwingungsdauer zu. 
Wegen des festen Zusammenhanges schwingen aber alle Körpertheil- 
chen gleichzeitig mit einer gemeinschaftlichen Schwingungsdauer von 
mittlerem Werte, indem die Schwingungen der oberen Theilchen 
durch die unteren verzögert und die Schwingungisn der unteren durch 
die oberen beschleunigt werden. Der Punkt des Pendels, dessen Be- 
wegung weder verzögert noch beschleunigt wird, sondern der im 
Körper genau so schwingt, als wenn er für sich allein als einfaches 
Pendel schwingen würde, heisst Schwingungsmittelpunkt und 
seine Entfernung von der Drehungsachse reducierte Länge des 
physischen Pendels. 

a) Es soll nun die Schwingungsdauer des physischen Pendels 
ermittelt werden^). 

1) Siehe meine Abhdlg. i. d. Wiener Realschlztsch. 1883, S. 595 u. meine 

Janvschke, Erhaltung der Energie. 7 
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[§26. 



Der als physisches Pendel fcu betrachtende Körper von der Masse 
M sei in der Achse A aufgehängt (Fig. 18). Bringt man den Köri)er 
aus seiner Gleichgewichtslage, so wird das im Schwerpunkte S an- 
greifende Gewicht M.a die Pendelschwingungen des 
Körpers hervorrufen. Die beim Falle des Schwer- ^fif i»- 

punktes um die Strecke s von der Schwerkraft ge* 
leistete Arbeit findet sich als kinetische Energie 
in den Massentheilchen m des Körpers, so dass wir 
haben 

Hierin ist v die Geschwindigkeit des Theilchens m 
beim Passieren der Gleichgewichtslage. Ist r die 
Entfernung des beliebigen Massentheilchens m vom 
Aufhängepunkte und c? die Winkelgeschwindigkeit 
(Geschwindigkeit eines Punktes in der Entfernung 
Eins), dann ist v =^ €q - r und es wird 

. c|2 = i- «>' • ^; 




Jlf . a • s = Y ^^ m • T^ 



yMa 



wobei T das Trägheitsmoment des Pendelkörpers ist. Durch Ein- 
führung des Ausschlagswinkels a und der Schwerpunktentfemung 
AS = L wird s = i(l — cos a) und die Energiegleichung gewinnt 
die Form 

M' a(l — cos a) • i = Y ®^^; 

für den Schwingungspunkt 0, als mathematisches Pendel gedacht, gilt 
ebenso 

m • a(l — cos a)l = — m(o^ V 

als analoge Gleichung; durch Division der Gleichungen folgt sofort 
für die reducierte Pendellänge 

dieselbe entspricht dem nach den Gesetzen eines mathematischen 
Pendels schwingenden Schwingungsmittelpunkte; durch Einsetzen des 
Wertes* in den Ausdruck für die Schwingungszeit eines mathematischen 
Pendels gelangen wir bald zu dem gesuchten Werte 



^ = "V.ST^- 



Damach ist die Schwingungsdauer des physischen Pendels direct 
proportional der Quadratwurzel aus dem Trägheitsmomente und Um- 



schrift über d. Energiepr. i. d. Dyn. 1884, S. 91 und dieselbe £ntwickelung in 
Dressers Phys. 1895, S. 104. 



§ 26.] 1. Bewegung der festen Körper. 99 

gekehrt proportional der Quadratwurzel aus dem grössten Drehungs- 
momente des Pendelgewichtes. 

b) Kater's Reversionspendel. Wie für rotierende Körper im 
allgemeinen lässt sich auch für das physische Pendel der Trägheits- 
radius h einfahren und es wird (nach § 25) 

T = Umr^ = MV + Zmg^ = M(p + A»); 

durch Einfuhrung dieses Wertes in den Ausdruck für die reducierte 

Pendellänge l = -^^ erhalten wir 

oder 

{l — L)'L = h^ und für l — L = L sbst. 

d. h. das Product aus den Abständen des Aufhängepunktes und 
Schwingungsmittelpunktes vom Massenmittelpunkt ist für den Körper 
eine constante Grösse. Aus der gleichartigen Construction der Glei- 
chung nach L und L' folgt, dass die Gleichung richtig bleibt, wenn 
die Bedeutungen der beiden Grössen wechseln; dies besagt physikalisch 
interpretiert, dass der Aufhängepunkt zum Schwingungsmittelpunkt 
wird, wenn der Schwingungsmittelpunkt zum Auf hängepunkt gemacht 
wird. Dass thatsächlich nach dieser Umkehrung des Pendels die re- 
ducierte Pendellänge und somit auch die Schwingungsdauer dieselbe 
bleibt, ergibt sich leicht aus der Relation für diese Pendellänge; 

es sind 

, k^ ' k^ 

V = L' ■\- jj und i = i -(- -y- • 

Aus der Beziehung LL' = Tc^ folgt sofort l = V. 

Dieser Umstand gestattet die reducierte Länge des physischen 
Pendels experimentell zu bestimmen und darnach dasselbe nach den 
Gesetzen des mathematischen Pendels zu benützen. Das Reversions- 
pendel dient besonders zur Bestimmung der Beschleunigung der 
Schwerkraft. 

Es verdient auch bemerkt zu werden, dass die Gleichung 
LL' =^h^ bei der Einwirkung eines excentrischen Stosses auf einen 
Körper erhalten wurde (§ 24); darnach werden die Bedeutungen von 
L und V augenfällig; der Mittelpunkt des Stosses als Momentan- 
centrum im Augenblicke des Stosses entspricht der Drehungsachse 
und der Angriffspunkt der Stosskraft dem Schwingungsmittelpunkte ^). 

Das physische Pendel findet Anwendung zu Pendeluhren, zu 
Mälzel's Metronom, zu den Versuchen von Foucault, Cavendish u. s. w. 

1) Siehe auch Maxwell: Substanz und Bewegung, S. 116. 
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Anfg. L Die Schwingnngsdaner eines Wagebalkens (ohne Schalen) 
ist 15/7 See; wie tief liegt der Schwingangsmittelpnnkt unter der Dreh- 
kante? a = 9-809 m. — (2 =f= T/ML = a • t^/n^ = 4*5636 m.) 2. Die 
beiden Drehkanten eines Beversionspendels haben eine unveränderliche 
Entfernung von 1'034 m; auf welche Schwingungsdauer muss das Pendel 
durch ein verschiebbares Gewicht bezüglich der einen Achse reguliert 
werden, damit der Schwingungspunkt in der anderen Achse liege? 

a = 9*809 m. — (< = jrj/z/ä = 1*02 See.) 3. Ein dünner Stab von der 
Länge L wird in einem Endpunkte aufgehängt und in Schwingungen 
versetzt; wie gross ist die reducierte Länge dieses Pendels? — (Aus 

1 2 

T = — ML^ folgt Z = — i.) 4. Li welcher Entfernung vom Schwer- 
punkte muss ein Meterstab mit einer auf seiner Längenrichtung normalen 
Achse versehen werden, damit er ein Secundenpendel bilde? — (Aus 
1 = %^[ßl/l2 + Mx^/Max] folgt x = 0*49693 + 0*40448 m. Soll 
die Achse im Stabe selbst liegen, so gilt der Wert x = 0*09245 m.) 5. Wie 
gross ist das Trägheitsmoment eines 552*7 g schweren Pendels bezüglich 
einer 589 mm vom Schwerpunkt abstehenden Achse, wenn die entsprechende 
Schwingungsdauer 0*9861 See. und die Beschleunigung der Schwere 9*809 m 
betragen? Wie gross ist die reducierte Pendellänge? — 

(T = Jf • a • X • fi/n^ == 0*03207, l = 0-9664 m.) 

6. Ein physisches Pendel, das in 245 Secunden 261 Schwingungen macht, 
wird sowohl oberhalb, als auch unterhalb der Drehkante in einem Ab- 
stände ^ = 0*2 m von derselben mit einer Linse vom Gewichte F = 1 kg 
versehen, worauf es zu 291 Schwingungen 296 See. braucht; wie gross 
war ursprünglich sein Trägheitsmoment? a = 9*809. — (Aus den 

Werten t = tc]/!/ M-L'^ und t^ = n }/[(T + 2 Fk^/ a) / M - L - a] 
folgt T=2F'k^- t^/a{t^^ — f) = 0*0468.) 7. Ein Metronompendel 
nach Mälzel wiege ohne Laufgewichte 49 g, sein Schwerpunkt befinde 
sich 37*2 mm unter der Achse, seine Schwingungsdauer betrage 10/27 
Secunden; wie lange währt eine Schwingung, wenn das 8*1 g. schwere 
Laufgewicht aufgesteckt wird, und zwar so, dass der Schwerpunkt des- 
selben 1 dm oberhalb der Achse liegt? a = 9*809 m. — (Es ist 
10/27 = 7cy[T/0*049 • 0*0372] und 

t = %y\{T + 00081 • 0-lV9-809)/(0049 • 0*0372 — 00081 • 0*1)] 

= 0*5721 =4/7.) 

8. Ein Pendel, das aus einem Stabe und einer Linse, die in ihrem Schwer- 
punkte am Stabe festgeschraubt ist, besteht, hat bei einer Temperatur 
Xq C eine Schwingungsdauer t^-^ bei jeder Temperaturerhöhung um 1*^ C 
erfahre die Längeneinheit des Stabes eine Verlängerung >L, Man ermittle 
daraus die Schwingungsdauer des Pendels bei t^ C. Das Trägheitsmoment 
der Linse 'bezüglich der durch ihren Schwerpunkt gehenden Achse soll un- 
berücksichtigt bleiben. — (fo = 7r yU-^-^-^^ + ^^^H/Iy -^^ö-^ + w^am, 

wobei M die Stabmasse und m die Linsenmasse sind; bei Erwärmung um 
(r — Tq)^ erhält jede Längeneinheit die Grösse [1 -|- ^(t — r^)]; daher 



Bd^^^idd 



^ 
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wird t = (q yi -{- X(r — Tq) .) 9. In welcher Entfernung x vom Schwer- 
punkt ist an einem dünnen Stabe von der Länge l eine Querachse an- 
zubringen, damit er möglichst rasch schwinge? Wie gross ist die ent- 
sprechende Schwingungsdauer? — (Durch Auflösung der Grleichung 

t =ny[_Q- Ml^ + Mx^/Max\ nach x folgt leicht ^in = TtVl/äy^ 
und X = {l/ß)Ys.) [Daurer.] 

§ 27. Eräftepaare. Wie bereits bei der Betrachtung eines excen- 
trisch gestossenen Körpers (§ 24) bemerkt wurde, versteht man unter 
einena Kräftepaar oder Drehpaar zwei 
gleich starke und entgegengesetzt gerichtete ^s ^^^ 

Kräfte, welche in verschiedenen Punkten eines 
Körpers angreifen. Ein deutliches Bild gewährt 
eine Welle mit Kreisscheibe (Wellrad), wenn 
an der Welle und am Rade etwa an umge- 
wickelten Seilen gleiche Kräfte in entgegen- 
gesetzter Richtung wirken (Fig. 19). Die Re- 
sultierende solcher Kräfte ist gleich Null; ihre 
Wirkung besteht ausschliesslich in einer Dreh- 
ung. Für die Arbeit, welche eine Kraft F 

leistet, ist die Arbeit der Drehung um die Winkeleinheit mass- 
gebend. Für dieselbe folgt aus dem Arbeitswerte der Drehung um 
^ rfa, nämlich aus 

der Ausdruck 

d^l TP 

-—1 = Fr. 

da 

Man nennt dieses Product aus der Kraft F in den Abstand r ihrer 

Richtung vom Drehungsmittelpunkte das Moment der Kraft in 

Bezug auf den betreffenden Punkt oder auch das Drehungsmoment. 

Das Kräftepaar leistet bei der Drehung um <^ da die Arbeit 

dW=F'r'da-{'F'R'dcc, 

und bei der Drehung um die Winkeleinheit die Arbeit 

dW 




da 



F{R-^r) = F'L 



Der Abstand l der beiden Kräfte F heisst Arm und das Product 
F ' l Moment des Kräftepaares. Es ist aus der Figur leicht ersicht- 
lich, dass das Moment unabhängig ist von der Lage des Drehungs- 
mittelpunktes 0. 

Aus der Bedeutung des Momentes eines Kräftepaares als Arbeit 
einer bestimmten Drehung lässt sich unmittelbar schliessen, dass ein 
Kräftepaar durch ein anderes ersetzt werden kann, wenn die Momente 
beider Paare einander gleich sind; denn unter dieser Bedingung sind 
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auch die geleisteten Arbeiten einander gleich. Wenn die AngriflFis- 
punkte der Kräfte sich nicht mitdrehen, wie es bei dem gedachten 
Wellrade der Fall ist, so ist auch die Richtung der Kräfte beliebig. 
Wenn der Angriffspunkt mit den Kräften bewegt wird, wie es bei 
der Drehung einer Magnetnadel geschieht, dann tritt zu der ange- 
gebenen Bedingung des Ersatzes eines Drehpaares durch ein anderes 
noch die hinzu, dass die Kräfte längs paralleler Geraden wirken 
müssen. Die Drehung erfolgt alsdann nur, bis die Kräfte des be- 
treffenden Drehpaares in derselben einander entgegen wirken und sich 
gegenseitig aufheben; es tritt dann Gleichgewicht ein. 

Mehrere Kräftepaare lassen sich auch zusammensetzen, 
indem man sie durch ein einziges ersetzt, das dieselbe Arbeit zu ver- 
richten vermag. 

Wirken alle Drehpaare in derselben oder in parallelen 
Ebenen, so ist ohne weiteres ersichtlich, dass das Moment D des 
resultierenden Kräftepaares gleich sein muss der Summe der 
Momente der einzelnen Kräftepaare, weil die Drehungen gemein- 
schaftliche Winkel haben. Es besteht also die Bedingungsgleichung 

Der Ausdruck ist bei der Erklärung der Zusammensetzung eines 
Magnetes aus Elementarmagneten von Wichtigkeit. 

Bei der Zusammensetzung von Kräftepaaren, die in verschie- 
denen, gegen einander geneigten Ebenen wirken, kann man wie 
folgt verfahren: Man verlege die Arme 
der Drehpaare in die Schnittgerade 
AB beider Ebenen (Fig. 20) und 
mache sie =1. Die Momente der 
gegebenen zwei Drehpaare sind dann 
beziehungsweise F^ • 1 und F^ - 1 . 
Nun lassen sich die Kräfte jF^ und 
jFg zu den Resultierenden F zusammen- 
setzen, und man erhält als resultieren- 
des Kräftepaar die Kräfte F mit dem 
Arme AB = 1 und dem Drehungs- 
momente Fl. 

Nach Poinsot stellt man jedes 
Kräftepaar durch eine Gerade, die 
Achse des Drehpaares, dar, indem 

man auf die Ebene des Paares eine Normale errichtet und auf die- 
selbe eine Länge gleich dem Momente des Drehpaares aufträgt. Der 
Drehungssinn des Kräftepaares wird dadurch berücksichtigt, dass 
man die Achse nach jener Seite hin aufträgt, von welcher die 
Drehung im positiven Sinne, d. h. im Sinne der Bewegung eines 
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Uhrzeigers erfolgt. Mit der Achse ist alsdann das Bo-äftepaar voll- 
ständig bestimmt. Es ist nun leicht zu erweisen, dass mit Hilfe der 
Achsen der Kräftepaare diese so zusammengesetzt werden können, 
wie einzelne Kräfte. 

Für den vorliegenden Fall der Zusammensetzung zweier Dreh- 
paare, die in zu einander geneigten Ebenen wirken, ist nach Fig. 20 
ersichtlich, dass die Achse des Kräftepaares F^F^ normal zur Ebene 
(F^Fj) steht und ihre Länge durch die Zahl F^ bestimmt wird; 
ebenso ist auch die Achse des Paares F2F2 zur Ebene dieses Paares 
normal und der Länge nach gegeben durch die Zahl F^. Die beiden 
Achsen schli essen demnach denselben Winkel mit einander ein, wie 
die Kräfte F^ und F^, und es lässt sich mit ihnen ein Parallelo- 
gramm verzeichnen, das dem aus den Kräften F^^ und F2 construierten 
congruent ist. Die resultierende Achse hat somit die Länge = jF, 
und ihre Richtung ist normal zur Ebene des resultierenden Dreh- 
paares FF. 

Zur Erklärung mancher Erscheinungen ist es vortheilhaft, anstatt 
Kräftepaare Rotationsgeschwindigkeiten zu betrachten und 
diese zusammenzusetzen. Man kann leicht zu diesen übergehen, wenn 
man für die Kräfte F die erzielten Geschwindigkeiten ' t; einführt. Es 
ist F= m-v/t und das Drehungsmoment D = m'{v/t)-l. Bei der 
Zusammensetzung der Drehungsmomente sind m und t constant und 
l kann gleich Eins angenommen werden, daher übernimmt die Ge- 
schwindigkeit V die Rolle von F. Auf die Achsen der Kräftepaare 
oder auf die Drehungsachsen aufgetragen, kann man Rotations- 
geschwindigkeiten ebenso zusammensetzen wie Geschwindigkeiten ge- 
radliniger Bewegungen. Anwendungen der Zusammensetzung drehen- 
der Bewegungen finden sich bei der Kreiselbewegung, bei der Prä- 
cessionsbewegung der Himmelskörper, bei der Wurf bewegung rotieren- 
der Geschosse etc. Umgekehrt kann z. B. der Foucault'sche Pendel- 
versuch durch Zerlegung der Erdrotation in zwei Drehungen erklärt 
werden ^). 

§ 28. Gleichgewiclitslagen. Helm's Intensitätsgesetz. In den 
vorhergehenden Paragraphen (24 und 26) wurde das Verhalten eines 
in einem Punkte oder in einer Achse befestigten schweren Körpers 
dargethan. Es wurde gezeigt, dass der Körper sich nur dann in einer 
Gleichgewichtslage befindet, wenn der Schwerpunkt seine höchste 
oder tiefste Lage einnimmt, oder wenn die potentielle Energie 
ein Maximum oder Minimum ist. Die erstere Gleichgewichtslage, 
bei welcher der Schwerpunkt sich vertical über dem befestigten 



1) Siehe Wallentin's Lehrb. d. Phys. S. 57. Kreiselbeweg. ebenda S. 48. 
Eine ausführliche Darstellung der Kreiselbewegung hat M. Koppe in Poske's 
Zeitsch. IV. Jgg. S. 70—83 gegeben. 
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Punkte befindet, der Körper also unterstützt erscheint, heisst labil; 
bei einer kleinen Verschiebung schlägt der Körper um. Die letztere 
Gleichgewichtslage, bei der der Körper an einem Punkte oder an 
einer Geraden aufgehängt erscheint, heisst stabil; der Körper kehrt 
in dieselbe stets wieder zurück, wenn er daraus verschoben wurde. 

Ist der Schwerpunkt befestigt, so ist das Gleichgewicht in- 
different; das besondere Kennzeichen dieser Gleichgewichtslage ist, 
dass bei einer möglichen Bewegung des Körpers der Schwerpunkt 
weder höher noch tiefer zu liegen kommt, dass somit auch die poten- 
tielle Energie ungeändert bleibt. Es befinden sich also auch z. B. 
homogene Kugeln und Kreiscylinder im indiflferenten Gleichgewichte, 
wenn sie auf horizontalen Unterlagen ruhen. 

Das Verhalten eines in der zuerst angegebenen Weise befestigten 
Körpers ist geeignet, das Bestreben der Energie bei beschränkter 
Bewegung ersichtlich zu machen. Vor allem zeigt sich, dass die 
potentielle Energie der Schwere einem Minimum zustrebt, und dass 
ein stabiles Gleichgewicht nur dann eintritt, wenn die poten- 
tielle Energie den kleinsten Wert erreicht hat. Ausserdem 
werden die Factoren der Energie durch ihr Auftreten in der Er 
scheinung gut erkennbar. — 

Die Arbeit der Schwerkraft bei freier Bewegung besteht aus den 
beiden Factoren Gewicht und Weg. Dieselben erleiden aber durch 
die Bewegungsbedingungen gewisse Veränderungen. Bei einem um 
eine Achse drehbaren Körper (Fig. 21) wirkt ausser der Schwerkraft 
P im Schwerpunkte noch die Widerstandskraft F der 
Aufhängevorrichtung. Wird der Körper um den sehr 
kleinen Winkel da gedreht, so ist die Arbeit der beiden 
Kräfte beziehungsweise P • sin a • Z • c?a und F- cos 90® l-da^ 
und die Arbeitssumme 



Fig. 21. 




dW= (P • sin a — jF. cos 90®) • Z • da. 

Diesem Werte gemäss ist es zweckmässig, die Arbeit 
jeder Kraft zu zerlegen^) in den gemeinschaftlichen 
Weg l ' da und in die Kraft längs des Weges. 

Die Kräfte bestimmen die Richtung der Bewegung undl)edingen 
das Gleichgewicht, wenn sie einander gleich sind. G. Helm nennt 
sie die Intensitäts-Factoren der Energie^); wir wollen sie auch 
Wirkungsgrade heissen. Den zweiten Factor nennen wir nach 
Helm die Extensität oder den Wirkungsraum. 

Nach dieser Auffassung stellt sich nun die Erscheinung als eine 



1) Siehe meine Abhdlg. zur tJbereinstimmung der phys. Arbeitsgesetze. 
Rlschl.-Ztsch. Wien. 1892. S. 519—528. 

2) G. Helm: Die Lehre von der Energie (1887) und der Vortrag auf der 
67. Naturforscherversammlung (1895). 
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Energieverwandlung dar, und zwar bei der Bewegung nach ab- 
wärts als Übergang der potentiellen Energie von Stellen höherer 
zu niederer Intensität. Man findet auch bei anderen mechanischen 
und physikalischen Erscheinungen, dass „die Energie stets das 
Bestreben hat, von Stellen höheren zu Stellen niederen 
Wirkungsgrades überzugehen". Das Gesetz ist deshalb von 
allgemeiner Bedeutung und heisst das Heimische Intensitäts- 
gesetz. 

Im vorliegenden Falle ist es ohne weiteres klar, dass das Gesetz 
mit dem Principe der Kräftezusammensetzung übereinstimmt; 
denn die Intensitäten sind die Kräfte in der Richtung des Weges, und 
die Bewegung erfolgt in der Richtung von der Stelle der grösseren 
zur Stelle der kleineren Kraft. Die Differenz der Intensitäten gibt die 
Resultierende aus der wirksamen Schwerkraft und dem Widerstände 
der Aufhängevorrichtung; sie bestimmt den Bewegungszustand. Die 
Resultierende wird auch durch die in Betracht kommenden Energie- 
änderungen in der Bewegungsrichtung angegeben; daher das in 
Rede stehende Gesetz auch im Energieprincipe für Energie- oder 
Kräftesysteme enthalten ist. Um nach demselben auch die Be- 
wegungsrichtung zu ermitteln, hat man die Richtung des stärksten 
Energiegefälles zu bestimmen; diese Richtung fällt mit der der Re- 
sultierenden zusammen, längs welcher stets die grösste Arbeit ge- 
leistet wird (§ 7). 

Auch die letztere Auffassung des Erscheinungsverlaufes ist all- 
gemein verwendbar; Ostwald stellt sie in directer Weise als 
„Maximumprincip" auf, das er in folgende Worte kleidet: „Von 
allen möglichen Energieumwandlungen wird diejenige eintreten, welche 
in gegebener Zeit den grösstmöglichen Umsatz ergibt."^) 

Bei Bestimmung der Aufwärtsbewegung des Körpers nach 
gleichen Gesetzen muss auch die vorher erlangte kinetische Energie 
in Betracht gezogen werden. 

§ 29. Standfestigkeit. Ein Körper, der in einer Fläche unter- 
stützt ist, befindet sich in der stabilen Gleichgewichtslage; denn wenn 
man ihn aus dieser Lage um eine Kante herausdreht, so kehrt er 
wieder in dieselbe zurück. Die Drehung um die Kante darf aber 
nicht beliebig vergrössert werden; denn ist der Massenmittelpunkt, 
respective der Schwerpunkt in der Verticalebene der Drehungskante 
angelangt, so hat der Körper eine neue, die labile Gleichgewichts- 
lage erreicht. In der labilen Gleichgewichtslage hat der Schwerpunkt 
seine grösste Höhe über der Unterlage und er kehrt bei keiner Ver- 
schiebung des Körpers mehr in seine Lage zurück, sondern der Körper 
schlägt nach der geringsten Bewegung um. Soll der Körper durch 

1) W. Ostwald, Lehrb. d. allg. Chem. — Chem. Eng. S. 37. (1893.) 
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Fig. 22. 



Drehung um eine Kante umgeworfen werden, so muss er an die 
Grenze seiner Stabilität, d. h. aus der stabilen in die labile Gleich- 
gewichtslage gebracht werden; der Widerstand, den der Körper dem 
Umstürzen entgegensetzt, heisst seine Stand- 
festigkeit. Die Arbeit W = F - s, welche 
von einer Kraft F geleistet werden muss, 
um den Körper an die Grenze seiner Sta- 
bilität zu bringen, ist uns ein Mass für die 
Standhaftigkeit. Um dieses Mass zu ge- 
winnen, wählen wir in Fig. 22 die Kante A 
des Körpers als Drehungskante und bringen 
den Schwerpunkt S nach iS^; ist das Ge- 
wicht des Körpers Q, so ist die bei der 
Drehung durch Hebung des Gewichtes geleistete Arbeit 

W=Q^S,S, = Q{r-h) = Q {yWT^^ -h) = 




QW 



y(6«+Ä»)+Ä 

Die Höhe des Schwerpunktes h kann hierbei auch negativ werden, 
wenn der Schwerpunkt des Körpers unter die durch die Drehungs- 
kante gelegte Horizontalebene zu liegen kommt, wie z. B. bei der 
Hebelwage und anderen aufgehängten Körpern. Die Standfestigkeit 
eines Körpers ist daher nach dem zweiten Werte umso grösser, je 
grösser sein Gewicht, je kleiner der positive oder je grösser der nega- 
tive Abstand des Schwerpunktes von der horizontalen Kantenebene 
ist. In dem Gesetze nach dem letzten Ausdrucke ist auch die Ab- 
hängigkeit der Standfestigkeit von der Grösse der Unterstützungs- 
fläche enthalten, indem mit der Grundfläche h auch die Standfestig- 
keit grösser wird. 

Anwendungen findet das Gesetz der Standfestigkeit bei der Con- 
struction von Körpern, die in einer Fläche unterstützt sind, wie Möbel- 
stücken, Leuchtern etc., bei Lastwägen, beim Beladen derselben, bei 
Bauten etc. 

Aufg. 1. Wie gross ist die Standfestigkeit einer geraden Hauer aus 
Ziegelsteinen von 3 m Höhe und 0*3 m Dicke auf einen Meter ihrer 
Länge, wenn 1 m^ der Ziegelsteinmauer lÖOO kg wiegt? — (Die Stand- 
festigkeit als Arbeitswert ist 1010 kgm und als Drehungsmoment 202*5.) 
2. Wie verhalten sich die Standfestigkeiten (als Arbeitswerte) einer Halb- 
kugel, eines Cjlinders und eines Kegels, wenn die drei aus demselben 
Stoffe hergestellten Körper gleiche Grundflächen und gleiche Gewichte 

haben? — (y (]/73 — 3) : -^ ("/lÖ — l) : y (V^ — l) •) ^- Einbeladener 

Wagen, dessen Vorder- und Hinterräder eine Spurweite von 1*2 m haben, 
wiegt 2 Tonnen, und sein Schwerpunkt liegt in der Symmetrieebene 1*5 m 
hoch über dem Boden; wie gross ist auf horizontaler Strasse seine Stand- 
festigkeit gegenüber einem seitlichen Zuge oder Drucke, der in der Höhe 
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des Schwerpunktes angreift? — (800 kg.) 4. Über welche Grenze darf 
die seitliche Neigung einer Strasse nicht hinausgehen, damit auf ihr der 
in der vorhergehenden Aufgabe beschriebene Wagen nicht umfalle? — • 
(21^ 48' ö".) 5. Die Eesultante des Druckes, den der Wind auf eine 
ebene Fläche ausübt, greift im Schwerpunkte derselben an. Welchen Druck 
des Windes vermag demnach eine 2 m hohe, 0*3 m dicke und l m lange 
Mauer vom specifischen Gewichte (Gewicht eines Cubikmeters) 1'5 ^, die 
auf horizontalem Erdreich aufgeführt ist, per Quadratmeter auszuhalten? — 
(67*0 kg.) 6. Ein gerades quadratisches Prisma, welches auf einer wag- 
rechten Grundlage steht, hat die Grundkante a = 14 cm, die Höhe 
Ä = 22 cm. Der untere Theil bis zur Höhe 7^^ = 12 cm besteht aus 
einem Stoffe, welcher das spec. Gew. 5^ = 0*7 hat; der Stoff des oberen 
Theiles hat das spec. Gew. «g = 11. Um welchen Winkel muss die 
Säule um eine Kante der Grundfläche gedreht werden, damit sie losgelassen 

nicht wieder zurückeilt? — (tg 9 = a • ,V^+f ~^l! '- , a? = 23« 20' 38".) 

7. Ein schiefer Kreiscylinder habe den Basisdurchmesser 10 cm, die Seite 
35 cm und die Höhe 28 cm; bleibt derselbe stehen, wenn seine Basis 
horizontal gestützt wird? Wo durchs tösst die verticale Schwerlinie die 
Unterlage? — (Nein; die verticale Schwerlinie trifft den Boden in der 
Synmietrieebene des Cylinders 5*5 cm ausserhalb der Basis; das Eesultat 
ist rasch constructiv zu finden.) [Aufg. 1 und 2 sind in anderer Auf- 
fassung in Müller-Erzbach's, 3, 4, 5 und 7 in Daurer's und 6 in Budde's 
Sammlung enthalten.] 

§ 30. Einfaclie Maschinen. Menschliche Kräfte reichen oft nicht 
aus, um schwere Körper fortzuwälzen oder zu heben oder grosse 
Widerstände zu überwinden. Man verwendet deshalb besondere Vor- 
richtungen (Hebebäume, Rollen, Winden, Keile), welche menschliche 
Kraft zu ersparen, ihr eine bequemere Richtung zu geben oder sie 
durch andere KiiLfte ganz zu ersetzen gestatten. Alle solche Vor- 
richtungen heissen Maschinen; sie haben das gemeinsame Merkmal, 
eine Kraft auf einen Punkt wirken zu lassen, welcher nicht in der 
Richtung der Kraft liegt. Alle Maschinen lassen sich in sechs ein- 
fache Maschinen zerlegen, von denen wieder je drei eine Gruppe 
bilden: Hebel, Rolle, Wellrad sind um eine Achse drehbare Körper, 
schiefe Ebene, Keil und Schraube vermitteln oder verhindern Be- 
wegungen auf festen Flächen. Bei jeder Maschine kommen zwei 
Arten von Kräften vor; jene Kraft, welche die beabsichtigte Bewegung 
hervorruft, heisst bewegende Kraft oder kurz Kraft; und jene, welche 
dieser Bewegung Widerstand leistet, Widerstandskraft oder Last. Im 
Folgenden sollen die Grundgesetze der einfachen Maschinen aus dem 
Principe der Erhaltung der Energie entwickelt werden^). 

1. Der Hebel. (Archimedes 220 v. Chr.) Der Hebel ist eine 

1) Siehe Reis LehrJ)uch der Physik und andere Werke der theoretischen 
Physik, femer meine Schrift über das Energieprineip in der Dynamik. 1884. 
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unbiegsame Stange, welche um eine fixe Achse drehbar ist und an 
der mindestens zwei Kräfte wirken. Wir betrachten den einfachsten 
Fall des Hebels: an einer gewichtslosen Linie (mathematischen Hebel) 
sei eine Last durch eine Kraft zu heben oder in Ruhe zu halten. 
Zur Ableitung der Relation zwischen Kraft P und Last Q dienen uns 
gleichzeitig Fig. 23 und 24; die erstere zeigt die Drehungsachse C 
zwischen beiden wirkenden Kräften und stellt einen zweiarmigen 
Hebel vor; die letztere enthält beide Kräfte auf derselben Seite der 
Drehungsachse und heisst einarmiger Hebel. Wir ertheilen den 



jy^ 




Fig. 24. 



.B' 



^ 





AA' 



Systemen eine kleine Drehung q) um die Achse C; ist dabei die alge- 
braische Summe der von den Kräften geleisteten Arbeiten Null, so 
gewinnt kein System Energie und die Kräfte halten einander das 
Gleichgewicht. Sind diesfalls die von C auf die Kraftrichtungen ge- 
fällten Perpendikel, beziehungsweise Kraft- und Lastarm genannt, 
j> und g, so hat man 

P'Pq) — Q • q ' g) = 
oder 

P:Q = q:p. 

Es gilt also ganz allgemein das Gesetz: Am Hebel herrscht Gleich- 
gewicht, wenn Kraft und Last sich umgekehrt verhalten wie die 
beiden Hebelarme. 

Mit Bezug auf das Intensitätsgesetz von Helm lassen sich 
die Arbeiten von Kraft .und Last in die Intensitätsfactoren 
(Wirkungsgrade) P • p und Q • q und in den gemeinschaftlichen Ex- 
tensitätsfactor (Wirkungsraum) <p zerlegen. Die ersteren stellen 
die Drehungsmomente oder auch Kräfte in der Entfernung Eins vom 
Drehungspunkte dar; ihre Gleichheit bedingt Gleichgewicht^). 

Anwendungen findet der Hebel als Zange, Scheere, Schubkarren, 
Hebbaum, Brechstange, Schreib- und Zeichenwerkzeuge, Thürklinken, 
Klingelhaken, als Leit-, Brems- und Bewegungshebel an Maschinen etc. 
Die willkürlich zu brauchenden Gliedmassen der Menschen und Thiere 
zur Bewegung sind meist einarmige Hebel. Die Hebel selbst werden 



1) Siehe meine Abhdlg.: Zur Übereinstimmung^ der phys. Arbeitsgesetze. 
Realschlztsch. Wien. 1892. 
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von den Knochen gebildet, die in den kugel- oder walzenförmigen 
Gelenken ihre Stützpunkte finden; die Kraft ist als potentielle Energie 
in den Bewegungselementen der gestreiften Muskelfasern aufgespeichert. 
Das Ende eines Muskels, von Sehnen gebildet, ist meist in der Nähe 
des Gelenkes an den Knochen festgewachsen, so dass die Muskelkraft 
stets, grösser als die zu bewältigende Last ist, der Weg dafür aber 
nur gering zu sein braucht. Je nach dem Zwecke, dem die Muskeln 
dienen, heissen sie Strecker, Beuger, Krümmer etc. 

2. Die Decimalwage. Der Hebel findet sowohl als gleich- 
armiger wie als ungleicharmiger Hebel weitere Anwendung zu Wagen : 
Apothekerwage, Krämerwage, römische Schnellwage, Zeigerwage. Die 
Decimalwage ist eine Zusammenstellung von mehreren Hebeln, und 
für diese wollen wir die 

Gleichgewichtsbedingun- , ^'*- ''* 

gen ableiten. Dieselbe be- 
steht aus dem Schwanen- 
halse ADy einem zwei- 
armigen Hebel, an dessen 
einem Arme die Kraft P 
wirkt und dessen anderer 
Arm durch zwei Zug- 
stangen in Verbindung 
steht mit der Brücke EG 
und der Gabel FH, einem 

einarmigen Hebel. Die Brücke dient zur Aufnahme der Last Q, Für 
den Gleichgewichtszustand des Sjstemes muss die algebraische Summe 
der Arbeiten bei einer geringen Verschiebung Null sein. Die Ver- 
schiebung werde hervorgerufen durch die Drehung des Schwanen- 
halses um den ausserordentlich kleinen Winkel 9); die Wege in der 
Richtung der Kraft und der Zugstangen fallen dann mit den ent- 
sprechenden Kreisbögen zusammen. Die Arbeit der Kraft P ist also 
P • AÄ = P ' AC ' q). Für die Last Q setzen wir zwei Componenten 
QiQsy ^^ respective in E und G angreifen; die Arbeiten der Com- 
ponenten sind zusammengenommen gleich der Arbeit der Last. Der 
Weg des AngriflFspunktes der Kraft q^ ist BB' = BC - q). Der Weg 
KK' der Kraft q^ ergibt sich leicht aus der Bedingimg, dass 
FF' = DD' =CDfp und dass 

FH:KH=FF':KK'', 

daraus wird 




FE 



FH 



und für das Gleichgewicht muss nun 



KH 



P ■ AC ■ <p = q^ ■ BC ■ (p -\- q^^^ ■ CD ■ (p. 
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Hierin q^ = Q — q^ subst. gibt 

p.AC=QBC + q,[§^CD--BC]. 

Soll die Wirkung der Wage von der Lage der Last Q unabhängig 
sein, so muss das Glied mit q^ verschwinden^); also muss 

KH _ BC^ 
FH ~ CD ' 
darnach wird 

P^ÄC=Q'BC. 

Bei der Decimalwage ist nun ÄC = lOJBC, so dass P= y^^Q 
wird; d. h. die der Last das Gleichgewicht haltenden Gewichte be- 
tragen YiQ der Last. 

Eine ähnliche Einrichtung hat auch die als Brückenwage oder 
Mauthwage angewandte Centesimal wage; bei derselben ist J.(7==100'-B(7. 

3. Die Rolle. Sie ist eine feste kreisförmige Scheibe, die um 
die Mittelpunktsachse drehbar ist. Man unterscheidet fixe und beweg- 
liche Rollen, je nachdem die Achse in festen Lagern liegt, oder eine 
fortschreitende Bewegung machen kann. 

a) Die feste Rolle ^). Kraft P und Last Q wirken an einem 
Seile, das von einer Rinne am Umfange der Rolle aufgenommen wird. 

Als Gleichgewichtsbedingung der Kräfte bei der festen Rolle 
folgt aus dem Arbeitswerte F - B - g) — Q - B - g) ^= die Gleichung 

d. h. Kraft und Last müssen einander gleich sein. Dass diese Be- 
dingung richtig ist, erkennen wir sofort aus der Figur, wenn wir die 
Rolle als gleicharmigen Hebel auffassen. 

Kraft und Last sind hier unmittelbar die Wirkungsgrade der 
Energie; die Wirkungsräume sind die gleichen Längen Bq), 

b) Die bewegliche Rolle. Es soll die Gleichgewichtsbedingung 
abgeleitet werden. 

Die Rolle liegt in einem Seile; ein Ende F dieses Seiles ist be- 
festigt, am andern Ende wirkt die Kraft P; die Last Q greift in der 
Scheere oder dem Kloben an, in welchem die Achse der Rolle liegt. 
Im Gleichgewichtszustande des Systemes muss die bei einer kleinen 
Verschiebung von der Kraft geleistete Arbeit vollständig zur Hebung 
der Last verbraucht werden. Die Verschiebung, welche wir durch 
die geringe Bewegung in der Kraftrichtung P (Fig. 26) vornehmen, 
entspricht einer kleinen Drehung der Rolle von 9® um den Punkt C. 
Die Wege der Kräfte P und Q sind dann respective CD • 9 und 



1) Vgl. Dr. K. Zahradnicek in d. Zeitsch. f. d. phys. u. ehem. ünt, 1894. 
S. 290. 

2) Das Bewegungsgesetz siehe in § 25, Aufg. 4. 
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CE ' <Pj wenn CD und CE die von C auf die Kraftrichtungen ge- 
fällten Normalen sind. Daher wird die Gleichgewichtsbedingung 

P'CD'<p = Q'CE'<p 



oder 



P:Q = CE:CD', 



Fig. 26. 




die Richtigkeit dieser Bedingungsgleichung ergibt sich direct aus der 
Figur, wenn man die bewegliche Rolle als einen einarmigen Hebel 
mit dem Stützpunkte in C auf- 
fasst. Das Verhältnis der Kraft- 
arme lässt sich zweckmässiger aus- 
drücken wie folgt. Nach der Figur 
ist A \\ CD und somit 

^ACD = CAO = a, 

also auch 

CE = AE = AOcoaa 
und 

CD = AC cos a; 

durch Division folgt 

CE:CD = AO:AC 

und darnach die Gleichgewichts- 
bedingung 

P:Q = AO:AC, 

d. h. an der beweglichen Rolle herrscht Gleichgewicht, wenn sich 
Kraft zur Last wie der Radius der Rolle zu der von der Schnur 
umspannten Sehne verhält. 

Das Verhältnis der Kräfte in Bezug auf Kraftersparnis gestaltet 
sich am günstigsten, wenn AC ein Durchmesser der Rolle wird; die 
beiden Schnurtheile laufen dann parallel und es wird 

Anwendung findet die bewegliche Rolle zum Lastentransport, 
sowohl als solche, wie auch in Rollenverbindungen: dem gewöhnlichen 
Flaschenzug, dem Potenzflaschenzug und dem Differentialflaschenzug. 

4. Das Wellrad. Dasselbe besteht aus einer cylindrischen 
Walze, der Welle, und einer damit fest verbundenen Kreisscheibe, dem 
Rade; das Rad kann durch eine oder mehrere Stangen, Kurbel und 
Speichen genannt, vertreten sein. Am Umfange des Rades Fig. 27 
wirkt die Kraft P, am Umfange der Welle die Last Q. Bei einer 
Drehung des Systemes im Gleichgewichtszustande werden die Wege 
der Kräfte beziehungsweise an die Umfange der Kreise auf- und ab' 
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gewickelt; ist der Drehungswinkel 9, so erhalten wir sofort als 
Gleichgewichtsbedingangen 

(PR'q) — Qrq)) = 0, 

PiQ^riR, 

d. h. es herrscht Gleichgewicht, wenn sich Kraft zur Last verhält, 
wie der Radius der Welle zum Radius des Rades. Auch dieses Gesetz 
hätte sich als Hebelgesetz direct aus der Figur 
lesen lassen. 

Ahnlich wie beim Hebel sind auch hier 
die Drehungsmomente der Kräfte die Wir- 
kungsgrade und der gemeinschaftliche Dreh- 
ungswinkel der Wirkungsraum der Energien. 

Anwendungen findet das Wellrad als 
Schlüssel, als Haspel, Winde und Tummel- 
baum zum Heben von Lasten, ebenso beim 
Krahn; femer zur Übertragung und Regu- 
lierung von Bewegungen als Kurbel, Riemen-, 
Seil- und Kettenscheibe, als Zahnrad, konisches 
Rad und Kammrad etc. 

5. Die schiefe Ebene. Schiefe Ebene nennen wir eine gegen 
den Horizont geneigte feste Ebene. (Vgl. § 5 und 6.) Auf derselben 
liege eine Last Q Fig. 28; der Last soll mit Rücksicht auf die Reibung 
von irgend einer Kraft P das Gleichgewicht gehalten werden. Die 
Kraftrichtung P schliesse mit der Länge l der schiefen Ebene den 
Winkel ß ein, und der Elevations- 
winkel der schiefen Ebene sei a. 
Bei Verschiebung der Last um die 
Strecke s ist die von der Kraft ge- 
leistete Arbeit 

P • 5 • cos (Ps) = P • s • cos j3; 

die von der Last Q und durch die 

Reibung R consumierten Arbeiten 

sind beziehungsweise Q - s - cos (Qs) = Q - s ' sin a und R - S] die 

Reibung selbst ist dem Drucke auf der schiefen Ebene proportional, 

also wenn der Reibungscoefficient q ist, 

R = q{Q ' Gos a — P • sin j3), 

oder nach Einführung des Reibungswinkels 9 

iJ = tg 9 • (^ cos a — P • sin j3) . 

Soll durch die Arbeiten keine Bewegung veranlasst werden, so 
muss die algebraische Summe derselben gleich Null sein: 



Fig. 88. 
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. P • s • cos ß — Q ' $ 'sina — (^ cos a — P sin /3) •. s • tg ^ = 

oder 

P (cos ß '■\- sin ß tg g)) = Q (sin a + cos a tg 9) . 

Nach leichter Umformung wird 

p_ Q sin {a + <p) 
^ ^*cos(p — y)' 

Damach wird die Construction behufs Lastentransport am günstigsten 
sein, wenn ^ ß möglichst nahe gleich dem Reibungswinkel 9, und 
die Neigung der schiefeii Ebene möglichst gering sind. 

Die Wirkungsgrade der Energien sind P'Cos(/S — g))/cos g) 
und Q sin (a + (p)/cos 95 der gemeinschaftliche Wirkungsraum ist 
der Weg s. 

In praktischen Fällen, wie bei Lastentransporten auf Bergstrassen, 
Schrottleitern, Auffahrten und Rampen ist j3 = 0, indem die Kraft 
parallel mit der Länge der schiefen Ebene wirkt; lasst man diesfalls 
die Reibung unberücksichtigt, nimmt als ^ = 0, so wird 

Pz=QBina=Q-j 

oder 

P:Q = h:l, d.h.: 

Wirkt die Kraft zur Länge der Ebene parallel, so herrscht 
Gleichgewicht, wenn die Kraft sich zur Last verhält wie die Höhe 
zur Länge der schiefen* Ebene, 

In andern Fällen wird auch ß = a, die Kraft wirkt parallel zur 
Basis der schiefen Ebene; dann gilt bei Vernachlässigung der Reibung 

oder 

P:^ = Ä:&, d. h.: 

Im Gleichgewichtszustände verhält sich Kraft zur Last wie Höhe 
zur Basis. Anwendung findet dieses Gesetz bei der Schraube. 

Die allgemeine Gleichgewichtsbedingung enthält auch den Fall 
des Lastentransportes auf horizontaler Ebene; diesfalls ist o; = und 
ß .= und es muss sein 

P=Qtgq>, 

d. h. die Kraft hat in diesem Falle lediglich die Reibung zu bewältigen. 
Die Bewegung einer rollenden Kugel (eines Cylinders) behandelt 
Aufg. 6 im § 25. 

6. Der Keil. Ein Keil ist ein dreiseitiger prismatischer Körper, 
der einen besonders spitzigen Kantenwinkel besitzt. Diesem Kanten- 
winkel gegenüber liegt der Rücken des Keiles; die den Winkel bil- 
denden Flächen heissen Seiten. Der Keil dient dazu, um gegen- 
einander wirkende Kräfte als Lasten oder Widerstände zu bewältigen. 

Januschke, Erhaltung der Energie. 8 
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Zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingung sei in Fig. 29 P die gegen 

den Rücken wirkende Kraft und Qj Q die gegen die Seiten drückenden 

Widerstände. Treibt man den Keil um das Höhenelement dh = HD 

zwischen die Lasten ein^ so ist die Arbeit 

der Kraft P • dh positiv und die Arbeiten ^^s- «»• 

der Q nämlich QKD negativ; die Summe LP 

aller Arbeiten muss Null sein, also auch jrx^ r» 

P HD = 2Q'KD V:-''--fe-^'--v:/ 

oder, da ^y^^^\ 

AHDK<^ADC, ? \ 

auch \ 

P:Q = AB:ÄG, d. h.: A 

Beim Keile findet Gleichgewicht statt, 
wenn sich die Kraft zur Last verhält, wie C 

der Rücken zur Seite des Keiles. 

Anwendung findet der Keil zu Schneidewerkzeugen als Messer, 
Scheere, Nadel, Meissel, Beil etc. 

7. Die Schraube. Eine Linie auf einem Cylindermantel, welche 
in allen Elementen gegen die Erzeugenden gleich geneigt iet, heisst 
Schraubenlinie. Die Entfernung zweier auf einander folgender Schnitt- 
punkte einer Erzeugenden und der Schraubenlinie heisst Ganghöhe. 
Ein Schraubengewinde können wir uns entstanden denken durch Auf- 
wickelung eines vierseitig oder dreiseitig prismatischen Stabes längs 
der Schraubenlinie; der Cylinder mit dem Gewinde heisst dann Schrau- 
benspindel mit flachem, respective scharfem Gewinde. Die Schrauben- 
spindel passt genau in die Schraubenmutter. Spindel und Mutter 
bilden den Schraubensatz. Die Schraube dient dazu, um Körper zu 
heben, einen Druck oder Zug auszuüben etc. Wir denken uns behufs 
Ableitung der Gleichgewichtsbedingung an der eben charakterisierten 
cylindrischen Schraube die Schraubenmutter fesi und an der Spindel 
ein Gewicht Q als Last und am Umfange derselben die Kraft P wirken. 
Ist die Ganghöhe h und der Radius des Spindelumfanges r, so ergibt 
sich für eine Umdrehung der Spindel die Arbeit der Kraft P • 2rn und 
die von der Last consumierte Arbeit ^ • Ä; fttrs Gleichgewicht erfolgt 
kein Energiezuwachs und es müssen die beiden Arbeiten gleich gross 

sein; also 

p.2r7t = Q'h 
oder 

P:Q = h:2r7t, d. h.: 

Bei der Schraube herrscht Gleichgewicht, wenn sich Kraft zur 
Last verhält wie die Ganghöhe zum Umfange der Schraubenspindel. 

In der hier gedachten Form functioniert die Schraube als eine 
schiefe Ebene, das Gleichgewichtsgesetz entspricht auch der Gleich- 
gewichtsbedingung auf der schiefen Ebene, wenn die Kraft parallel 
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der Bahn genommen wird. Je nach der Bewegung der Spindel wird 
die Last als Zug oder Druck auftreten. Denkt man sich die Spindel 
fest und die Schraubenmutter bewegt, so gilt das obige Gesetz für 
diese. 

Die Schraube flndet Anwendung als Schraubengewinde zu Pressen 
und zur Befestigung von Maschinentheilen, zu Bohrern, Korkziehern, 
als Schiffsschraube, Mikrometerschraube etc. 

Aufg. L Bei einer unrichtigen Wage wird dadurch Gleichgewicht 
hergestellt, dass man in eine Wagschale das unbekannte Gewicht x eines 
Körpers und in die andere das bekannte Gewicht P==i 544*994 g legt; 
nach einer Verwechselung beider Körper muss zu P noch das Gewicht 
p aar 0*012 g hinzugelcgt werden, um wieder Gleichgewicht herzustellen. 
Wie gross ist a;? Wägungsmethode nach Gauss. — 

(x = yF{F + p) _- i (2P -f i>) = 545 g.) 

2. Eine Wage hat die Wagebalkenarme Z; ihr Gewicht Q greift im Schwer- 
punkt an, der sich X Längeneinheiten unterhalb der Drehungsachse befindet. 
Zu der beiderseitigen Belastung P wird auf einer Seite noch das Über- 
gewicht p hinzugegeben; wie gross ist der Ausschlagswinkel und wodurch 
kann derselbe vergrössert werden? — (Wenn die Drehungsachse in der 
Mitte des Wagebalkens liegt, so ist ig cc =p - l/Qk, Wenn die vom 
Drehungsmittelpunkte zu den Angriffspunkten der Kräfte P gezogenen 
Geraden l mit dem Wagebalken die <^ ß bilden, so ist 

igcc=p'l' cos ß/[(2P + i?) Z sin j3 + Qk] , - 

Bedingungen der Empfindlichkeit.) 3. Bei einer gemeinen Wage betrage 
die Länge jedes der beiden Arme l = 40 cm, der Abstand des Schwer- 
punktes vom ünterstützungspunkte d = 2 cm, das Gewicht des Wage- 
balkens und der beiden Schalen zusanunen Q = 260 g. Welches Über- 
gewicht muss man in die eine Schale legen, um einen Ausschlag a = 1^ 
zu bewirken? — (i? == 0*2182 g.) 4. Das laufende Meter eines gleich- 
förmigen Stammes wiegt n = 2 kg. Der Stamm wird durch ein an einem 
Ende angehängtes Gewicht von m = 24 kg bei einem ünterstützungs- 
punkte, welcher « = 5 m vom anderen Ende entfernt ist, im Gleich- 
gewichte gehalten. Wie lang ist der Stamm? — (6 m.) 6. Welchen 
Widerstand setzt eine Nuss dem Zerdrücken entgegen, wenn jeder Schenkel 
eines aus zwei einarmigen Hebeln bestehenden Nussknackers a = 14 cm 
lang ist, die Nuss 6 = 2*5 cm vor dem Gelenk liegt und an jedem 
Schenkel eine Kraft ^ = 9 kg wirkt? — (100*8 kg.) 6. Ein Mann schiebt 
eine Stange von 2 m Länge unter einen Stein und stützt sie in einem 
Abstände von 20 cm von der Steinmitte; welche Last kann er heben, 
wenn er einen . Druck von 60 kg ausüben kann? — (540 kg.) 7. Die 
Erde wiegt ungefähr 6 Quadrill. kg; wenn Archimedes seinen festen Punkt 
auf dem Monde (51800 Ml.) hätte und von der Sonne (20 Mill. Ml.) aus 
die Erde mit einem Hebel aus ihren Angeln zu heben versuchen wollte; 
welche Kxatft müsste er aufwenden? — (15 600 Trill, kg.) 8. Der zweir 
armigß Hebel eines Ziehbrunnens sei durch die Achse im Verhältnisse 1 : 4 

• 8* 
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getheilt und für sich im Gleichgewichte. In welcher Stärke Q überti^ 
sich ein auf den längeren Arm ausgeübter yerticaler Zug P^^^^ 15 kg auf 
die am anderen Ende befestigte Stange des Saugkolbens? — {Q =» 60 kg.) 
9. In einem Dampfkessel soll der Dampfdruck bis zu 9 Atmosphären 
anwachsen. Das Sicherheitsventil wirkt an einem 4 cm langen Hebelarm 
und hat einen Querschnitt von 7 cm^, das Gewicht des Hebels beträgt 
1*2 kg und der Schwerpunkt desselben ist vom Drehpunkte 29 cm ent- 
fernt; wo ist dieser Hebel durch ein Gewicht von 6 kg zu belasten, damit 
das Ventil bei zu starkem . Druck sich öfihet? Der Druck einer Atmo- 
sphäre = 103 kg auf 1 cm^ — (37*46 cm.) 10. Wie viel vermag ein 
Mann mittelst einer beweglichen Bolle, an der das Seil in parallelen Rich- 
tungen zu- und abläuft, zu heben, wenn er ohne Maschine einen Zug von 
90 kg auszuüben imstande ist? — (180 kg.) 11. Welche Seilspannung P 
ist erforderlich, um eine an der Achse mit 100 kg belastete bewegliche 
BoUe im Gleichgewichte zu erhalten, wenn diese mit dem sechsten Theile 
der Peripherie auf dem Seile ruht? — (-P== 100 kg.) 12. Ein Haspel, 
dessen WeUe im Durchmesser 2 dm misst, habe am Seile 124 kg zu 
tragen; welcher Druck gegen die 4 dm lange Kurbel hält dieser Last 
Gleichgewicht? — (31 kg.) 13. Ein Pferd drehe einen Göpel, indem es 
in einer Ejreisbahn von 18 m Länge herumgeht und fortwährend einen 
Zug von 80 kg ausübt. Man ermittle die Spannung Q, welche das Seil, 
das sich dabei auf die WeUe von 75 cm Umfang aufwickelt, , erföhrt. — 
(1920 kg.) 14; Mittelst eines Wellrades werde in einem Behälter vom 
Gewichte q eine Last Q um die Höhe h = (h^^ — Äq) gehoben; beispiels- 
weise wäre beim Wasserschöpfen q das Gewicht des Eimers, Q das zu 
hebende Wassergewicht, h^ die Tiefe des Brunnens und h die Hubhöhe. 
Am oberen Ende des Weges werde der Behälter entleert, dann um die 
Höhe h gesenkt, um wieder mit einer Last Q gefüllt und gehoben zu 
werden. Wie gross ist die geleistete Arbeit nach einer Hebung und 
Senkung, und wie lässt sich dieselbe bildlich darstellen? — Kreisprocess. 



Fig. 80. 



Fig. 31. 





(Wenn man die Gewichte als Ordinaten und die Wege als Abscissen auf- 
trägt, so ist nach Fig. 30 die Arbeit der Hebung 

Wi={Q-{- q)h = PL ÄBEF, 

und die Arbeit bei der Senkung TTg = ö'ä = Fl. CBEF, Die geleistete 
nutzbare Arbeit ist denmach /IW =^ Q *h =^Y\,ABCD ) 15. Welche 
Änderung erfährt das Bild für die Arbeit, wenn berücksichtigt wird, dass 
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die Last Q bei der Füllung etwa durch Neigung des Behälters allmäh lig 
anwächst und dabei der Schwerpunkt steigt, und dass bei der Entleerung 
Q allmählig abnimmt und der Schwerpunkt fällt? (Siehe Fig. 31.) 
16. Wie gross ist das Güteverhältnis oder der ökonomische Coefficient 
der Maschine, d. i. das Verhältnis der Nutzarbeit zu der überhaupt auf- 
gewandten Arbeit? — (cc = JW/W^ = Q/(Q + q),) 17. Aus dem Güte- 
verhältnis der Maschine in der Form (T^i — TFg)/T7i = (Öi — ög)/^! 
ist das Verhältnis jeder Arbeit W zur zugehörigen Intensität Q zu be- 
stimmen; zu zeigen, dass dieses Verhältnis unabhängig ist von dem Stoffe 
der Maschine, und dass beim Ereisprocess die algebraische Summe der 
betreffenden Verhältniszahlen gleich Null ist. — (Zunächst folgt 

d. i. die Extensität oder der Wirkungsraum; femer ist beim Bjreisprocess 
die algebraische Summe der Höhen gleich Null.) 18. Zwei Pferde ziehen 
einon 28 ZoUcentner schweren Wagen auf einer Strasse mit der Steigung 
1:70 bergan; welche Componente der Schwerkraft haben sie zu über- 
winden? — (20 kg.) 19. Eine Wagenbremse werde durch eine Schraube 
angezogen, deren Gewindhöhe 12 mm und deren Schlüssel (Kurbel) 3 dm 
misst; welchen Zug übt die Schraube auf die Bremse aus, wenn der 
Schlüssel mit einer Kraft von 10 kg (abzüglich des auf die Reibung ent- 
fallenden Antheiles) angedreht wird? — (1571 kg.) 20. Durch den mäch- 
tigen einarmigen Hebel einer Weinpresse gehe nahe dem freien Ende eine 
entsprechend starke Schraubenspindel vertical hindurch, die sammt der 
Tinten angebrachten Belastung 400 kg wiegt. Wie hoch müssen die 
Schraubengänge sein^ damit ein horizontaler Druck von 6 kg gegen den 
1 m langen Schlüssel genüge, um die Spindel ohne Mitwirkung der Bei- 
bung im Gleichgewichte zu erhalten? — (94 mm.) 21. Ein Beil, dessen 
Schärfe 20^ beträgt, treffe mit einer lebendigen Kraft von 10 kgm einen 
Pfahl, in den es 4 cm tief eindringt; wie gross war im Mittel der hiebei 
auf die Seitenflächen des Beiles ausgeübte Druck Q? — (719*846 kg.) 
22r Lastwelie und Getriebe eines Bäderwerkes haben beziehungsweise 8, 
10 und 6 cm, die drei zugehörigen Räder aber 40, 30 und 36 cm im 
Durchmesser; welche Krafb muss am Umfange des letztbezeichneten Bades 
angreifen, um einer Last von 45 kg Gleichgewicht zu halten? — (0'5 kg.) 
23. Bei einem (archimedischen) Potenzflaschenzuge seien ausser der flxen 
4 (n) bewegliche Rollen vorhanden, deren letzte 192 kg (jQ) zu tragen hat. 
Man bestimme a) unter Vernachlässigung des Gewichtes der Rollen, b) unter 
der Voraussetzung, dass jede Rolle 1*6 kg {q) wiegt, welche am freien 
Seilende wirkende E[raft P das Gleichgewicht zu erhalten vermag, 
.(a) P = 12 {Q/2^) ; b) P = 13-5 kg [{Q — g)/2» + g] .) 24. Ein 
Flaschenzug bestehe aus einem fixen und einem beweglichen Kloben mit 
je 3 (n) Rollen, über die in der bekannten Weise ein dreimal zwischen 
den Kloben hin und her geführtes Seil läuft, das am unteren Ende des 
fixen Klobens befestigt ist. Man bestimme die Spannung P des Seiles, welche 
nöthig ist, um einer 72 kg (Q) betragenden Belastung des beweglichen 
Klobens Gleichgewicht zu halten, a) wenn das Gewicht des Klobens ver- 
nachlässigt wird, b) wenn dieser 1 '8 kg {q) wiegt* — (Wenn das Seil von 
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der Kraft P um die Strecke l bewegt wird, bo ist die HabhÖhe der Last 
Q gleich l/2n^ weil sich die Yerschiebung auf alle Theile des Seiles 
gleichmässig yertheilt, und daher ist 

a) P=12kg((3/2n), b) P = 12'^kg {(Q + q)/2n) ,) 

.25. Der Differentialflaschenzug besteht aus einem Wellrade und einer be- 
weglichen Bolle, die so verbunden sind, dass das Seil von der Welle um 
die bewegliche Bolle und dann um das Bad läuft; an dem vom* Bade 
abgehenden Theile des Seiles wirkt die Kraft P, an der beweglichen Bolle 
hängt die Last 96 kg (Q). Die Halbmesser von Welle und Bad seien 
beziehungsweise 6 cm (r) und 10 cm (jß). Es ist die Gleichgewichts- 
bedingung und daraus P mittelst des Arbeitsgesetzes zu ermitteln. — 
(Bei einer halben Umdrehung des Wellrades ist die Arbeit der Kraft 

P • En und die Hubhöhe der Last ^ (-^^ — ^^); ^® Gleichung für die 
Arbeitswerte ist P • Bit = ^Q^^ — ^)^5 daraus folgt 

P=Q{R — r)/2B=ld'2kg.) 

[Die Aufg. 3 -7 5 sind von Budde, 6 und 7 von Beis, 8, 10—13, 18—24 
von Daurer und 9 von Müller-Erzbach.] 

§ 31. Stoss unelastischer Körper. Zu den Erscheinungen^ die 
durch das Vorhandensein mehrerer Massen bedingt sind, gehört der 
Stoss zweier Körper. Derselbe kommt zustande, wenn ein Körper 
infolge seines Bewegungszustandes auf einen anderen, mit dem er zu- 
sammentrifft;, einwirkt. Die erste ausführliche Behandlung der Stoss- 
gesetze wurde im Jahre 1668 durch die königliclie Gesellschaft in 
London angeregt. Drei hervorragende Physiker entsprachen dem 
Wunsche der Gesellschaft, nämlich Wallis, Wren und Huygens; die- 
selben legten Arbeiten vor, welche die Stossgesetze ohne Ableitung 
enthielten. Wallis behandelte nur den Stoss unelastischer, Wren 
und Huygens nur den Stoss elastischer Körper. Die von Wren 
aus diesem Anlasse angestellten Versuche sind von grosser historischer 
Bedeutung, weil sich Newton bei Aufstellung seiner Principien auf 
dieselben bezieht^). 

Wir betrachten zuerst den Stoss unelastischer Körper. Zwei 
Körper, deren Massen M und m seien, mögen sich mit den Ge- 
schwindigkeiten V und V in derselben Richtung bewegen und zusam- 
mentreffen; die Bewegungsrichtung falle mit der Stossrichtung, 
d. i. mit der Normalen des Berührungselementes beider Körper, zu- 
sammen — der Stoss sei gerade — , und die gemeinschaftliche Rich- 
tung gehe durch den Schwerpunkt des gestossenen Körpers, d. h. 
der Stoss sei central. 

Der Versuch zeigt nun, dass die zusammenstossenden Körper 



1) E. Mach: Die Mech. in ihrer Entwickig. S. 282. 
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solange auf einander einwirken, bis sie eine gemeinschaftliche Ge- 
schwindigkeit G erreicht haben^ dass sie sich gegenseitig abplatten 
und ihre Deformation beibehalten. Da zur ßestaltyeränderung eine 
Arbeit erforderlich ist, so steht im vorhinein zu erwarten, dass ein 
Verlust an lebendiger Kraft der fortschreitenden Bewegung stattfindet. 
Das Energieprincip wird daher nicht ohne weiteres zu verwenden sein. 
Wir können nun zu dem Stossgesetze auf mehrfache Weise ge- 
langen^). Am schnellsten führt die Bestimmung des Druckes, welchen 
ein Körper auf den anderen ausübt, zum Resultate. Nach Newton*s 
drittem Bewegungsgesetze erscheint der Druck, den ein Körper ausübt, 
als Action, und der Druck, den der andere Körper erleidet, als 
ßeaction. Es ist aber derselbe Druck, der, ebenso wie ein Gegen- 
stand gleichzeitig für den Kaufmann als verkauft und für die Kunde 
als eingekauft gilt, für jeden Körper eine andere Bedeutung hat. Die 
Gleichheit von Action und Reaction führt unter der Voraussetzung, 
dass die sehr kleine Zeit der Stosswirkung r sei, nach dem Kewton- 
sehen Kraftmasse zu der Gleichung 

,, F— a ü — C 

T Z 

Nach Mach (a. a. 0, S. 202 flf.) ist dieses Gegenwirkungsprincip auch 
im Massenbegriff enthalten, wenn die Massen mit den Be- 
schleunigungen, die sie durch ihre gegenseitige Einwirkung er- 
2;eugen, gemessen werden. Nach dieser Begriffserklärung besteht die 
Proportion 

M:m = {C — v):{V—C), 

die mit der vorhergehenden Gleichung übereinstimmt. 
Nun folgt leicht 

Jf • F-f- m • v = (ilf + m) • C, 

d. h. die Summe der Bewegungsgrössen beider Körper vor dem Stosse 
ist gleich den Bewegungsgrössen nach dem Stosse. Und für die ge» 
meinschaftliche Geschwindigkeit nach dem Stosse erhält man den 
gesuchten Wert 

■~ M+m ' 

Vom Standpunkte des Energieprincipes gilt folgende Betrachtung: 
Wir fassen beide Körper als Bestandtheile eines Massensystemes auf, 
dann ist der Stoss nur eine Wirkung innerer Kräfte, und das ganze 
System^ beziehungsweise der Massenmittelpunkt desselben, erfährt 
keine Änderung seines Bewegungszustandes. Es muss somit C bereits 
die Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes vor dem Stosse sein, 

1) Vgl. auch, meine Schrift über d. Eng.-Princip i. d. Dyn. S. 53 — 66 und 
die Abhdlg, in d. Rlschlztsch. Wien. 1892. S. 622. 
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und als solche lässt sich dieselbe leicht bestimmen. Die gesammte 
lebendige Kraft des Systems besteht nach dieser Auffassung aus der 
lebendigen Kraft der relativen Theilbewegungen zum Schwerpunkte, 

nämlich aus —M{y — C)^ + y^K^ — ^Y ^^^ ^^^ ^®^ lebendigen 

Kraft der fortschreitenden Bewegung des Systems Y(Jf+w)(7l 
Andererseits setzt sich die ganze lebendige Kraft zusammen aus 
-— Jf • F^ und -^ m • v* ; daher besteht die Gleichung 

woraus bald der obige Satz für die Erhaltung der Bewegungsgrössen 
und der Wert für die Geschwindigkeit C folgen. 

Die beim Stosse geleisteten Arbeiten führen unter der Be- 
dingung, dass das Maximum der Arbeit geleistet wird (Princip von 
Ostwald), zum Heimischen Intensitätsgesetze, aus dem sich 
wieder die fraglichen Stossgesetze ohne weiteres ergeben. Es ist 
nämlich die Arbeit eines Körpers das Product aus der Kraft üf (F — (7)/r 

in den (mit der mittleren Geschwindigkeit berechneten) Weg — ( F+ C) • r, 

also gleich der Änderung der lebendigen Kraft —M{y^ — (7^). Somit 
sind die Arbeiten beider Körper beziehlich 

W^ = \M{y^—C^) und W^ = \m{y^—C^). 

Die Änderung der Gesammtarbeit bei einer Änderung jeder Geschwin- 
digkeit um jdv ist 

z/TF= [M{y— C) + m{v — C)] • z/t;. 

Die Bedingung fürs Arbeitsmaximum fordert das Verschwinden des 
eckigen Klammerausdruckes und damit das Gesetz für die Erhaltung 
der Bewegungsgrössen. 

Im Sinne des Heimischen Gesetzes sind M(V — C) und m(v — C) 
die Wirkungsgrade und ^v der Wirkungsraum der Energie. 
Die Summe der Wirkungsgrade gibt die resultierende Kraft, die im 
Gleichgewichtszustande verschwindet. Die Gleichheit der Wir- 
kungsgrade ist also wieder die Bedingung für das hergestellte 
Gleichgewicht. Das Heimische Intensitätsgesetz bringt hier augen- 
scheinlich das Newton^sche Gegenwirkungsprincip zum Ausdrucke. 

Aufg. 1. Wie gross ist die resultierende Geschwindigkeit C beim 
Stosse eines unelastischen Körpers gegen eine feste Wand? — (m = oo, 
t; = p, daher wird (7 = 0; d.h.?) 2. Wie gross ist (7, wenn beide 

Körpermassen M und m einander gleich sind? — (^ "^^ "ö" ^ ^ "K ^^ 
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3. In welcher Weise erfolgt die Einwirkung zweier unelastischer Kugeln 
beim schiefen Stoss, bei welchem die Bewegungsrichtung mit der Stoss- 
richtung nicht zusammenfällt? — (Es tragen nur jene Componenten der 
Geschwindigkeit zum Stosse bei, welche in die Stossrichtung fallen; die- 
selben werden durch den Stoss geändert und setzen sich dann wieder mit 
den unveränderten, zu ihnen normalen Componenten zusammen.) 4. Wie 
gross ist der Verlust an lebendiger Kraft beim Stosse zweier unelastischer 
Körper?* Welches ist das Äquivalent dieses Verlustes? 

(yilf F^ + Y wv^ - y (üf + m)C^ = Mm(V— vf/2{M + m) .) 

5. Wie gross wäre der Verlust an lebendiger Kraft der fortschreitenden 
Bewegung, wenn Erde und Mond in entgegengesetzter Richtung zusammen- 
stossen würden? Geschwindigkeit der Erde sei 4*1 Meil. a 7420 m, die 
des Mondes 0*14 Meil., die Erdmasse 6 Quadrill. kg schwer, die Mond- 
masse 1/81 der Erdmasse. — (3*612 -10^ kgm gegenüber der lebendigen 
Kraft der Erde von 277*6-10^ kgm.) 6. Robinson's ballistisches Pendel 
besteht aus einem mit Eisen zusammengehaltenen Holzblock, der auf 
einem Seile aufgehängt ist. Mit Hilfe eines solchen Pendels soll die Ge- 
schwindigkeit V einer Flintenkugel, die gegen den Schwerpunkt des Blockes 
geschossen wird, bestimmt werden. Der Ausschlags^ des Pendels sei 9?, 
die Schwingungsdauer t und die Gewichte von Block und Kugel seien Q 
und q, — (Nach dem Stossgesetze gilt g,- v = {Q -{- q)C ^ für die Arbeit 

der Pendelhebung -^ {Q -^^ q)C^ = {Q '\- q) - l(X — cos 9) , und für die 
Schwingungszeit t = % Yl/a . Daraus erhält man 

t; = — a • ^ • sin (p/2 • {Q + s)/^' •) 

§ 32. Gesetze des Stosses elastisclier Körper. Vollkommen ela- 
stische Körper kehren nach einer erlittenen Deformation wieder in 
ihr ursprüngliches Volumen zurück. Treflfen demnach zwei solche 
elastische Körper im geraden Stosse zusammen, so wird zunächst wie 
bei unelastischen Körpern eine Deformation derselben eintreten; infolge 
der geweckten Elasticität wird aber die Deformation wieder aus- 
geglichen, so dass keinerlei Änderung in der Configuration der Körper, 
also auch kein Verlust an Energie der fortschreitenden Bewegung 
eintritt. Somit muss die Summe der kinetischen Energien beider 
Körper vor dem Stosse gleich der Summe der Energien der Körper 
nach dem Stosse sein. Sind nun wieder beziehungsweise die Körper- 
massen M und m, die Geschwindigkeiten vor dem Stosse V und v, 
und nach dem Stosse F^ und t;^, so gilt 

Zur Berechnung der Geschwindigkeiten F^ und v^ ist noch eine 
weitere Gleichung nöthig. Wir gewinnen dieselbe aus der Betrachtung 
der bereits angedeuteten Abschnitte, in welche die Erscheinung des 
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Stosses zerfällt. Der erste Abschnitt besteht in der Abplattung der 
Körper und ist beendet, wenn beide Körper die gemeinsame Ge- 
schwindigkeit C erreicht haben; wie für unelastische Körper gilt auch 
hier die Relation 

. (M+m)C=MV-i-mv/ 

Der zweite Abschnitt ist gewissermassen die ümkehrung des 
ersten: Die Elasticität leistet die Arbeiten wieider zurück, welche 
früher zur Änderung der Configuration consumiert wurden und ver- 
wandelt die gemeinsame Geschwindigkeit G in die respectiven Ge- 
schwindigkeiten F^ und Vj-, durch Anwendung der analogen Schluss- 
weisen wie beim Stosse unelastischer Körper folgt wieder 

(üf + m)(7= -MFi + mt\', 

die beiden letzten Gleichungen geben dann 

mv + MV = mv^ + MV^, 

eine Gleichung, die direot den Ausdruck für die Gleichheit der Action 
und Reaction beim Stosse elastischer Kugeln erkennen lässt. Die 
gewonnenen Gleichungen in der Form 

M{ V^'-V^^) = m (v,^ — v^) 

"""^^ M{V— r,) = m(v, — v) 

geben durch Division 

{v+r,) = (v, + v) 

und darnach erhält man einfach 

T^ _ 2mv + V{3f — m) , _ ^MV—vjM—m) 

^1— M + m ^^^ ^i~ M+m 

Bei entgegengesetzter Bewegungsrichtung ist v negativ. 

Specielle Fälle: 1) Sind die Massen gleich, also Jf == »t, so wird 
Vi== V und v^ = F, d. h. beim Stosse werden die Geschwindigkeiten 
vertauscht. (Anwendung beim Percussionsapparate von Mariotte.) 

2) Hat der gestossene Körper eine unendliche Masse, also m = cx> 
und V = (feste Wand), so wird F^ = — F, d. h. der Körper prallt 
nach dem Stosse (gegen die Wand) mit der ursprünglichen Geschwin- 
digkeit in entgegengesetzter Richtung zurück. 

3) Beim schiefen Stosse wirken Kugeln nur infolge ihrer cen- 
tralen Geschwindigkeitscomponenten ; die daraus resultierenden Ge- 
schwindigkeiten nach dem Stosse setzen sich mit den unveränderten 
tangentialen Componenten wieder zusammen. Die bei diesem Stosse 
auftretende Reibung veranlasst die Kugeln zur Drehung wie beim 
Stosse unelastischer Körper. Anwendung der Stossgesetze elastischer 
Kugeln finden wir beim Billardspiele. 

Aufg. 1. Eine elastische Kugel wird mit einer Geschwindigkeit v 
unter dem Einfallswinkel or, d. i. der Winkel der Bewegungsiicbtung mit 
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der Stossrichtung oder dem Einfallslotbe, gegen eine feste Wand ge- 
worfen; mit welcher Geschwindigkeit und unter welchem Winkel prallt 
die Kugel wieder zurück? — (Mit der Geschwindigkeit v uiiter dem <^ a.) 
2. Eine elastische Kugel von der Masse M bewege sich mit der Geschwin- 
digkeit V in normaler Richtung gegen eine Wand, welche mit der Ge- 
schwindigkeit V verschoben werde; welchen Verlust an lebendiger Kraft 
erleidet die Kugel beim Stosse und wie gross ist die hierbei geleistete 
Arbeit, die zur Verschiebung der Wand dient? Was lehrt die Rechnung, 
wenn die Geschwindigkeiten V und v einander entgegengesetzt gerichtet 
sind? — (Die Geschwindigkeit der Kugel nach dem Stosse ist (2v — 7), 
daher der Verlust an lebendiger Kraft 

1-MV^ — ~3£{V— 2vf= 2Mv{V — v) . 

Für die geleistete Arbeit erhält man denselben Wert. Bei entgegengesetzter 
Richtung der Geschwindigkeiten tritt eine Vermehrung der lebendigen 
Kraft ein. Diese Ergebnisse sind in der kinetischen Gastheorie von Wichtig- 
keit.) 3# Ein Körper, welcher das Gewicht j) = 24 g und die Geschwindig- 
keit «; == 15 m hat, wird von einem zweiten Körper, welcher die Ge- 
schwindigkeit F = 20 m hat, eingeholt und mit centralem Stosse getroffen. 
Beide Buörper sind vollkommen elastisch. Der erste Körper hat nach dem 
Stosse die Geschwindigkeit v^= 21 m. Welche Geschwindigkeit hat der 
zweite Körper nach dem Stosse und welches ist sein Gewicht? — 
(v^= 16 m^ P= 36 g.) 4. Es sind drei vollkonunen elastische Kugeln 
von i>i = 1 kg, JP2 = V2 ^Sj i^3 = VI ^g Gewicht so aufgehängt, dass 
sie sich berühren und ihre Mittelpunkte in einer geraden Linie liegen. 
Welche Geschwindigkeit erhält die dritte Kugel, wenn die erste gegen die 
zweite mit einer Geschwindigkeit v^^=^ 1 cm stösst? — (^2 = Vs c™j 
Vg = ^Yg cm.) 5. Zwei Pendel von gleicher Länge 1= 1'25 m tragen 
ana Ende zwei elastische Kugeln von ^ = 20 g und P = 30 g Gewicht. 
Das erste Pendel wird um einen Winkel w = 60** gehoben und sich selbst 
überlassen, worauf es central gegen die zweite Kugel stösst. Wie weit 
schlagen die Pendel nach dem Stosse aus? — 

(sin ctj2 = 0-1 , «1 = 11<* 28' 42"; sin «2/2 = 0*4, «^ = 47® 9' 22".) 

[Anfg. 3 — 5 sind von Budde; Aufg. 2 wurde von mir bereits in der 
Zeitscfa. f. phys. u. ehem. Unterr. IV. S. 189 mitgetheilt.] 



n. Von dem Gleicligewiclite und der Bewegung 

der Flfissigkeiten. 

§ 33. Eigensdiaften der Flüssigkeiten. Von allen Flüssigkeiten 
kommt in der Natur das Wasser am häufigsten und in grössten 
Mengen vor und spielt auch die wichtigste Rolle. Dasselbe- wird 
deshalb als Vertreter aller vollkommenen Flüssigkeiten betrachtet, 
und die Mechanik der Flüssigkeiten wird Hydromechanik genannt. 
Seine wichtigste Eigenschaft, durch die es sich von den festen 
Körpern unterscheidet, ist bald aus den Erscheinungen ersichtlich; 
es ist die leichte Verschiebbarkeit seiner Theilchen: das Ein- 
tauchen fester Körper, das Ablaufen auf schiefen Flächen und alle 
Versuche, das Wasser zu theilen, lassen auf die angegebene Eigen- 
schaft unzweifelhaft schliessen. Die leichte Verschiebbarkeit der Theil- 
chen erklärt das Verhalten der Flässigkeiten unter verschiedenen 
Umständen; so ihre unselbständige Gestalt, — sie nehmen die Form 
der Gefässe an — , und die gleichmässige Fortpflanzung des Druckes 
nach allen Richtungen. Nur die Tropfenform ist selbständig. Ihr 
Volumen ist immer ein bestimmtes. 

Um einen In-thum, der sich in vielen Lehrbüchern findet, zu 
vermeiden, mag hier ausdrücklich darauf hingewiesen werden, dass 
die in Rede stehende Verschiebbarkeit der Flüssigkeitstheilchen 
nicht mit einer Trennung zu verwechseln ist. Bei allen bezüglichen 
Erscheinungen findet nur eine Verschiebung der Theilchen innerhalb 
des Constanten Flüssigkeitsraumes statt; es wird nichts anderes als 
die Arbeit der Oberflächenvergrösserung geleistet. Es ist dem- 
nach auch ein Schluss auf die Zusammenhangskraft (Cohäsion) 
der Theilchen unnöthig und unstatthaft. Ein späterer Paragraph soll 
hierüber zahlenmässige Bestimmungen bringen. 

Ursprünglich hielt man die Flüssigkeiten für unzusammendrückbar. 
Erst Bacon(1561 — 1626) stellte über die Zusammendrückbarkeit 
der Flüssigkeiten Versuche an. Eine hohle Bleikugel wurde ganz 
mit Wasser gefällt und gut verschlossen, alsdann mit ^inem schweren 
Hammer und mit einer Presse zusammengedrückt, bis das Wasser 
durch das feste Blei in Form eines feinen Thaues durchschwitzte. 
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Die Raumverminderung bei der Abplattung der ♦ Kugel wurde der 
Zusammendrückung des Wassers zugeschrieben^). 

Im Jahre 1761 stellte John Canton folgenden Versuch an: 
Eine Art Wasserthermometer mit grossem kugelförmigen Geföss und 
engem Haarröhrchen wurde nach dem Kochen des Wassers oben zu- 
geschmolzen. Da sich das Wasser beim Abkühlen zusammenzog, so 
entstand am oberen Ende des Haarröhrchens ein luftleerer Baum. 
Canton brachte dann die Vorrichtung unter die Glocke einer Luft- 
pumpe, so dass das obere Ende des Röhrchens in die Luft heraus- 
ragte, pumpte aus und brach die Spitze der Röhre ab. Die Wasser- 
oberfläche sank. Liess er dann Luft in die Glocke strömen, so stieg 
das Wasser, aber nicht bis zu seinem . ursprünglichen Stande. Aus 
der Volumverminderung des Wassers berechnete er die Compressibiltät 
0*000046 für die Volumeinheit und für den Druck einer Atmosphäre. 
Die neueren Versuche haben kein wesentlich verschiedenes Resultat 
ergeben. 

Die ersten genaueren Versuche rühren von Oerstedt (1822) her. 
Derselbe benützte ähnlich wie Canton eine thermometerähnliche Vor- 
richtung, Piezometer genannt, füllte sie mit der zu untersuchenden 
Flüssigkeit, gab einen Tropfen Quecksilber darauf und stellte sie 
neben einer Skala und einer als Druckmesser dienenden, mit Luft ge- 
füllten Röhre in ein dickwandiges Glasgef äss; dieses füllte er mit Wasser 
und übte mittelst einer angeschraubten Druckpumpe starke Drücke 
aus. Weitere genaue Versuche mit verschiedenen Flüssigkeiten wurden 
von Regnault, Grassi, Caillet u. a. angestellt. 

Um den Compressibilitätscoefficienten zu ermitteln, wird 
ein Volumen V unter den Druck P gestellt. Die Volumsänderung 
sei z:/F; dann ist ^V = k-V- P und daraus x = ^V/VF, Die 
Dimension ist \M^^ • L • T^]. Auch der reciproke Wert 1/x wird 
Compressibilitätscoefficient genannt; dieser bedeutet einen Druck auf 
die Flächeneinheit oder eine Spannung. 

Im ersteren Sinne genommen gelten nach Grassi folgende Com- 
pressibilitätscoefficienten: 
für Wasser bei 18® C u. 1 Atm. x = 46*2 10-^ oder bei 1 Megadyne 

auf 1 cm^ 45-5 • 10-«, 
für Äther bei 14® C u. 1 Atm. x = 14Ö10~« oder bei 1 Megadyne 

auf 1 cm» 138 • 10"«, 
für Alkohol bei 13-1® C u. 1 Atm. x = 99 • 10-« oder bei 1 Megadyne 

auf 1 cm» 97-8. 10-«, 
für Quecksilber bei 0®C u. 1 Atm. x = 3 • 10—« oder bei 1 Megadyne 

auf 1 cm» 2-91 . 10-«. 
:Eme Megadyne = 10« Dyne. 



1) Violle: Lehrb. d Phys. I. S: 497 ff. 
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Das Gesetz «von der gleichmässigen Fortpflanzung des 
Druckes hat Stevin (1600) fQr den Bodendruck und Pascal (1650) 
ganz allgemein ausgesprochen. Taucht man nach PascaFs Idee mehrere 
Glasröhrchen, von denen eines vor der unteren Offiiung gar nicht, 
eines nur einmal und eines zweimal rechtwinklig gebogen ist, theil- 
weise ins Wasser, so dringt kein Wasser ein, solange man die obere 
Öffiiung geschlossen hält; öffnet man, so steigt in jedem Röhrchen 
das Wasser empor. Da die unter dem Wasser befindlichen Öffnungen 
der drei Röhren beziehungsweise nach unten, nach seitwärts und nach 
aufwärts gekehrt sind, so muss man schliessen: Der Druck des 
Wassers wirkt nach allen Seiten, und derselbe ist gleich dem Gewichte 
einer Flüssigkeitssäule, deren Grundfläche die gedrückte Fläche und 
deren Höhe gleich dem Abstände dieser Fläche vom Flüssigkeitsspiegel 
ist^). Stevin construierte cylindrische, conische imd gebogene Gefässe 
und zeigte, dass der Bodendruck nicht von der Form des Gelasses, 
sondern nur von der Grösse der Bodenfläche und der Höhe der Flüssig- 
keitssäule abhängt. Pascal sprach das Gesetz mit folgenden Worten 
aus: ^^Wenn ein allseitig verschlossenes, mit Wasser gefülltes Gefäss 
zwei Offiiungen hat, deren eine lOOmal so gross als die andere, und 
wenn man in jede Öffnung einen gut schliessen- 
den Kolben einpasst, so kann ein Mann, der 
auf den kleinen Kolben drückt, der Ki-aft von 
100 Männern, welche auf den grossen Kolben 
drücken, das Gleichgewicht halten, und ei 
wird .99 Männern überlegen sein. Welche 
Dimensionen diese Offiiungen auch haben 
mögen, die Kräfte sind im Gleichgewichte, 
wenn sie sich wie die Öffnungen verhalten." 
In der Form der Fig. 32 gibt ein solches Gefäss eine hydraulische 
Presse in der einfachsten Gestalt. 

Von besonderem Interesse ist es, dass Pascal auch die Giltigkeit 
des Principes der virtuellen Bewegungen für Flüssigkeiten fesstellte 
er sagt: „Man kann nur bewundem, dass bei dieser neuen Maschine 
sich dasselbe Gesetz wieder findet, wie bei den schon bekannten, z. B. 
beim Hebel, der Rolle, der Schraube u. s. w., nämlich, dass der Weg 
in demselben Verhältnisse wächst, wie die Kraft abnimmt, ein Gesetz, 
das man sogar als die wahre Ursache der hier besprochenen Wirkung 
betrachten kann." 

In der einfachen Form, die das Princip ersichtlich zu machen 
geeignet ist, ist die genannte Presse für den technischen Gebrauch 
noch zu unvollkommen; erst durch die Einrichtungen, welche der 
Presse durch Brahma (1749 — 1814) gegeben wurde, wird dieselbe 
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1) Poske in seiner Zeitsch. VI, S. 273. 
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gut verwendbar. Die Vorrichtungen beziehen sich auf den Wasser- 
abschluss durch Lederringe im grossen Cylinder und auf ein Ventil 
im kleinen Cylinder, das dieselbe Function hat, wie das Ventil einer 
Druckpumpe. 

Im Folgenden soll das Princip der virtuellen Bewegung als Grund- 
lage zur Ableitung der wichtigsten hydraulischen Gesetze dienen. Die 
Flüssigkeiten sollen dabei als unzusammendrückbar vorausgesetzt werden. 

Aufg. 1. In einem von allen Seiten geschlossenen GefSsse befinden 
sich an beliebigen Stellen der Wände 2 Eöhren, die mit Kolben versehen 
sind. Der Querschnitt einer Eöhre sei 5, der der anderen w • 5; die Drücke 
der Kolben auf die Flächeneinheit, die sich das Gleichgewicht halten, 
wenn das Gefilss mit Flüssigkeit gefüllt ist, seien beziehungsweise P und p. 
Welche Beziehung zwischen diesen Drücken ergibt sich aus dem Arbeits- 
gesetze? — (Bei einer Verschiebung der Kolben um die Strecken L und Z 
sind die Arbeiten P-fi'S- L — p'S-l = und die Volumen n-s- L = S'I, 
folglich P ^ p. Gesetz der gleichmässigen Druckfortpflanzung nach allen 
Seiten.) 2. In einer hydraulischen Presse ist der Durchmesser des Druck- 
kolbens 1*5 cm, der des Presskolbens 15 cm; ein Mann drückt an einem 
Hebel von 2 m Länge, der die Stange in 15 cm Entfernung vom Stütz- 
punkte trägt, mit 40 kg; wie gross ist der Druck des Presskolbens? — 
(53 SSSYj kg.) 8. Wie gross musste an der Menei-Brücke der Nutzeffect 
der Dampfmaschine sein, wenn die Kolbenstange derselben direct auf den 
Druckkolben wirkte, und wenn ein Stück von 1 Mill. kg in jeder Stunde 
9 m gehoben werden sollte. — (SSYg Pferdekräfte.) [Eeis.] 

§ 34. Niveauflächen. (Clairault 1743.) Die Gleichgewichtsbedin- 
gungen einer Flüssigkeit unter dem Einfluss der Schwerkraft wurden 
von Newton und Huygens anlässlich der Berechnung der Erdabplat- 
tung studiert. Einer allgemeinen Lösung wurde dieses Problem von 
Clairault zugeführt, indem er zeigte, dass — nach der heutigen Be- 
zeichnungsweise ausgedrückt — die Flächen gleicher Arbeit zu- 
gleich die Flächen gleichen Druckes sein müssen. Die Flächen 
heissen Niveauflächen. 

Bei Untersuchung der Erdgestalt (§§ 20 und 21) haben wir be- 
reits von dem Satze Gebrauch gemacht, dass die Erdoberfläche eine 
'Niveaufläche sein muss, wenn die Massentheilchen auf derselben als 
leicht beweglich vorausgesetzt werden; es war nämlich im vorhinein 
klar, dass die Schwerkraft normal zur Oberfläche wirken muss, weil 
sonst die beweglichen Theilchen auf geneigter Fläche nach dem Ge- 
setze der schiefen Ebene herabliefen. 

Wir wollen nun nach dem Grundgedanken Clairault's die Gleich- 
gewichtsbedingung einer Flüssigkeit in einem Gefässe ermitteln. 
Fig. 33 sei das bis zur Oberfläche AB mit Flüssigkeit gefüllte Ge- 
fäss; das spec. Gewicht der Flüssigkeit sei f. Nach Clairault muss 
im Gleichgewichtszustande die Flüssigkeit in einem gedachten, in sich 
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Fig. 33. 




geschlossenen Kanäle für sich im Gleichgewichte sein. Wir wählen 
der Einfachheit halber einen aus den verticalen Röhren H, h und 
aus den unter dem Winkel a gegen Jff geneigten 
Rohr l bestehenden Kanal und ermitteln für die 
darin enthaltene Flüssigkeit die Gleichgewichts- ^ 
bedingung. Zu diesem Zwecke denken wir 
uns in dem Kanäle eine virtuelle Verschie- 
bung der Flüssigkeit, deren Arbeitsleistung 
gleich Null ist. Es werde z. B. die Flüssig- 
keitssäule in H um k herabgedrückt und 
dadurch in l und h um l gehoben. Die Basen beider verticalen 
Röhren seien gleich s. Damach besteht die Gleichung der Arbeiten 

(Jff . 5 . /) A = (A . s . /*) A -f (Z cos a . 5 • /•) A . 

Daraus folgt H» f=h - f -{- l - cos a • / oder H=h -{- l - cos a . 

Ist ^« = 90**, so ist I[= hj d. h. die Oberflächenpunkte müssen 
von einer Horizontalen gleich weit abstehen, die Oberfläche selbst 
muss also horizontal sein; femer muss H- f^^'fy ^-^^ ^^^ Druck 
in einer horizontalen Ebene muss constant sein. Die horizontale 
Fläche, die wegen ihrer Normalstellung zur Richtung der Schwer- 
kraft eine Fläche gleicher Arbeit ist, muss daher auch eine Fläche 
gleichen Druckes sein. Die Oberfläche ist ebenfalls eine Niveau- 
fläche; diesem Umstände verdanken die Niveauflächen ihren 
Namen. 

In der Form Sf — Z cos «•/*= ä/* besagt die Gleichung, dass 
die Basis der Röhre h von oben und unten gleich stark gedrückt 
wird; dieses Ergebnis bestätigt den Satz von der gleichmässigen Fort- 
pflanzung des Druckes. 

§ 35. Das hydrostatische Paradoxon. (Stevin 1600.) Dasselbe 
gibt das Gesetz für den Bodendruck einer Flüssigkeit in einem 
Gefässe; es lässt sich wie folgt ableiten^). 
Das in Fig. 34 angedeutete Gefäss habe 
in seinem untern Theile den Querschnitt 
S und oben den Querschnitt s und sei 
bis AB mit einer Flüssigkeit vom spe- 
cifischen Gewichte /"gefüllt. Dem Drucke 
p auf die Bodenfläche werde durch den 
Gegendruck eines Kolbens das Gleich- 
gewicht gehalten. Wird nun der Kolben 
um die verschwindend kleine Strecke A 
nach aufwärts bewegt, so hat die Kraft p^ 
welche unterdessen nicht geändert wird, 
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1) Siehe meine Abhdlg. in d. Zeitsch. f, d. ReaUchulw Jahrgg. 1883 p. 458, 
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die Flüssigkeitssäule im untern Qefässtheile um A und die obere 
Säule um X' zu lieben; da die unten verdrängte Flüssigkeit nacli oben 
tritt, so muss 

sein. 

Soll die Energie der Flüssigkeit unverändert bleiben, so muss die 
Arbeit der Kraft p vollständig consumiert, also zur Hebung der Flüssig- 
keit verwendet werden; demnach gilt die Gleichung: 

wir substituieren für s X' und kürzen durch A; dann wird 

Der Bodendruck einer Flüssigkeit ist also gleich dem Producte 
aus der Bodenfläche, der totalen Höhe der Flüssigkeitssäule und dem 
specifischen Gewichte; er ist unabhängig von der Form der Seiten- 
wände. Der Satz heisst das hydrostatische Paradoxon. Der ex- 
perimentelle Nachweis desselben geschieht mit dem Haldat'schen 
Apparate. 

Auf dem Bodendrucke beruhen: ReaFs Extractivpresse, der ana- 
tomische Heber, das Verderben von Thieren, Fahrzeugen und anderen 
Gegenständen am Meeresboden etc. 

Aufg. 1. Eine Beal'sche Presse besteht aus einem cubischen Geisse 
von 30 cm Kante und einer Bohre von 30 m Höhe; wie gross ist der 
Bodendruck? — (2727 kg.) 2. Welchen Druck hat ein Mann von 120 dm* 
Oberfläche in einer Taucherglocke oder in einem Skaphander zu ertragen, 
wenn er 30 m tief eingetaucht ist? — (36 000 kg.) 3. Wie gross ist 
der Seitendruck auf eine rechteckige, 20 cm breite Wand, an welcher 
Wasser 50 cm hoch steht? — (25 kg.) 4. Wie gross ist der Seitendruck 
von Quecksilber auf ein gleichseitiges Dreieck von 10 cm Seite, wenn die 
obere Seite dem Spiegel parallel und 6 cm von demselben entfernt ist? 
Specifisches Gewicht des Quecksilbers == 13*6. — (5*233 kg.) [Reis.] 
5. Welchen Druck erfährt 1 m^ in einer Meerestiefe von 8096 m, wenn 
die Dichte des Meerwassers 1*029 ist? — (8 330 784 kg.) 6, Das Wasser- 
leitungsrohmetz einer Stadt liege um 20 m tiefer als der Wasserspiegel 
im Speisereservoir; welchem Druck müssen die Röhren pr. 1 cm^ Wider- 
stand leisten können? — (2 kg.) [Daurer.] 

§ 36. Arbeitswert eines Flüssigkeitsgewiclites. Communicierende 
Gefässe^). Fliesst eine Flüssigkeitssäule aus der Bodenöffiiung ihres 

Gefässes aus, so sinkt ihr Gewicht Q um die Schwerpunktshöhe —h^ 

wenn h die Höhe der Säule bedeutet. Der Arbeitswert des Flüssig- 
keitsgewichtes ist denmach: 

1) Siehe meine Abhdlg.: Zur Übereinstimmung der phys. Arbeitsgesetze. 
Rlschlztscli. Wien. 1892. 

Januschke, Erhaltung der Energie. 9 
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durch Einführung des spec. Gewichts /) des Volumens v und des 
Druckes P auf die Einheit der Bodenfiäehe erhält man 

d. h. die Arbeit ist gleich dem Producte zweier Factoren, die nach 

Helm als Wirkungsgrad (-r- • Pj und als Wirkungsraum (v) bezeichnet 

werden können. Der erstere wird bestimmt durch den mittleren Druck, 
unter welchem sich das Volumen v befindet. Theilt man die Flüssig- 
keit in kleine horizontale Schichten, so kann man für jede derselben 
das Product aus dem Druck in das Volumen berechnen und alle Pro- 
ducte summieren; die Summe kommt dem angegebenen Arbeitswerte W 
gleich. Es gilt demnach allgemein, dass der Arbeitswert durch das 
Product aus dem Druck auf die Flächeneinheit in das Volumen, das 
diesem Drucke unterworfen ist, bestimmt wird. J. Stefan hat in 
diesem Sinne auch die hydrostatischen Grundgleichungen der ana- 
lytischen Mechanik gedeutet. 

Die allgemeine Bedeutung des gewonnenen Arbeitswertes folgt 
aus der Arbeit, die geleistet wird, wenn ein Massentheilchen aus einer 
Flüssigkeitsschichte infolge eines Überdruckes in eine Nachbarschichte 
bewegt wird. Ist der Druckunterschied beider Schichten ^p und das 
Volumen des Massentheilchens t; = 5 • A, so muss die Erafb ^p • 5 
längs des Weges A wirken, um den Körper von einer in die andere 
Schichte zu schaffen, und es wird die Arbeit geleistet 

w = .dp ' s • X= Jp ' V . 

Diese Form der hydrostatischen Grundgleichung gibt somit die Arbeit 
an, die verrichtet wird, wenn ein Körper vom Volumen v einer Druck- 
änderung ^p unterworfen wird. 

Als ein System betrachten wir zwei Flüssigkeitssäulen in den 
Schenkeln eines communicierenden Gefässes. JDie Arbeitswerte, 
bezogen auf das Niveau der Trennungsfläche, sind 

und 

Im Gleichgewichtszustande muss die Sunmie der Werte ein Minimum 
sein. Als Bedingung gilt, dass bei möglichst kleiner, etwa durch 
Verschiebung der Trennungsfläche der Flüssigkeiten geleisteten Arbeit 
der gesammte Arbeitswert keine Änderung erleidet. Bei solcher Ver- 
schiebung ist Jv^ = — jdv^ = z/v und 
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Aus der Gleichheit von ^dv folgt die Gleichheit der Wirkungs- 
grade als Gleichgewichtsbedingung, nämlich \' fi = \ - f^ oder 
^1 • ^2 = /i • /i? ^- ^* ^^®^ Flüssigkeiten, die sich nicht mischen, stellen 
sich getrennt in zwei Schenkeln eines communicierenden Gefässes so 
auf, dass die Abstände ihrer Oberflächen von der gemeinschaftlichen 
horizontalen Trennungsebene sich umgekehrt wie ihre specifischen 
Gewichte verhalten.* Für ein und dieselbe Flüssigkeit sind in beiden 
Schenkeln die specifischen Gewichte einander gleich, und es folgt, 
dass \^=\, d. h. dass die Flüssigkeitshöhen in beiden Schenkeln 
dieselben sind. 

Anwendungen finden die communicierenden Gefässe zu Wasser- 
leitungen, Springbrunnen, Wasser- und Kanalwagen, Wasserstands- 
anzeigern bei Dampfkesseln, zur Erklärung der ungefähr gleichzeitigen 
Niveauschwankungen des Grundwassers und des benachbarten Fluss- 
wassers, femer zur Bestimmung des specifischen Gewichtes und der 
Ausdehnung der Flüssigkeiten. 

Aufg. 1. Es ist der Arbeitswert der Schwerkraft für eine Wasser- 
masse in einem cylindrischen Geisse, das längs des Höhenstückes H den 
Querschnitt S und längs des Höhenstückes h den Querschnitt s besitzt 
(siehe Fig. 34), zu bestimmen und darnach die Änderung des Arbeits- 
wertes bei einer kleinen Hebung der Flüssigkeit anzugeben. — (Die Wasser- 
gewichte {HS) und Qis) multipliciert mit ihren Schwerpunktshöhen geben 

den Arbeitswert W ^^ —S-E} -{- hs IH -|- ~ j • Bei einer kleinen Hebung 

bleiben die Gewichte unverändert, und ihre Wege sind dH und dh^ wobei 
8dH=S'dh^dv. Daher folgt dW = (H + h) * SdH = p-dv .) 
2. Ein 'communicierendes Gefäss bestehe aus zwei der vorigen Aufgabe 
entsprechenden Gefässen; es ist die Gleichgewichtsbedingung für den Stand 
einer Flüssigkeit zu ermitteln. 3. Wenn in einem Schenkel eines com- 
municierenden Gefässes eine Quecksilbersäule 76 cm hoch ist, welche Höhe 
muss eine Wassersäule haben, um das Gleichgewicht zu halten. — (10' 33 m.) 
4. Wie lässt sich mittelst eines communicierenden Gefässes die Dichte 
einer Flüssigkeit bestimmen? 5. Es ist nachzuweisen, dass der Arbeits- 
wert Jp ' dv = P ' V den Momentensatz für eine Flüssigkeit in einem 
beliebigen Gefösse in Bezug auf die Flüssigkeitsoberfläche als Momenten- 
ebene zum Ausdruck bringt. — (jpdv = jz • fdv = Z • /" • F = P • F.j 

§ 37. Das ArcMmedisclie Gesetz. (22Ö v. Chr.) Dieses wichtige 
Gesetz wurde entdeckt anlässlich der Auffindung einer Methode, um 
die Echtheit der Krone des Königs Hieron IL von Syrakus zu prüfen. 
Archimedes soll zu der Idee der Lösung dieses Problems gekommen 
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sein^ als er sich in ein Bad begab und beim Eintauchen ins Wasser 
den Gewichtsverlust seines Körpers beobachtete. Er stellte darnach 
allgemein den Gewichtsverlust eines Körpers, der in eine Flüssigkeit 
getaucht ist, gesetzlich fest. 

Unter Voraussetzung der leichten Verschiebbarkeit der Flüssig- 
keitstheilchen kann das Gesetz mittelst des Ausdruckes für die Arbeit 
durch folgenden Vorgang gewonnen werden^): Wird ein schwerer 
Körper durch eine aufwärts wirkende Kraft P in einer Flüssigkeit 
im Gleichgewichte gehalten und in diesem Zustande um die Höhe h 
gesenkt, so herrscht darnach wieder Gleichgewicht und die Summe 
der verrichteten Arbeiten ist gleich Null. Die Arbeit von P ist 
( — P • Ä), die Arbeit des fallenden Körpergewichtes ^ ist (+ ^- A) 
und die Arbeit des Gewichtes q der Flüssigkeit, welche vom Körper 
in seiner schliesslichen Lage verdrängt wird und in den Raum seiner 
ersten Lage aufsteigt, ist ( — g^'Ä). Folglich besteht die Gleichung 

— P.Ä+ ^.Ä — g.Ä = 
oder die Relation 

welche unmittelbar das Archimedische Gesetz ausdrückt, nämlich 
lehrt, dass der Körper in der Flüssigkeit so viel von seinem Gewichte 
verliert, als die verdrängte Flüssigkeit wiegt. 

Die Gewichtsabnahme des Körpers geht nicht verloren, sondern 
sie findet sich in der Gewichtszunahme der Flüssigkeit wieder. Zu 
diesem Ergebnisse führt der Satz von der virtuellen Verschiebung, 
wenn man den Körper Q durch die Kraft p weiter in Ruhe erhält 
und das Gefäss sammt der Flüssigkeit um eine Wegstrecke h bewegt. 
Bei dieser Bewegung, welche mittelst einer Kraft P' nach aufwärts 
gedacht werden soU, werden folgende Arbeiten geleistet: Die Arbeit 
der KJraft P' von der Grösse P'h und die Arbeit des Gewichtes R 
von Gefäss und Flüssigkeit ( — J?Ä); die Flüssigkeit q, welche ur- 
sprünglich in der Entfernung h unterhalb des Körpers liegt, ist durch 
die Anwesenheit des Körpers verhindert, nach der Hebung in dessen 
Raum einzudringen und wird durch die Wirkungen des Systemes 
gezwungen, noch um die Strecke h emporzusteigen, wo sie dann den 
Raum der vom Körper anfänglich verdrängten Flüssigkeit ausfüllt; 
die Arbeit dieser Hebung ist ( — qh). Die verrichteten Arbeiten 
liefern die Gleichgewichtsbedingung 

P'h — Bh — gh=0. 

Daraus folgt die behauptete Vermehrung des Flüssigkeitsgewichtes, 

nämUch 

P'=JB + g. 

1) Siehe meine Abhdlg. in Poske's Zeitsch. II. S. 74. 
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Aufg. 1. Es ist der Arbeitswert der Schwerkraft eines Systems, das 
aus einer in einem Gefässe befindlichen Flüssigkeitsmasse und einem ein- 
getauchten Körper besteht, zu bestimmen und daraus das Archimedische 
Gesetz abzuleiten. Die Basis des Cylindergefässes sei S^ die Flüssigkeits- 
höhe H^ das Volumen des eingetauchten Körpers F, dessen specifisches 
Gewicht i^, das specifische Gewicht der Flüssigkeit f. — (Wenn h die Ent- 
fernung des Körperschwerpunktes von der Bodenfläche ist, so ist der ge- 
suchte Arbeitswert TT = — SH^ -j-F-JP-Ä — V - f • h und darnach die 

Schwere des eingetauchten Körpers P = dW/dh =^ ViF — f) ,) 2. Es 
ist mittelst des Satzes über die statischen Momente der Resultierenden 
und ihrer Componenten zu beweisen, dass der Auftrieb bei einem in 
eine Flüssigkeit getauchten Körper im Mittelpunkte der verdrängten Flüssig- 
keit angreift. 3. Es ist das Verhalten eines Körpers in einer Flüssigkeit 
in Bezug auf seine verticale Bewegung nach dem Archimedischen Gesetze 
zu erklären. 4. Es ist die Gleichgewichtsbedingung eines auf einer 
Flüssigkeit schwimmenden Körpers aus dem Arbeitsgesetze zu ermitteln. — 
(Der Arbeitswert eines schwimmenden Körpers darf durch eine kleine 
Verschiebung nicht geändert werden. Eine verticale Verschiebung führt 
zum Archimedischen Gesetz und fordert die Gleichheit des Körpergewichtes 
Q und des Gewichtes der verdrängten Flüssigkeit; beide Kräfte setzen 
ein Kräftepaar zusammen. Die Arbeit einer Drehung um 1^ ergibt das 
Drehungsmoment des E[räftepaares, also dW /da = ^ • ? == 0, wenn l der 
Arm des Kräftepaares ist; im Gleichgewichte muss dieser gleich Null sein; 
d. h.?) 5. In welcher Beziehung stehen die stabile und labile Gleich- 
gewichtslage zu den Arbeits- oder Energie werten? — (Vgl. § 26.) 6. Meta- 
centrum nennt man den Punkt, in welchem eine durch den Schwerpunkt 
der verdrängten Flüssigkeit gezogene Verticale die Mittellinie oder die 
Schwimmachse des Körpers schneidet; wo liegt das Metacentrum eines 
stabil und wo jenes eines labil schwimmenden Körpers? ?• Es sind Bei- 
spiele von indifferent schwimmenden Körpern aufzuzählen. 8. Forster hat 
im nördlichen Eismeere schwimmende Eismassen von 2000 Fuss Länge, 
400 Fuss Breite und 200 Fuss Höhe über der Oberfläche des ViTassers 
gesehen; wie gross musste das Volumen derselben unter dem Wasser sein, 
wenn man annimmt, dass sich die Gewichte gleicher Volumen von Eis 
und Meerwasser wie 9 : 10 verhalten? — (1440 Mill. Cubikfass.) 9. Um 
ein versunkenes Schiff vom Meeresgrunde heraufzuheben, hat man 20 leere 
und wasserdicht gemachte Fässer, jedes von 1*2 m^ Inhalt und 150 kg 
Gewicht an demselben befestigt und es dadurch gerade zum Aufsteigen 
gebracht. Wie gross ergibt sich daraus das Gewicht des Schiffes im 
Wasser? — (21 000 kg.) 10. Es soll das Gewicht eines korkenen Schwimm- 
panzers berechnet werden, der einen Menschen von 65 kg Gewicht im 
Wasser trägt, das specifische Gewicht des Menschen zu l'l und das des 
Korkholzes zu 0'24 gerechnet. — (1*87 kg.) U. Wie tief wird eine Holz- 
kugel von r = 5 dm Halbmesser und dem spec. Gew. f = 0*4 im Wasser 
einsinken? — (4'33 dm.) 12. Die Krone des Königs von Syrakus wog 
20 Pfd. und verlor im Wasser ly^ Pfd. Wie gross musste Archimedes, 
der vermuthete, dass das Gold der Krone mit Silber gemischt sei, die 
Gewichte der beiden Metalle finden, wenn er das spec. Gew. des Goldes 
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= 19-26, das des Sübers = 10*47 kannte? — (15-146 Pfd. Gold, 4*854 Pfd. 
Silber.) 13. Ein Platinwürfel verliert im Wasser 2 g, im Quecksilber 
27*2 g; wie gross ist das spec. Gew. des Quecksilbers? — (13*6.) 14/ Eine 
Glaskugel verliert in Wasser 8*325 g, und in Weingeist 5*86 g; spec. 
Gew. des Weingeistes? — (0*8.) 15. Ein Stück Platin von 1 kg verliert 
im Wasser 45 g; spec. Gew.? — (22%.) 16. Ein Stück Eisen von 3 kg 
wiegt im Wasser 2*6 kg; spec. Gew.? — (7*5.) 17. Ein Aräometer wiegt 
13*5 g; beim Einsinken in Wasser bis zur Marke muss man 7 g, in 
Spiritus 2*9 g zulegen; spec. Gew. des Spiritus? — (0*8.) 18. Ein Fläsch- 
chen, das 1000 Gran Wasser fasst, fasst 13 598 Gran Quecksilber, 1848 
Gran Schwefelsäure, 1272 Gran Schwefelkohlenstoff, 715 Gran Äther; 
welches sind die spec. Gew.? — (13*598, 1*848, 1-272, 0-715.) 19. Mittelst 
Kopp's Volumenometer fand man das Volumen von 1000 g gepulvertem 
Bimsstein 465 cm^, Stärkemehl 641 cm^, Baumwolle 787 cm^; spec. Gew.? 
— (2*15, 1*56, 1*27.) 20. Wie lässt sich das spec. Gewicht eines Körpers 
mittelst einer Briefwage bestimmen? [Aufg. 8 — 12 sind von Fliedner 
und B[rebs, 13 — 19 von Beis.] 

§ 38. Torricelli's Theorem. (1644.) a) Torricelli wurde durch die 
Beobachtung und zahlenmässige Feststellung der Ausflussmenge einer 
Flüssigkeit aus der Bodenöfl&iung eines Gefässes der Begründer der 
Lehre von der Flüssigkeitsbewegung oder der Hydrodynamik. Er 
fand, dass die in den auf einander folgenden gleichen Zeittheilen aus- 
geflossenen Flüssigkeitsmengen sich verhalten wie die ungeraden Zahlen 
in umgekehrter Reihenfolge, oder dass die Ausflussmengen, nach den 
einander vorausgehenden gleichen Zeittheilen geordnet, sich direct 
verhalten wie die ungeraden Zahlen. Torricelli bemerkte, dass die 
Theilchen vom Boden bis in die Höhe des Flüssigkeitsspiegels zu 
steigen vermögen, und dass ihre Geschwindigkeit daher sein muss 



d. h. gleich der Geschwindigkeit eines Körpers, der in verticaler Be- 
wegung nach aufwärts die Flüssigkeitshöhe zurückzulegen vermöchte, 
oder gleich der Geschwindigkeit eines Körpers, der frei die Höhe h 
von der Flüssigkeitsoberfläche bis zur BodenöflFnung herabgefallen ist. 

Vom Standpunkte des Energieprincipes ist das Gesetz ohne weiteres 
einleuchtend, wenn man annimmt, dass beim Ausströmen von Flüssig- 
keitstheilchen aus der BodenöflFnung die Flüssigkeit im Gefässe 
ihre Energie nicht ändert, und dass nur für die in der Höhe h 
verschwundene, oberste Flüssigkeitsschichte die ausfliessenden Theil- 
chen zum Vorschein kommen. Die Erhaltung der Energie fordert 
für die letzteren die lebendige Kraft, beziehungsweise die Geschwindig- 
keit eines von der Höhe h herabgefallenen Körpers. 

In mathematischer Form folgt das Gesetz aus dem Arbeitswerte 
der Flüssigkeit (§ 36), deren Höhe ä, Querschnitt S und specifisches 
Gewicht f seien, nämlich aus 
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z 
oder in ganz allgemeiner Form 

h 
=J f ' z ' S* dz. 



Infolge des Ausflusses eines Massentheilchens m = S - dh ^ f/a ist die 
Änderung 

dW=\mv^ = h'S'f'dhy 

aus der nach Einführung des Wertes m sofort das angegebene Gesetz 
für die Ausflussgeschwindigkeit v folgt. 

Die rechte Seite der letzten Gleichung entspricht in Bezug auf 
die allgemeine Form des Arbeitswertes W dem Ai'beitswerte der 
obersten Flüssigkeitsschichte; das Ergebnis gilt daher ohne jede Ein- 
schränkung far jede beliebige Gefässform. 

Zu den Ableitungsbedingungen muss bemerkt werden, dass die 
Flüssigkeit im Gefässe thatsächlich für sich Energie verbraucht, indem 
z. B. seitliche Strömungen gegen die Ausflussöffnung eintreten und 
eine Einschnürung des Flüssigkeitsstrahles verursachen; auch später 
zu behandelnde Molecularwirkungen (Reibung, Oberflächenspannung) 
ändern die Ausflussgeschwindigkeit. 

Das gewonnene Gesetz gestattet, bei gegebener Druckhöhe die 
Ausflussgeschwindigkeit und umgekehrt aus der Geschwindigkeit die 
Druckhöhe zu bestimmen; der letztere Fall tritt bei Druckbestim- 
mungen in Flüssen und Canälen ein. 

b) Das Volumen V der in der Secunde ausfliessenden Flüssig- 
keitsmenge ist gleich dem Producte aus der Fläche der Ausfluss- 
öffnung in die Ausflussgeschwindigkeit, also ist 

Diese theoretisch berechnete Ausflussmenge wird in der Wirk- 
lichkeit modificiert durch den- vernachlässigten Arbeitsverbrauch im 
Innern der Flüssigkeit und durch die Oontraction des ausfliessenden 
Strahles; um den wahren Wert der Ausflussmenge zu erhalten, hat 
man den Wert für V noch mit einem Contractions-Coefficienten 
(0*6 — 0*8) zu multiplicieren. Bei Anwendung von dickem Boden oder 
Ansatzröhren werden die Verzögerungen theilweise paralysiert durch 
die Adhäsion zwischen Flüssigkeit und Röhren wand, daher der Con- 
tractions-Coefficient etwas grösser ist. Die wirkliche Ausflussmenge 
durch die Öffnung eines dünnen Bodens ist daher in der Zeit t 

Ist die Druckhöhe nicht constant, so ändert sich auch die Aus- 
flussgeschwindigkeit; die Ausflussmenge kann dann mittelst der mitt- 



136 n. Von dem Gleichgewichte und der Bewegung der Flüssigkeiten. [§ 38. 



leren Ausflussgeschwindigkeit gefunden werden. Ebenso lässt sich 
auch die Ausflusszeit der Flüssigkeit aus der mittleren Geschwindig- 
keit bestimmen; wir erhalten dafiir aus 

8'h = 0'5'0'6'S't>Y2äh 



t 



0-38 r 2a 



Fig. S5. 




Mit dem Weissbach'schen Apparate lassen sich diese Gesetze ex- 
perimentell bestätigen. 

c) Wasseruhren. Wenn aus einem Gefässe das Wasser so aus- 
fliesst, dass die Wasseroberfläche sich gleichförmig senkt, so lässt sich 
die Vorrichtung zur Zeitmessung, also als Uhr benützen; es braucht 
bloss ein Schwimmer eine entsprechende Zeigervorrichtung in gleich- 
formige Bewegung zu setzen. Es ist zu diesem Zwecke 
die Form des Gefässes zu bestimmen^). Wählen 
wir hierzu einen horizontal liegenden Cylinder / 
Fig. 35, dessen Erzeugenden normal zur Zeichen- I 
ebene stehen und die Länge h haben, so ist der ^^ 
horizontale Schnitt des Gefässes überall ein Recht- 
eck von constanter Breite 6, und es bleibt uns bloss 
die Form der Leitlinie respective die Form der 
vordem und hintern Wandfläche zu ermitteln. Ist die ursprüngliche 
Wasserhöhe h um die Strecke gesunken, so entspricht der Wasser- 
druck noch der Höhe (h — 0) und für die Ausflussgeschwindigkeit gilt 

i;2 = 2a(Ä — 0); 

durch das Ausfliessen des Wassers durch die Bodenöfihung kommt 
auch das Wasser im Gefässe zum Sinken; ist die dieser Bewegung 
entsprechende Geschwindigkeit J7, so gilt S - U= s - v , Mit Bezug 
auf das in Fig. 35 skizzierte Coordinatensystem wird S '=2yh und 
demnach 

V === — U: 

s ' 

durch Substitution dieses Wertes geht der Ausdruck für die Ausfluss- 
geschwindigkeit über in 

hierin muss die Geschwindigkeit J7, mit welcher sich die Flüssigkeit 
im Gefässe senkt, constant sein. Die Gleichung, als eine Relation 
zwischen den Coordinaten y und ;?, bestimmt somit die Leitlinie des 
Cylinders zu einer Parabel, deren Scheitel am Boden des Gefässes 

und deren Parameter gleich rrjfi ist. 



1) Siehe F. Neumann : Einleitung in die theoretische Physik, S. 232. 
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Anfg. 1. Ein Hüssigkeitstheilchen vom Volumen dY steht unter dem 
Drucke p pro Oberflftcheneinheit ; welche Arbeit wird geleistet, wenn das 
Theilehen durch seine Bewegung ins Freie von dem Drucke entlastet 

wird?— (^Tr = Ym«;^= Y(/'/a)e?F.2aÄ=jp*dJF.^)) 2. In einer 

Z7- förmig gebogenen Heberröhre vom Querschnitte Eins befinde sich eine 
Flüssigkeit von der Länge l und dem spec. Gewicht /*; nach der Gleich- 
gewichtsstellung werde die Flüssigkeit in einem Schenkel um die Höhe h 
herabgedrückt und dann dem Einfluss der Schwere überlassen. Es ist die 
Schwingungsdauer dieses Flüssigkeitspendels abzuleiten. — (Die wir- 
kende Kraft ist immer der Niveaudifferenz 2Ä der freien Flüssigkeitsober- 
flächen proportional, also auch der Entfernung h der schwingenden Theil- 
ehen von ihren Gleichgewichtslagen proportional; somit entsteht nach § 12 
eine schwingende Bewegung. Die während eines Zeitelementes geleistete 
Arbeit ist l(f/a) - vdv = 4:h - f - dh-, folglich gilt für die Geschwindigkeit 
beim Passieren der Gleichgewichtslage (Z/a) •«;^= 4Ä^, wobei h die Ampli- 
tude. Denkt man mit dieser einen Kreis beschrieben, so wird derselbe 
mit der Geschwindigkeit v in gleicher Zeit zurückgelegt, als eine Doppel- 
schwingung; daher 2hn = 2 <vt und die Schwingungsdauer ^ = -x- ^ vW^-) 

8. Aus einer 5 m unter dem Wasserspiegel befindlichen Öfinung soll das 
Wasser mit einer Geschwindigkeit von 15 m ausfliessen; welcher Druck 
ist auf die Wasseroberfläche auszuüben? — (Ein Druck von 6*25 m Wasser- 
höhe oder 0*625 kg auf den cm^) 4* Wie viel Wasser fliesst in einer 
Stunde aus einer 10 cm^ grossen Öffnung, welche unverändert 51 m 
unter dem Wasserspiegel bleibt? — (Theoretisch 36 m^.) 5. In welcher 
Zeit wird ein cylinderförmiger Wasserbehälter von 3 m^ Querschnitt und 
von 2y2 m Höhe durch eine 10 cm^ grosse Öffnung am Boden entleert, 
wenn nur 62% der theoretischen Angabe als die wirklich ausfliessende 
Wassermenge angesehen werden kann? — (3454 See.) 6. Wo muss man 
bei einer zylinderförmigen Wasseruhr von 0*08 m^ Inhalt, von 40 cm 
Höhe und mit einer öfftiung am Boden von 0*079 cm^ die Marken an- 
bringen, damit sie die ganzen und halben Stunden anzeigt? — (Die Zeit 
der Entleerung beträgt 2 Std.; die Höhen der Marken verhalten sich wie 
16 : 9 : 4 : 1; sie selbst sind 22*5 cm, 10 cm, 2'5 cm.) [Aufg. 3 — 6 sind 
von Müller-Erzbach.] 

§ 39. Der hydraulische Druck. (Daniel Bemoulli 1738.) Daniel 
Bemoulli wies nach, dass der Druck der bewegten Flüssigkeiten je 
nach Umständen grösser oder kleiner sein kann, als der Drück der 
ruhenden Flüssigkeiten in denselben Gefässen. Wenn die Gefässe 
sa gestaltet sind, dass der Flüssigkeitsdruck an gewissen Stellen eine 
Beschleunigung in der Bewegung hervorbringen kann, dann wird eine 
Druckverminderung eintreten; bei Flüssigkeitsstauungen wird der Druck 

1) Der in einem Volumen F, das unter dem Drucke p pro Flächeneinheit 
steht, aufgespeicherte Arbeitswert pV ist für die Bestimmung der Arbeitswerte 
•im Felde der femwirkenden und Cohäsionskräfte von grundlegender Bedeutung. 
Vgl. § 19. 
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vermehrt werden. Bemoulli nennt den Druck bewegter Flüssig- 
keiten hydraulischen oder hydrodynamischen Druck zum Unter- 
schiede von dem hydrostatischen Drucke ruhender Flüssigkeiten. 
Das betreffende Gesetz entwickelte er aus dem Principe der lebendigen 
Kraft. Es ergibt sich in folgender einfachen Weise ^): Figur 36 sei 
ein Theil eines Gefässes von der Form eines _ „. 

Rotations-Körpers; in demselben herrsche eine "^^ "' 

reibungslose stationäre Flüssigkeitsströmung. ^V — fi ^ Jb 

In der verschwindend kleinen Zeit dt habe sich A\ jB' 

das Flüssigkeitsvolumen (J BGB) nach {ÄBCU) 

bewegt; dabei wird dieselbe Arbeit verrichtet, 

als wenn Flüssigkeit aus den Verhältnissen, die 

im ßaume {AB AB') herrschen, unmittelbar in 

jene des Raumes {CBG'B') versetzt würden, 

weil die Stromungs- und Energieverhältnisse im 

Zwischenräume {AB' CD) bei der betrachteten Bewegung unverändert 

bleiben. 

Sind in den beiden Baumelementen die Querschnitte des Gefässes 
beziehungsweise s^, 5^, die Geschwindigkeiten Vj, t?^, die Drücke auf 
der Flächeneinheit p^^ p^ und die Tiefen unter dem Flüssigkeitsspiegel 
je?!, 02 7 dann sind ihre Volumen s^- v^- dt und «^ • v^ • dt einander 
gleich, und mit Benützung der Flüssigkeitsdichte q gibt der Satz der 
lebendigen Kräfte die Gleichung 

Y^l ' Vj^- dt ' p(t?2* — Vj^) = 5i • Vj • d^ • p • «(jßfj — 0^) 

+ Pi^i v^dt^ P2$2 v^'dty 

d. h. der Zuwachs der lebendigen Kraft ist gleich der Arbeit der 
Schwere vermehrt um die Arbeit der Druckkräfte in der Flüssigkeit. 
Durch Abkürzung geht die Gleichung über in die Bemoulli'sche Form 

Y9W — Vi*) -= P • a • (^2 — h) — (l>2 - i>i)- 

Unter den für das Torricelli'sche Gesetz giltigen Annahmen nimmt 
die Gleichung die Gestalt dieses Gesetzes an; wenn v^ = 0, z^ = 0, 
P2 =l>i; so wird die Form 

erhalten. 

Dieser Wert für die Ausflussgeschwindigkeit v bei der Druck- 
höhe h soll dazu benützt werden, um in Verbindung mit der vorher- 
gehenden Gleichung das Gesetz fQr den hydrodynamischen Druck 
jPg in irgend einem Querschnitte s^ des Gefässes zu gewinnen. Wir 



1) F. Neumann, Einleitung in d. theor. Phys.; Mach, Entwickig. d. Mech. 
S, 389; Poincard, Thermodynamik. S. 113. 
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betrachten s^ als die Fläche des Flüssigkeitsspiegels, p^ als den daselbst 
herrschenden Druck und s als Fläche der Ausflussöflftiung. 

Die erstere Gleichung lässt sich leicht auf die Form bringen 

Y(>V(l — ^5 = P«^2 — O2 — ä)- 

Schreibt man für 0^ ^^ ^ ^^^ berücksichtigt das Flüssigkeitsvolumen 
s^v^ = 5g ^2 = 5 • v, so erhält man 

2?2 ist der im mittleren Querschnitte s^ herrschende Druck; wird davon 
der auf der Oberfläche lastende Druck p^^ abgezogen, so erhält man 
den von der Flüssigkeit herrührenden Druck p^ — Pi^ Derselbe ist 
aus der vorstehenden Gleichung 

Die Gleichung erlangt deshalb praktische Wichtigkeit, weil sie 
zur Berechnung des Druckes in Röhren, welche entweder vom Boden 
oder von der Seitenwand des Gefässes ausgehen, verwendbar ist. Für 

m m 8 

eine solche vom Boden ausgehende seitliche Röhre ist z =^h und — 

meist sehr klein, so dass das Quadrat dieses kleinen Bruches vernach- 
lässigt werden kann; der Flüssigkeitsdruck wird dann 



P2 



--Pi=9«*(l-|i) 



Damach ist der hydraulische Druck in den Seitenröhren von der Röhren- 
länge unabhängig, und nur abhängig von der Druckhöhe h und dem 
Verhältnisse der Querschnitte an den beiden Enden der Seitenröhre, 

Diesem Gesetze ordnen sich eine Reihe specieller Fälle unter. 
Wird s = 0, d. h. die Ausflussöffnung der Röhre verschlossen, dann 
geht der hydraulische Druck in den hydrostatischen über. 

Der hydraulische Druck kann auch negativ werden. Bei einer 
Seitenröhre, durch welche das Wasser ausfliesst, ist dies dann der 
Fall, wenn s > «g, also wenn sich die Röhre nach aussen erweitert. 
(Bestätigung mittelst des Weissbach^schen Apparates.) Aber auch in 
einem verticalen Röhrensysteme lässt sich dies erreichen. Nach der 
vorstehenden allgemeineren, vorletzten Gleichung werden die Seiten 
und mit ihnen der hydraulische Druck negativ, wenn 5 = Sg und 
h> sind, wenn also die mit einem Wasserbehälter in Verbindung 
stehende verticale Abflussröhre cylindrisch ist. Nach diesem Principe 
hat z. B. Venturi mittelst des Abflusswassers aus einem See in den 
Appeninen Sümpfe trocken gelegt. 

Der negative Druck bewegter Flüssigkeiten äussert sich als Saug- 
wirkung und wird deshalb auch anderweitig zum Saugen von Flüssig- 
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keiten und Gasen, wie z. B. bei Wassertrommelgefässen, Wasserluft- 
pumpen etc. verwendet. 

Aufg. 1. Ein weiter Wasserbehälter, in dem 1 m hoch Wasser steht, 
ist mit einer verticalen, cylindrischen Abflussröhre von 11 m Länge ver- 
sehen; wie gross ist der hydrodynamische Druck in der Bodenöfl&iung des 
Gefässes? — {p2 — i^^ = ^- 1 kg, d. h.?) 2. In einem Wasserbehälter 
befindet sich 2 m hoch Walser; vom Boden geht eine seitliche Röhre aus, 
deren öfinung in der Gefässwand 4 cm^ und deren AusflussöfEhung 8 cm^ 
sind. Wie gross ist der hydrodynamische Druck in der Wandöffnung? — 
(^2 — Pi = — 0*6 kg.) 3. Wie gross ist der Druck, wenn die Seiten- 
röhre cylindrisch ist? — (pg — Pi = ö.) 4. Ein Wasserstrahl vom Quer- 
schnitte s cm^ (4) stosse mit der Geschwindigkeit v m (9*81) normal 
gegen eine feste Wand. Welchen Stoss übt der Wasserstrahl aus? — 
(Es ist die Kraft p zu bestimmen, welche jede auffallende Wasserschichte 
von der Dicke vdt äussert, indem sie ihre Geschwindigkeit v verliert; 
da p im Schwerpunkte der Schichte angreift, so ist nach dem Satze 

der lebendigen Kraft p • -r-vdt = — 001 • 5 • t; • 10 dt • v^^ daher 

p = 0*1 • 5 • t;V9*81 = 3-924 kg.) 5. Ein Geföss mit einer Seitenöffnung 
vom Querschnitte s (25 cm^) sei bis zur Höhe h (10 m) über dieser mit 
Flüssigkeit von der Dichte q (0*8) angefüllt; wie gross ist bei Beginn 
des Ausflusses die ßeaction P auf das Geftlss? — (Gemäss der vorher- 
gehenden Aufgabe P=p'2 •^•5-9= 40 kg.) [Aufg. 5 ist von Daurer.] 

§ 40. Bewegung der Flüssigkeiten in engen Röliren. In den 
vorstehenden Fällen, welche die Bewegung der Flüssigkeiten in weiten 
Gefässen behandeln, wurde angenommen, dass die von den wirkenden 
Druckkräften geleistete Arbeit stets in kinetische Energie der be- 
wegten Flüssigkeitsmasse umgewandelt werde. Diese Annahme ist 
für enge Röhren unstatthaft, indem hier das Gesetz von der voll- 
kommen leichten Verschiebbarkeit der Flüssigkeitstheilchen nicht mehr 
gilt, sondern Kräfte zwischen den kleinsten Körpertheilchen (Mole- 
cularkräfte) sich geltend machen, die deren Freibeweglichkeit hin- 
dern. Das Wasser haftet an den Wänden und wird daselbst zurück 
gehalten, und die zurückgebliebenen Wasserschichten wirken auf die 
voraneilenden henmiend; es macht sich ein Zusammenhalt der 
Flüssigkeitstheilchen, die sogenannte Cohäsion geltend. Die ange- 
deuteten Bewegungshindemisse werden als Flüssigkeitsreibung 
bezeichnet. 

Unter Berücksichtigung der angegebenen Umstände betrachten 
wir eine Flüssigkeitsbewegung in einer engen horizontalen Röhre, 
welche mit einem Wasserbehälter in Verbindung steht ^). An bei- 
gemischten Bemsteinkömem beobachtet man, dass die Flüssigkeits- 



1) Siehe auch Tait, Eigenschaften d. Materie. Deutsch von Siebert, S. 272; 
Eyianek, der hydraul. Druck; VioUe, Lehrb. d. Phys. IL S. 725. 
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theilchen horizontal und gleichförmig sich in der Röhre bewegen, 
und dass die Bewegung um so schneller erfolgt, je näher die Theil- 
chen der Achse liegen. Bei Benetzung der Röhrenwand findet an 
dieser gar keine Bewegung statt. Aus der horizontalen Richtung der 
Bewegung kann man schliessen, dass die Querschnitte der Röhre 
Flächen gleichen Druckes sind; denn sonst müsste zum Zwecke 
der Ausgleichung der Drücke auch eine Bewegung in verticaler 
Richtung erfolgen. Von einem zum anderen Querschnitte werden 
aber die Drücke verschieden sein. Die gleichförmige Bewegung in 
horizontaler Richtung ist auch eine Bedingung der stationären Strö- 
mung, weil durch alle Querschnitte stets gleich viel Wasser fliessen 
muss. 

Aus der gleichförmigen Bewegung der Theilchen, welche von der 
Röhrenachse dieselbe Entfernung r haben, die also auf einer zur 
Röhre concentrischen Cy linderfläche liegen, folgt, dass die lebendige 
Kraft der Theilchen während ihrer Bewegung nicht geändert wird, 
und dass daher die von dem Flüssigkeits<hTicke geleistete Arbeit der 
zur Überwindung der Reibung verbrauchten Arbeit gleich sein muss. 
Diese Beziehung gestattet, 

den in den einzelnen Quer- ^»- ^7. 

schnitten der Röhre herr- 
schenden Flüssigkeitsdruck 
zu bestimmen. Wir be- 
trachten (Fig. 37) von der 
Flüssigkeit einen sehr dün- 
nen Hohlcylinder mit der 
ringförmigen Basis 

äs = 2r% ' dr 

und der Länge x^ von der 
Gefässwand an gerechnet, 

und stellen die Arbeit auf für die Verschiebung des Cylinders um 
die Strecke dx. Der Überdruck an der Wandöffhung (p^ — jö), be- 
zogen auf die Fläche ds, leistet die Arbeit (Pq — p)'dS'dXj und die 
Reibung, für deren Verzögerung wir a setzen, verzehrt die Arbeit 
{ds ' X - Q)a ' dXy wenn q die Flüssigkeitsdichte angibt. Durch Gleich- 
stellung beider Arbeitswerte erhält man 

(jPq — p) ' ds ' dx = ds ' X ' Q ' a ' dx, 

oder abgekürzt und q mit der Constanten a verbunden gedacht, 
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Mit Rücksicht auf den bekannten Flüssigkeitsdruck an der Aus- 
flussöffhung, nämlich p = für x = ly wird a^^^p^/l. Der dort 
herrschende Luftdruck, der sich auch in der Flüssigkeit fortpflanzt, 
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wird von dem auf der Flüssigkeit im grossen Gefässe lastenden Luft- 
druck aufgehoben. Somit wird der Druck 

l — X 

d. h. der Flüssigkeitsdruck p in der Röhre nimmt im linearen Ver- 
hältnisse mit der Entfernung vom Reservoir ab oder ist direct pro- 
portional der Entfernung von der Ausflussöflfhung. Derselbe kann 
durch Flüssigkeitshöhen in verticalen Röhrchen, die an dem Seiten- 
rohre angebracht sind, gemessen werden. Sind mehrere solcher Röhr- 
chen vorhanden, so liegen die Enden aller Flüssigkeitshöhen in einer 
geraden Linie. 

Wegen der Ähnlichkeit der Flüssigkeitsströmung in einer 
engen Röhre mit dem elektrischen Strome soll noch die Ausfluss- 
menge, beziehungsweise die in einer Zeiteinheit durch jeden Quer- 
schnitt strömende Flüssigkeitsmenge (Stromintensität) berechnet werden. 
Zu diesem Zwecke benützen wir für die Reibung einen von Newton 
aufgestellten Wert, der durch die Übereinstimmung der Rechnungs- 
resultate mit den Versuchsergebnissen hinreichend bestätigt wurde. 
Wir setzen die Reibung in einer Flüssigkeitsschichte proportional der 
Reibungsfläche und der Differenz dv der Geschwindigkeiten 
der betrachteten und der Nachbarschichte und umgekehrt proportional 
der Dicke der Schichte, also für die in der Figur angedeutete 
cylindrische Flüssigkeitsschichte von der Länge x gleich 

ar 

Fourier hat für die Wärmeleitung, Ohm für den elektrischen Strom 
ähnliche Annahmen gemacht. 

Hier heisst x Reibungscoefficient; seine Dimension ist 

Die Bewegung der betrachteten Flüssigkeitsschichte wird infolge 
der Reibung von der benachbarten inneren Schichte beschleunigt, 
von der benachbarten äusseren Schichte verzögert; die resultierende 
Wirkung der Reibung ist die Differenz beider Einwirkungen und 
daher gegeben durch die Form 

X • 27t X • j- y'-T-j dr. 

Diese verzögernde Kraft muss der bewegenden Kraft (jPq — p) '2r7t'dr 
oder der ihr gleichen Grösse — a * x * 2r% • dr gleich sein; somit gilt 
die Gleichung 

X • 27CXy V * Tl ^^ "^ — a ' X ' 2r7t • tZr, 
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daraus erhält man^) 

dv CK o 

ar 2% 

Eine Constante ist nicht hinzuzufügen, weil für r = 0, d. i. für einen 
unendlich dünnen Faden in der Achse der ßeibungswert dv/dr keine 
constante unendliche Grösse sein kann. 

Wenn nun r^ der Halbmesser der Bohrung des Rohres iöt, und 
wenn vorausgesetzt wird, dass die Flüssigkeitstheilchen an der Rohr- 
wand fest haften und sich nicht bewegen, so wird die Geschwindig- 
keit der Flüssigkeitsschichte 

die Flüssigkeitsmenge, welche in der Zeiteinheit jeden Querschnitt 
passiert, ist 



ro 





d. h. die Ausflussmenge aus einem engen Röhrchen ist der 4. Potenz 
des Röhrchenhalbmessers proportional. Dieses Gesetz wurde von 
Poiseuille (1846) aufgestellt. Dasselbe lässt sich in der Form 

wobei P als bewegende Kraft für die Längeneinheit und R als 
Widerstand betrachtet werden kann, mit dem Ohm'schen Gesetze in 
der Elektricitätslehre verglichen^). 

Aus den Versuchen von Poiseuille folgt, im cm-gr-sec.-Systeme 
ausgedrückt, für Wasser bei 

(>> C, X = 0018; 10^ C, X «= 0013; 20« C, x = 0010, 

d. h. wenn der Zwischenraum zwischen zwei parallelen Ebenen, deren 
Abstand 1 cm ist, mit Wasser von 0^ C gefüllt ist, und eine Ebene 
bewegt sich parallel zur anderen mit einer Geschwindigkeit von 1 cm 
in der Secunde, so wirkt eine Kraft von 0018 Dyn auf 1 cm^. Man 
bemerkt, dass die Reibungscoefficienten mit wachsender Temperatur 
rasch abnehmen. 



1) Behufs elementarer Smnmierung vgl. die Anm. § 2 und § 23. 

2) Biecke, Über einige Beziehungen zwischen hydrodynamischen und elek- 
trischen Erscheinungen. Kgl. Gesellsch. d. W. Göttingen 1887. Nr. 1. 



III. Von dem Gleichgewichte nnd der Bewegung der Gase. 

§ 41. Eigenscliafteii der Gase. Der wichtigste und am meisten 
verbreitete gasförmige Körper ist die Luft. Insofeme dieselbe bei 
den mechanischen Erscheinungen als Vertreter der Gase betrachtet 
wird, heisst die Mechanik der gasförmigen Körper auch Aeromechanik. 

Die Gase haben mit den Flüssigkeiten die Schwere und die 
leichte Verschiebbarkeit der Theilchen gemeinsam; sie unterscheiden 
sich von diesen durch die vollkommene Elasticität, indem sie leicht 
zusammendrückbar und stets ausdehnsam sind. Infolge der Ausdehn- 
samkeit haben die Gase das Bestreben, sich nach allen Seiten hin 
auszubreiten; sie müssen deshalb in ringsum geschlossenen Gefässen 
aufbewahrt werden, und sie üben auf die Wände desselben einen 
Druck aus, welcher Spannkraft oder Expansivkraft genannt wird. 

a) Das Gewicht der Luft. Die Eigenschaft der Schwere der 
Luft wurde erst in neuerer Zeit klar erkannt^). Aristoteles zählte 
die Luft zu den leichten Körpern, die ihren Platz oben suchen und 
nach unten keinen Druck ausüben. Aus seinen Einwänden gegen die 
Theorie des leeren Raumes von Demokrit und den Atomisten zog 
man die Folgerung, die er selbst nicht ausgesprochen hatte, und lehrte 
in den Schulen des Mittelalters, dass es keinen leeren Raum gäbe und 
auch keinen geben könne, weil die Natur eine Abneigung (horror 
vacui) vor ihm hätte. Erst Galilei (1564—1642) sprach sich dahin 
aus, dass die Natur wohl keinen „horror vacui" haben könnte; er 
stellte die Schwere der Luft fest, indem er nachwies, dass ein Ge- 
f äss, in welchem Luft zusammengedrückt wird, an Gewicht zunimmt, 
und er lenkte die Aufmerksamkeit auf die Thatsache, die ihm eines 
Tages ein Brunnenmeister aus Florenz mitgetheilt hatte, dass das 
Wasser in der Röhre einer angelegten Saugpumpe weder mit Pumpen 
noch mit einer anderen Maschine höher zu heben sei als auf 18 Ellen 
(ca. 10 m.). 

Zur Erklärung dieser Erscheinung nahm Galilei an, dass das 
eigene Gewicht die Wassersäule hindere, aufzusteigen, und schloss, 
dass eine Flüssigkeitssäule um so hoher steigen werde, je weniger 

1) Rosenberger, Geschichte d. Phys.; Violle, Lehrb. d. Phys. II. 735; Pellat, 
Cours de Phys. I. S. 202. 
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dicht sie ist. Sein Schüler Torricelli entnahm aus dieser Lehre, dass 
beim Heben des Kolbens in der Saugpumpe über 18 Ellen hinaus 
oberhalb der Wasserfläche ein leerer Raum entstehen müsse und 
widerlegte damit die herrschende Ansicht über den horror vacui. 
Nach einer Andeutung seines Lehrers stellte Torricelli auch diese 
Luftleere dar, indem er eine auf einer Seite geschlossene Glasröhre 
mit Quecksilber füllte, die Röhre auf der offenen Seite mit dem 
Finger verschloss, umkehrte und dann mit dem unteren Ende in ein 
mit Quecksilber gefülltes Gefäss brachte. Die Quecksilbersäule hielt 
sich dann ca. 76 cm über dem Niveau des Quecksilbers im Gefässe, 
und über derselben war der leere Raum erkennbar. Der Versuch ist 
heute imter dem Namen „Torricelli's Versuch" bekannt. Der Ent- 
decker selbst schrieb über denselben in einem Briefe vom 11. Juni 
1644 an Michel-Ange Ricci: „Wir leben auf dem Grunde eines Luft- 
oceanes und wissen durch unzweifelhafte Versuche ^ dass die Luft 
schwer ist. Auf der Oberfläche der Flüssigkeit in dem äusseren Ge- 
f ässe lastet eine Luftsäule von 50 Meilen Höhe. Ist es da wunderbar, 
wenn das Quecksilber, welches weder Widerwillen noch Zuneigung 
für die Röhre zeigt, in dieselbe eintritt und darin ansteigt, bis das 
Gleichgewicht mit der Luft hergestellt ist, welche es hinaui^resst?" 
Femer führt er noch an, „er habe den Versuch ausgesonnen, nicht 
nur um in einfacher Weise ein Vacuum herzustellen, sondern um 
ein Instrument zu besitzen, welches die Schwankungen der Luft an- 
zeigen kann, die bald schwerer und dichter, bald leichter und dünner 
ist". — Der Versuch wurde von Pascal mit verschiedenen Flüssigkeiten 
wiederholt und darnach zur Construction von Quecksilberbarometem 
verwendet. (Gefäss- und Heberbarometer.) Nach Pascal's genauer 
Angabe wurde von seinem Schwager Perier (1648) der Luftdruck 
am Fusse und auf der Spitze eines Berges und dann eines Thurmes 
von Clermont gemessen und erkannt, dass bei 6 — 7 Toisen Erhebung 
die Quecksilbersäule ungefähr Yg'" sinkt. Pascal selbst fand durch 
eigene Messungen das Resultat bestätigt; er hielt damit für unzweifel- 
haft erwiesen, dass nicht etwa die Natur den leeren Raum scheue, 
sondern dass die entdeckten Erscheinungen der Schwere und dem 
Luftdrucke zuzuschreiben sind. 

b) Fortpflanzung des Druckes. Nachdem Pascal weiterhin 
gefunden, dass die Höhe der Quecksilbersäule unabhängig ist von der 
Grösse des Querschnittes und von der Form der Röhre, und dass sie 
auch erhalten bleibt, wenn man das im Freien befindliche untere 
Ende vertical nach aufwärts (ü-förmig) oder horizontal biegt, ja selbst, 
wenn die untere Öffnung direct nach unten gekehrt ist (vorausgesetzt, 
dass dieselbe eng genug ist, um das Eintreten der Luft zu hindern), 
dehnte er sein Princip der gleichmässigen Fortpflanzung des 
Druckes von den Flüssigkeiten auch auf Gase aus. Die Begründung 

Januschke, Erhaltung der Energie. lO 
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liegt in der leichten Verschiebbarkeit der Theilchen, welche Eigen- 
schaft für Gase ebenso gilt wie für Flüssigkeiten. 

Als Gasdruck oder Spannung wird stets der Druck auf die 
Flächeneinheit in Rechnung gezogen. Durch Multiplication mit 
der Anzahl der Flächeneinheiten erhält man den Druck auf jede be- 
liebige Fläche. Mit dieser Feststellung ist auch die darauf beruhende 
Giltigkeit des Archimedischen Gesetzes von dem Gewichtsverluste der 
Körper in der Luft gegeben. Dasselbe begründet das Aufsteigen 
leichter Körper in einem dichteren Mittel und stellt demnach die 
Ansicht des Aristoteles von dem Streben der leichten Körper nach 
oben richtig. 

In neuer augenfälligen Weise wurde der Luftdruck und dessen 
Fortpflanzung nach allen Seiten durch die Erfindung der Luftpumpe 
von Otto V. Guericke (1650) nachgewiesen. Dieselbe gestattet 
mittelst einer Saugpumpe einen Ballon, eine Glasglocke oder dergleichen 
luftleer zu machen und eine Reihe Erscheinungen, die auf dem Luft- 
drucke beruhen, in einfacher Weise hervorzurufen. (Magdeburger 
Halbkugeln, Sprengen einer Blase oder einer Glasplatte, Quecksilber- 
regen, Nachweis des Archimedischen Gesetzes mittelst des Wage- 
manometers, Versuche über den freien Fall, über Schallleitung etc.) 

Mit Hilfe der Luftpumpe wurde auch die Construction von 
Metallbarometern möglich, die nach Vidi aus einer luftleer ge- 
pumpten Blechdose und nach Bourdon aus einer luftleeren, gekrümmten 
Röhre aus Messingblech bestehen. Die Luftdruckänderungen rufen 
eine Änderung in der Gestalt dieser hohlen Blechgef ässe hervor und 
bringen eine Hebel- und Zeigervorrichtung in Bewegung, die an einer 
empirisch hergestellten, Barometerstände angebenden Eintheilung ab- 
gelesen werden kann. 

c) Elasticität. Die Zusammendrückbarkeit und Ausdehnsamkeit 
der Gase wird durch das von Boyle (1662) und von Mariotte (1676) 
aufgestellte Gesetz genau bestimmt. Zum Nachweise bedient man 
sich nach beiden Physikern einer U-förmig gebogenen Glasröhre mit 
ungleich langen Schenkeln, von denen der kürzere verschlossen, der 
längere offen ist. Giesst man nun Quecksilber durch die Offiuung des 
längeren Schenkels, so wird die Luft im kürzeren Schenkel zusammen- 
gepresst und übt einen stärkeren Druck aus, als die freie Atmosphäre; 
der Überdruck wird durch das Übergewicht des Quecksilbers im 
längeren Schenkel gemessen. Durch Ablesung an einer neben der 
Röhre befindlichen Eintheilung findet man als Ergebnis mehrerer 
Versuche, dass die abgeschlossenen Luftvolumen im kürzeren Schenkel 
sich umgekehrt wie die betreffenden Spannungen der Luft verhalten, 
oder dass das Product aus dem jeweiligen Drucke p und dem Volumen v 
eine unveränderliche Grösse ist, dass also 

^ . t; = JB const. 
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ist. Das Gesetz, das die Namen seiner Entdecker führt, gilt auch für 
verdünnte Luft und wird für diese nachgewiesen, indem man eine 
gerade, oben geschlossene, unten offene Glasröhre theilweise mit Queck- 
silber füllt und dann nach Art des Torricelli'schen Versuches mit dem 
offenen Ende unter Quecksilber bringt. Zieht man dann die Glas- 
röhre stückweise in .die Höhe, so wird der Luftraum darin vergrössert, 
die Luft verdünnt und deren Druck vermindert. Das Gewicht der 
Quecksilbersäule in der Röhre über dem äusseren Quecksilbemiveau 
gibt den Druckunterschied gegenüber dem äusseren Luftdruck an. 
Bei doppeltem Lufträume steigt die Quecksilbersäule auf die halbe 
flöhe des Barometerstandes. 

Das Boyle'sche Gesetz ist von Dulong und Arago für Luft bis 
zum Drucke von 26 Atm. als nahe richtig erwiesen worden. Regnault 
(1810 — 1878) fand durch sehr genaue, kunstvolle Messungen, dass 
das Gesetz nur für geringe Drücke streng gilt; alle seine Versuchs- 
ergebnisse genügten besser folgender empirischen Formel: 

-^^=i-^(^-i)+jB(^-iy, 

Po Vq \v / ' \v / ' 

oder, wenn Pq und Vq als Druck- beziehungsweise als Volumseinheiten 
angenommen werden. 

Für Luft ist Ä = 0001105, B = 000001938, 

für Stickstoff ist Ä = 0-000690, B = 0-000070405, 
für Kohlensäure ist A = 0008532, B = 00000072856. 

Das Boyle*sche Gesetz zeigt sich umsomehr ungenau, je näher das 
Gas durch Druck und Abkühlung dem flüssigen Zustande gebracht 
wird. Hierüber haben Cailletet und Amagat äusserst sorgfältige Ver- 
suche ausgeführt. Alle bezüglichen Untersuchungen weisen darauf 
hin, dass die Abweichung der Spannung durch die wechselseitige 
Einwirkung der Gastheilchen bedingt ist. Gase, bei welchen eine 
solche Einwirkung nicht stattfindet oder doch so gering ist, dass sie 
vernachlässigt werden kann, folgen dem Boyle'schen Gesetze und 
werden „vollkommene^^ oder „ideale" Gase genannt. 

In diesem Abschnitte werden nur sogenannte vollkommene Gase 
betrachtet werden. Jedoch soll noch gezeigt werden, dass die auf- 
gestellte Regnault'sche Gleichung auf die Form des Boyle'schen Ge- 
setzes gebracht werden kann und daher eine ähnliche Deutung zu- 
lässt, wie sie diesem Gesetze im folgenden Paragraphen gegeben 
werden wird. Wir schreiben die Gleichung in der Form 

und setzen 

10* 
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so dass 



Damit wird 



und 



l-}-A + B = R, B=R^ = R(o\ 



-Vr 



B 



+ Ä + B 



^ A + ^B , B'fß^ 

p . V = E ■ r- 

B Ä + 2B , JB-eo* 



Wird die letzte Gleichung mit cd multipliciert und mit VemacliT 
lässigung des letzten kleinen Gliedes von der yorletzten subtrahiert^ 
so folgt 

oder 

p ' (v ^- coi) = R f(v — a>), wenn a = iJ • o -|- -^ + 25, 

und endlich 

(p+^)-(v^a^) = R, 

Dieses ist die van der Waals'sche Zustandsgieichung, welche auf 
theoretischem Wege abgeleitet wurde und nicht bloss für Gase, son- 
dern auch für Dämpfe und Flüssigkeiten als giltig angesehen wird^). 
Die Übereinstimmung ihrer Form mit dem Boyle^schen Gesetze ist 
augenscheinlich, es erscheint nur der Druck p um eine gewisse Grösse 
vermehrt und das Volumen um einen Betrag o vermindert. Die Be- 
deutungen der betreffenden Werte als Cohasionsdruck und Molecular- 
volumen sollen in der Lehre von den Molecularkräften nachgewiesen 
werden. 

Für Luft erhält man nach den oben angeführten Regnault^schen 
Bestimmungen für ^ und -B die Werte 

= 00044, « = 0-00551, B = 10011244. 

Dieselben Ziffern erhält Dühring*) nach einer anderen Transformation, 
während die Waals'schen Angaben davon etwas abweichen. Als Ein- 
heit des Druckes gilt dabei der Druck einer 1 m hohen Quecksilber- 
säule und als Volumseinheit das Volumen des Gases unter diesem 
Drucke bei 0^ C. 

Apparate, welche auf der Wirkung der Gasspannung beruhen, 
sind: Luftpumpe, Manometer, Saug- und Druckpumpe, Stech- und 
Saugheber, die Mariotte^sche Flasche, Gasometer u. a. 

1) Van der Waals, die Continuität des gasförmigen u. flüssigen Zustandes. 
Deutsch von Roth. 1881. 

2) E. und U. Dühring, Neue Grundgesetze d. Phys. u. Ch. S. 28. 1886. 
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Aufg. L Wie gross ist der Luftdruck auf 1 cm* bei einem Baro- 
meterstande von 076 m? — (76 • 13*59 g == 103284 kg.) 2. Welche 
Höhe muss eine Wassersäule haben, um dem mittleren Drucke der Atmo- 
sphäre am Meeresspiegel das Gleichgewicht zu halten? — (10*33 m.) 
3. Wieviel Atmosphärendrücken ist ein Fisch in einer Tiefe von 100 m 
unter der Meeresfläche ausgesetzt? — (9*68 Atm.) 4. Bis zu welcher 
Höhe kann durch das Saugen des Kplbens in einer Pumpe das Wasser 
gehoben werden? — (103 3 m.) 5. Eine Saug- und Hebepumpe hat einen 
Kolben, dessen Fläche = 5; der Abstand ihrer Ausflussöfftiung vom Wasser- 
spiegel ist = h und die Hubhöhe des Kolbens = 6; wie gross ist die 
zum Auspumpen des Wassers nöthige bewegende Kraft P und wie gross 
die Arbeit W des Kolbens, abgesehen von allen Bewegungshindemissen ? — 
(Aus dem Luft- und Wasserdruck ergibt sich für jede Kolbenstellung 
P s= s ' h ' f^ W'^P'h^S'h'h'f^ f = spec. Gewicht des Wassers.) 
6. Wie gross ist die bewegende Kraft, sowie die Arbeit bei einer Saug- 
und Druckpumpe, welche die Dimensionen der Saug- und Hebepumpe in 
der vorhergehenden Aufgabe hat? Der Berechnung ist der Abstand des 
Kolbens vom Wasserspiegel = y zugrunde zu legen. — (Beim Aufziehen 

ist P = s-y 'f, W = S'f'jydy = —sf{y^ — y^ = s - f - y -l , 

Beim Niedergehen ist P = sfQi — «/), W= sfhQi — y). Beide Arbeiten 
zusammen sind sfhb.) 7. Bei einer Saug- und Hebepumpe hat der Kolben- 
durchschnitt 60 cm^ und die Ausflussöifnung eine Höhe von 3 m über dem 
Wasserspiegel; welche Kraft ist zum Auspumpen nöthig? Wie gross ist 
die zu dieser Pumpe nöthige Arbeit, wenn der Kolben 15 mal spielt und 
seine Hubhöhe 0*5 m ist? Wieviel Wasser liefert dabei die Pumpe und wie 
gross ist der Effect, wenn der Kolben in einer Minute 15 mal spielt? — 
(18 kg, 135 kgm, 0*27 m^, 2*25 Sec.kgm.) 8. Das spec. Gewicht der 
Luft an der Erdoberfläche ist bei 0® Temperatur und 760 mm Barometer- 
stand 0*001293 g. Wenn es nun in allen Höhen dasselbe wäre, wie hoch 
würde die Atmosphäre reichen? Und warum muss die so berechnete Höhe 
zu klein ausfallen? — (7988 m.) 9. Es soll die Höhe berechnet werden, 
welche die Atmosphäre haben würde, wenn sie sich bis zu derjenigen Ent- 
fernung von der Erdoberfläche erstrecken könnte, in welcher die Schwerkraft 
der durch die Umdrehung der Erde bedingten Fliehkraft gleich ist. Die 
Beschleunigung der Schwere am Äquator ist 9*81 m, die Beschleunigung 
der Fliehkraft daselbst 00339 m. Die Höhe (x — l) ist in Erdhalb- 
messem auszudrücken. — (Aus 9*81 /a?^ = 0*0339 -x folgt x — 1 = 5'6 
Erdhalbmesser.) 10. Wie hoch ist die Luftsäule, welche bei 0^ C und 
760 mm Barometerstand denselben Druck ausübt, wie eine Quecksilber- 
säule von 1 mm Höhe? Das spec. Gewicht der Luft ist 0*001293 g, das 
des Quecksilbers 13'ö9 g. — (10*5 m.) 11. Der Erfinder der Luftpumpe, 
Otto von Guericke, Bürgermeister von Magdeburg, stellte im Jahre 
1654 auf dem Reichstage zu Regensburg vor Kaiser und Reich Versuche 
mit der Luftpumpe an, wobei zum Erstaunen der Anwesenden die so- 
genannten Magdeburger Halbkugeln von 22 Zoll Durchmesser, nachdem 
sie möglichst luftleer gemacht waren, nur mit Hufe von Pferden ausein- 
ander gerissen werden konnten. Mit welcher Kraft waren die beiden Halb- 
kugeln durch die . äussere Luft aneinander gedrückt? Luftdruck auf 
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1 Quadratzoll = 15 Pfd.) — (Jede der beiden Halbkugeln wurde mit der 
Kraft von 11^ • 31416 • 15 = 5702 Pfd. gedrückt.) 12. Um sich zu 
überzeugen, ob die Luft schwer sei, nahm Aristoteles eine Blase, wog 
sie zuerst mit Luft gefüllt und dann im zusanmiengedrückten Zustande, 
also möglichst luftleer. Da er bei beiden Wägungen dasselbe Gewicht 
fand, so schloss er daraus, die Luft sei nicht schwer. Welchen Umstand 
hatte er übersehen? 13. Eine Glaskugel, deren 'innerer Halbmesser 
r = 14*1 cm, wiegt mit atmosphärischer Luft gefüllt g^^^s 349*321 g, 
luftleer gemacht aber nur ^2 = 333*975 g; wieviel wiegt 1 cm* Luft? — 
(0*001307 g, genaue Messung gibt für 0® C und 760 m Barometer- 
stand 0-001293 g.) 14. Wie gross ist die Steigkraft eines bei 0^ C und 
einem Barometerstande von 760 mm mit reinem Wasserstoff gefüllten 
Ballons von 600 m* Inhalt, wenn dessen Gewicht nebst Zubehör 520 kg 
ist? Das spec. Gewicht der Luft =^ 0*0013 g, jenes des Wassers.toffes 
= 0*0013 • 0*07 g. — (206 kg.) 15. Wie gross muss der Durchmesser 
eines kugelförmigen Luftballons sein, der mit reinem Wasserstoff vom spec. 
Gewicht 0*000091 g gefüllt, mit einem Gewichte von 363 kg in die Höhe 
steigen soll? Spec. Gewicht der Luft = 0*001293 g. — (Grösser als 
8*3 m.) 16. Unter welchem Drucke fliesst das Wasser aus einem Winkel- 
heber, wenn im kürzeren Schenkel, der ins Wasser taucht, die Wasser- 
säule h und im längeren, ins Freie gehenden Schenkel die Wassersäule 
H cm hoch ist? — {H — h gr.) [Fliedner und Krebs.] 

§ 42. Das Spannungsgesetz als ArbeltsglelcliTmg. Das Bojle'sche 
Gesetz gibt das Produet aus der Gasspannung p pro Flächeneinheit 
in das Volumen v als eine constante Grösse an; es ist darnach 

p . V = R, 

Dasselbe Produet wurde bei Flüssigkeiten (S. 130) als Arbeitswert 
erhalten*, ebenso wie dort gibt es auch hier die Arbeit an, welche der 
Körper bei Entlastung von seinem Drucke leisten kann. Denn es ist ohne 
weiteres einleuchtend, dass der Arbeitswert eines unter einem gewissen 
Drucke stehenden Gases dem Gasvolumen proportional sein muss, weil 
ja Gasmengen in gleichen Volumtheilen unter denselben Umständen 
auch gleiche Arbeiten verrichten; und der Factor von v [dim. i®] 
muss seiner Dimension nach ein Druck sein, damit das Produet 
die Dimension einer Arbeit [M-L^-T—^] habe. Dass dieser Arbeits- 
factorp [dim. M ' L~^ ' T~^] mit dem wirklich vorhandenen Gasdruck 
übereinstimmt, folgt leicht aus dem Ausflussgesetze (§ 38 und § 44). 
Mit Hilfe des Principes der virtuellen Bewegung kann man das 
Gesetz unmittelbar auf folgende Weise ableiten: Wir halten ein Gas, 
das sich in einem cylindrischen Gefässe vom Querschnitte 5 befindet, 
mit dem Kolbendrucke p s im Gleichgewichte; alsdann legen wir 
ein Übergewicht dp für jede Flächeneinheit hinzu und gestatten dem 
Kolben die Verschiebung dh. Dabei leistet- der Kolbendruck die 
Arbeit (j> 4~ ^P) - s - dh = p • dv, wenn s • dp - dh als verschwindend 
kleine Grösse der zweiten , Ordnung vernachlässigt wird. — Die ge- 
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leistete Arbeit wird zur Verschiebung der einzelnen Gasschichten ver- 
braucht, deren Spannung um dp wächst. Diese Arbeit des Spannungs- 
zuwachses für eine Schichte ist s - dp - k, wenn k die Verschiebung 
der betreffenden Grundfläche s angibt. Theilt man den ganzen Gas- 
cylinder in Schichten von der Dicke der entsprechenden Verschiebung 
A, so erhält man unter der Voraussetzung einer gleichmässigen 
Druckfortpflanzung als Arbeit des Spannungszuwachses der ganzen 
Gasmasse 2JS'dp'l = S'dp'2Jk = V'dp, Mittelst der hydrosta- 
tischen Grundgleichung hätte dieser Wert direct angeschrieben werden 
können. Nach dem Principe der virtuellen Bewegung ist nun die 
Summe der geleisteten Arbeiten gleich Null, wenn keine andere Arbeit 
sonst in Betracht kommt; also ist 

p ' dv -]- V ' dp = ^ 

eine Beziehung, welche die Ableitung ist von p - v ^^ B. 

Dies ist das Boyle'sche Gesetz in der Form eines Arbeitswertes, 
der die auf Gas angewandten äusseren Arbeitsleistungen und die auf- 
gespeicherte Energie einschliesst. Ostwald nennt diesen Arbeitswert 
Volumenergie. 

Nach dem Helm'schen Intensitätsgesetz ist der Druck p als 
Intensität oder Wirkungsgrad und das Volumen v als Extensität 
oder Wirkungsraum zu betrachten. 

Da die van der Waals'sche Zustandsgieichung der Form nach 
mit dem Boyle'schen Gesetze übereinstimmt, so folgt auch ihre Bedeu- 
tung als Arbeitsgleichung. Es ist der äussere Druck p nur noch um 
den Cohäsionsdruck der Flüssigkeit zu vermehren und das Volumen v 
um einen Theil, der der Druckänderung nicht unterworfen ist, zu 
vermindern. Eine eingehendere Erklärung soll später folgen. 

Aufg. 1. Nach Krönig und Clausius wird das Spannungsgesetz der 
Gase durch den Stoss elastischer Kugeln erklärt, indem angenommen wird, 
dass die Gastheilchen (Molecüle) als elastische Kugeln gleichmässig im 
Baume verbreitet seien, dass dieselben nach allen Seiten hin sich bewegen 
und durch den Stoss gegen die Gefässwände einen Druck ausüben. Im 
Sinne dieser „kinetischen Gastheorie" seien in einem Würfel vom 
Volumen v = l^ eine grosse Zahl n kleiner elastischer Kugeln so ver- 
theilt, dass immer 6 in einem Eaume X^ enthalten sind, l^/l^ = w/6. 
Von den 6 bei einander befindlichen Kugeln bewegen sich 2 nach ent- 
gegengesetzten Eichtungen parallel der Höhe, 2 ebenso nach der Länge 
und 2 ebenso nach der Breite des Würfels. Es ist der auf die Wände 
ausgeübte Druck p zu bestimmen, wenn alle Kugeln nach der angegebenen 
Art sich mit der Geschwindigkeit u bewegen, und darnach ist der Aus- 
druck pv zu ermitteln. — (Parallel zu einer Würfelfläche liegen l^/X^ 
Kugeln; dieselben stossen gleichzeitig an die Wand und üben infolge der 
Geschwindigkeitsänderung 2u die Kraft m - 2u -l^/X^ aus. In einer Zeit- 
einheit stossen u/X Kugeln nach einander auf die Wand; daher ist die 
Kraftentwickelung in der Zeiteinheit auf eine Würfelseite 
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2 1 



Daraus folgt p • v = — n • —wt* , d. h. der Arbeitswert pv beträgt zwei 

Drittel der gesammten lebendigen Kraft im Volumen v.) 2. Über dem 
Mantel eines Kreiscylinders mit dem Halbmesser r und der Höhe h seien 
n Massentheilchen m gleichmässig vertheilt und werden mit der Geschwin- 
digkeit u gleichförmig um die Cylinderachse gedreht. Das Cjrlindervolumen 
sei V = r^nh. Es ist der infolge der Fliehkraft auf die Flächeneinheit 
ausgeübte Druck p und darnach die lebendige Kraft aller Massentheilchen 

zu bestimmen. — (^ = n • mu^/2r^nh^ pv = n • —mu^^ d. h.?) 3. Wie 

gross sind der normale Oberflächendruck und die lebendige Kraft, wenn 

in der vorhergehenden Aufgabe anstatt eines rotierenden Cylinders eine 

2 1 

rotierende Kugel angenommen wird? — (jpv = — ^ri' -jr-mu^. Siehe § 73.) 

4. In einem Luffcmanometer von Z = 677 mm Länge, in welchem die 
Luft anfänglich die dem Barometerdruck h.= 760 mm entsprechende Ex- 
pansivkraffc hatte, wird die Luft durch das Steigen der Quecksilbersäule 
um Ä == 352 mm comprimiert; wie gross ist die auf das Quecksilber des 
Manometers wirkende Dampfspannung? — (2*15 kg.) 5. Wenn der innere 
Rauminhalt des Stiefels einer Luftpumpe, den des Kolbens abgerechnet, 

V (0*7 dm^), der Rauminhalt des Recipienten nebst dem des Kanals 

V (2*8 dm^), die Dichte der Luft ^ (l) ist, wie gross ist die Dichte der 

Luft im Recipienten nach n (8) Kolbenzügen? — {dn = \=^r^''' ^ = 0*1678.) 

6. Nach wie viel Kolbenzügen wird bei einer Luftpumpe, deren Recipient 
ein viermal so grosses Volumen hat wie der Stiefel, die Luft bis zu Vjo 
ihrer anfänglichen Dichte verdünnt sein? — (w = 10*3.) 7. Wenn bei 
einem Barometerstande von 755 nun in dem abgekürzten Barometer unter 
dem Recipienten einer Luftpumpe das Quecksilber des verschlossenen 
Schenkels bis auf 5 mm über dem im offenen gefallen ist, welche Luft- 
verdünnung hat dann stattgefunden? — (Yig^ Luffcverdünnung.) 8. Bei 
einer Compressionspumpe ist der Rauminhalt des Stiefels V (120 cm^), 
der des Recipienten nebst dem des Kanals v (360 cm^), die Dichtigkeit 
der atmosphärischen Luft d (l); wie gross ist die Dichte der Luft nach 
n (27) Kolbenstössen? — {ßn = {v -^ n - V)d/v = 10 .) 9. Es ist das 
Aus- und Einathmen der Luft zu erklären. [Aufg. 4 — 9 sind von Fliedner 
und Krebs. Aufg. 2 und 3 habe ich in der Abhandlung über die Haupt- 
sätze der mech. W.-Th. in der Realschulztsch. , Wien 1890, mitgetheilt.] 

§ 43. Barometrisclie Höhenmessiing. (Pascal 1648.) Da der Luft- 
druck von dem Gewichte der Luft herrülirt, so muss derselbe mit 
wachsender Höhe über der Erdoberfläche abnehmen. Auf diesen 
bereits angeführten Satz von Pascal gestützt, hat Mariotte (1676) die 
Druckabnahme mit der Höhe bestinmit und damit den Grund dazu 
gelegt, aus dem Luftdrucke die Erhebung über der Erdoberfläche zu 
berechnen. Die Rechnung wurde von Halley (1685) mit Hilfe des 
Boyle-Mariotte'schen Gesetzes* ausgeführt. Für vollständig ruhige, 
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gleichmässig erwärmte Luft lässt sich dieselbe folgendermassen dar- 
stellen: 

Ä sei die zu berechnende Höhe, f und F seien beziehungsweise 
die specifischen Gewichte der Luft und des Quecksilbers, der Luft- 
druck sei p und der Barometerstand &. Bei einer Erhebung dh nimmt 
der Luftdruck um dp = F - dh ab; diese Druckabnahme ist gleich 
dem Gewichte der Luftschichte über der Flächeneinheit und von der 
Höhe dhy daher =f'dh. Die specifischen Gewichte der Luft unter 
verschiedenen Drücken verhalten sich umgekehrt wie die Volumen, 
und diese verhalten sich nach dem Boyle'schen Gesetze umgekehrt wie 
die Expansivkräfte, daher hat man 

i- = ^ = A. 

/o Po h 

Hieraus f berechnet und in den Gewichtswert f • dh substituiert, gibt 



Daraus folgt*) 



oder 



f^.~.dh = F'db. 
h = ~r- (log nat b — log nat b^) 



= 18400 (log & — log 6o). 

Der constante Factor wird erhalten aus den Werten b^F = 1033 g, 
/•^ = 0001293 g, 1 /löge = 2-3026. Er ist reduciert auf Meter. Durch 
Hinzufügung des auf die mittlere Temperatur t sich beziehenden 
Factors (1 -f- 0*00367 t) gewinnt h eine Form, welche ganz brauch- 
bare Werte liefert. 

Verbesserungen des angegebenen Wertes mit Berücksichtigung 
der Temperaturverschiedenheit, der Verschiedenheit der Schwere in 
den verschiedenen geogr. Breiten und der Luftfeuchtigkeit haben 
Laplace, Poisson, Gauss, Babinet u. a. angegeben^). 

§ 44. Ausfluss der Gase. Ähnlich dem Torricelli'schen Ausfluss- 
gesetze für Flüssigkeiten lässt sich auch für ein Gas, das unter einem 
bestimmten Drucke p in einem Gefässe eingeschlossen ist, die Ge- 
schwindigkeit u berechnen, mit welcher es durch eine Oflhung einer 
sehr dünnen Wand aus dem Gefässe ausströmt. Beim Austritt des 
Gasvolumens dv leistet die Gasspannung die Arbeit p • dv und er- 
zeugt die lebendige Kraft der ausströmenden Gastheilchen; daher gilt 
mit Benützung der Gasdichte d die Gleichung 

1) Zur elementaren Berechnung siehe die Anm. in § 18. Vgl. auch die 
Ableitung in meiner Schrift über d. Eng.-Princip in d. Dynamik, S. 79, 1884. 

2) Daurer, Übungsbuch zur Mech. S. 66; E. Mach, Lehrb. S. 83; VioUe, 
Lehrb. n. 
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jp . e?i; = Y • d • e?i; • w*, 
und man erhält 

u = 

d. h. die Ausflussgeschwindigkeit ist proportional der Quadratwurzel 
aus der öasspannung und umgekehrt proportional der Quadratwurzel 
aus der Dichte oder aus dem specifischen Gewichte des Gases. 

Der Druck p gilt, wenn das Gas in den luftleeren Baum aus- 
strömt* es ist aber für denselben die Differenz aus dem Gasdruck 
und dem äusseren Luftdruck zu setzen, wenn das Ausströmen in die 
freie atmosphärische Luft erfolgt. Im ersteren Falle, wenn Luft aus 
einem Gefässe unter gewöhnlichem Atmosphärendruck in den leeren 
Raum austritt, ist p = 76 • 13-59 und * = 0001293/10^ daher wird 
u = 399-7 m. 

Zum Zwecke einer raschen Bestimmung der Länge fiir u ist es 
vortheilhaft, zu beachten, dass p/ad die Höhe einer Gassäule angibt, 
deren Gewicht dem Gasdrucke gleich ist. 

Auf dem Satze, dass die Ausflussgeschwindigkeit der Gase um- 
gekehrt proportional der Quadratwurzel ihrer specifischen Gewichte 
ist, wenn sie unter bestimmtem Drucke stehen, beruht ein Apparat 
von Bunsen, der specifische Gewichte der Gase zu bestimmen gestattet. 

Bezüglich der Ausflussmenge der Gase gilt im allgemeinen 
dasselbe wie für Flüssigkeiten; der Contractionscoefficient für Öffiiungen 
in dünner Wand ist 0*5 — 0*65 durch Ansatzstücke kann derselbe 
bis 1 und darüber vergrössert werden. 

Aufg. 1. Welche Geschwindigkeit findet man für das Ausströmen 
von Kohlensäure und Wasserstoff in den leeren Baum, wenn ihre spec. 
Gewichte zu 1-52 mal und 007 mal 0001293 berechnet werden? — 
(324 m, 1511 m.) 2. Mit welcher Geschwindigkeit, von der Contraction 
abgesehen, fiiesst atmosphärische Luft von 2280 mm Spannung aus einem 
Gefässe, wenn der Gegendruck eine Atmosphäre beträgt? — (565 m.) 

3. Bunsen beobachtete, dass bei der kleinen ö&ung eines röhrenähnlichen 
Gefässes ein gewisses Volumen elektrolytischen Knallgases in 75*6 Secunden 
entwich, während ein gleiches Luftvolumen hiezu unter denselben Tem- 
peratur- und Druckverhältnissen llT'fi Secunden brauchte; wie gross ergibt 
sich darnach das specifische Gewicht des Knallgases? — 

((75-6/ 117-6)2 . d = 0-4133 • 0001293 = 0000534.) 

4. Im Innern eines Rauchfanges von der Höhe h (10 m) herrscht die 
Temperatur t^ (171^ C), aussen t (21^ C); mit welcher theoretischen Ge- 
schwindigkeit strömt die heisse Luft aus? a = 9*8 m, spec. Gewicht der 
Luft bei fi C ist ft = fo' &/760(l + f/273) . — (Nach dem Archimedi- 
schen Gesetze ergibt sich die Steigkraft F:=S'h{ft — /ii) • Die Kraft 
greift im Schwerpunkte an. Beim Ausströmen der Luftmasse durch die 
obere öffiaung des ßauchfanges ist ihr Weg Ä/2 und daher ihr Arbeitswert 
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W = P • ~Ä = — 5 • Ä*(/i — /ij) . Tritt die oberste Luftschichte aus, so 



1 



wird die Änderung dW in die lebendige Kraft -^ s * dh - ft^vr / a ver- 
wandelt, und darnach folgt u = y\^ah(t^ — f)/{^l^ -|- f) = 10 m] .) 
[Aufg. 1 und 2 sind von Müller-Erzbach, 3 und 4 von Daurer.] 

§ 45. Winde. Niveaufläclien der Luft, a) Windregeln. Die 
Forschung nach den Gesetzen der Luftströmungen gehört der neuesten 
Zeit an. Der Verkehr auf den Weltmeeren zu Beginn der Neuzeit 
führte zu der Kenntnis, dass zu beiden Seiten des Äquators der Wind 
das ganze Jahr regelmässig in derselben Richtung weht. Nach der 
Richtung heisst der Wind auf der nördlichen Seite Nordostpassat 
und auf der südlichen Südostpassat. Bacon gab (1664) als Ursache 
dieser Erscheinung die Temperaturunterschiede an; Hooke sprach die 
Ansicht aus, dass die warme, leichtere Luft vom Äquator in die Höhe 
steige und in den oberen Schichten gegen die Pole fliesse, die kalte, 
schwere Luft aber in den unteren Schichten von den Polen zum 
Äquator zurückkehre; und Halley fand die Ausdehnung der Passat- 
region auf der nördlichen Halbkugel zwischen den 12. — 35. und auf 
der südlichen zwischen den 5. — 30. Breitenkreis ausgedehnt. Hooke 
erkannte femer den Einfluss der Erdrotation auf die Richtung des 
Windes und Halley erklärte (1753) die Ablenkung des Nordwindes 
nach Nordost und des Südwindes nach Südost durch die Achsen- 
drehung der Erde^). Damach behalten die Winde ihre ursprüngliche 
Richtung ebenso bei wie ein schwingendes Foucault^sches Pendel, die 
Erde dreht sich unter ihnen, und deshalb erscheinen sie von der 
Meridianrichtung in der angegebenen Weise abgelenkt. 

Im Jahre 1837 dehnte Dove diese Anschauungen auch auf die 
nördlich von der Passatregion vorkommenden Winde aus. Er schloss 
aus zahlreichen thermischen und barischen Windrosen, dass zwei Luft- 
strömungen vorherrschen, von denen die eine warm, feucht, leicht und 
die andere kalt, trocken und schwer sei; jene zeige sich als SW- und 
W-, dies^ als NO- und 0-Wind. Er erklärt die Strömungen als 
Äquatorial- und Polarströmungen: die warme Luft steige über dem 
Äquator auf und bewege sich als Antipassat in höheren Regionen 
nordwärts. Allmählig lasse sich der Äquatorialstrom wieder herab, 
und, auf den Polarstrom stossend, suche er denselben zu bekämpfen 
und aus seiner Richtung zu verdrängen. Das Ergebnis des Kampfes 
seien die Winddrehungen, und zwar der Übergang von NO in und 
SO, von SW in W und NW. Nach diesem Winddrehungsgesetz, das 
Dove*s Namen erhalten hat, folgt der Wind dem Laufe der Sonne. 

Genauere Messungen mit dem Barometer führten zu einer anderen 
Theorie, nach welcher die Ursache der Luftströmungen in den Unter- 

X) Hegyfoky in Kleines Gäa, 1895, S. 586 ff. 



156 III. Von dem Gleichgewichte und der Bewegung der Gase. [§ 45. 

schieden des Luftdruckes zu suchen ist. Brandes weist^ gestützt 
auf 12jährige Wind- und Barometerbeobachtungen an 39 Orten Europas, 
nach, dass die Luft bei dem Bestreben, das gestörte Gleichgewicht 
wieder herzustellen, centripetal nach den Stellen des niedrigsten Luft- 
druckes strömt (1820). Buys-Ballot erkannte (1857) aus graphischen 
Darstellungen von Wetterzuständen, dass die Luft stets von Gebieten 
höheren Druckes gegen jene mit niedrigem Drucke strömt und durch 
die Rotation der Erde auf der nördlichen Erdhäfte nach rechts, auf 
der südlichen nach links abgelenkt wird; die Winde umkreisen daher 
die Gebiete niedrigen Druckes, die auch Depressionsgebiete ge- 
nannt werden, auf der nördlichen Halbkugel im entgegengesetzten 
Sinne und auf der südlichen im Sinne des Uhrzeigers und bilden 
Cyklonen. Dieses Winddrehungsgesetz führt den Namen Buys-Ballots. 
Zur Begründung desselben wies Woeikoff (1872) darauf hin, dass 
der hohe Luftdruck in der Gegend des 30. Breitenkreises dem Polar- 
strome ein Hindernis entgegensetze und ihn in die heisse Zone nicht 
dringen lasse; auch die Temperaturdifferenz von 5—6^ C, die zwischen 
den Grenzen des Passats besteht, lasse erkennen, dass derselbe nicht 
dem Norden entstammen könne. 

Durch die Untersuchungen von Hann (1874) über die Tem- 
peraturverhältnisse aufsteigender Luftströme wurde es evident, dass 
die obere Aquatorialströmung, der Südwestwind unserer Gegenden, 
die Luft und den Feuchtigkeitsgehalt nicht aus den Tropen mitbringen 
könne, denn sonst müsste, weil durch den Arbeitsverbrauch aufsteigende 
Luft sich abkühlt, über dem Passatgürtel eine ununterbrochene Wolken- 
schichte sich ausbreiten, während in Wirklichkeit jene Gegend zu den 
heitersten der Erde gehört; auch deshalb kann der Luftstrom seine 
Feuchtigkeit nicht vom Äquator bringen, weil er bei uns — nach 
Dove's Lehre — schon bis zur Erdoberfläche herabstiege, herab- 
sinkende Ströme aber infolge der Erwärmung trocken werden. 

Nach der allgemeinen Annahme des Buys-Ballot'schen Wind- 
drehungsgesetzes werden auf den meteorologischen Centraistationen 
die von den einzelnen Beobachtungsorten gemeldeten Barometerstände 
(auf das Meeresniveau reduciert) und Winde (nebst Bewölkung und 
Niederschlag) in Karten eingetragen und die Orte gleichen Luftdruckes 
durch Isobaren verbunden; dadurch wird eine gute Übersicht über 
die Luftdruckvertheilung und die Luftströmungen gewonnen ; die Lagen 
der Cyklonen und Anticyklonen werden erkannt und das Studium der 
Bewegung der für die Wetterverhältnisse massgebenden Circulations- 
centren ermöglicht. 

b) Niveauflächen. Es ist schon aus der angegebenen histori- 
schen Skizze ersichtlich, dass die Betrachtung der Luftverhältnisse 
unmittelbar auf der Erdoberfläche zur Erklärung des Zusammenhanges 
d^r Luftströmungen nicht ausreicht, sondern dass die Dichtigkeits- 
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und Druckverhältnisse im ganzen Luftraum ins Auge gefasst werden 
müssen. Hann hat deshalb mit Hilfe der Niveauflächen, als 
Flächen gleichen Druckes, gezeigt, wie die grosse Circulation 
zwischen den Tropen und den höheren Breiten zu erklären sei; er 
bestimmte die Lage der Niveauflächen nach den Dichtigkeitsverhält- 
nissen der Luft und fand dadurch die Bewegung der Luftmassen be- 
dingt. Wie in diesem Falle, so bieten die Niveauflächen auch in 
allen anderen Fällen ein Mittel, um von den Luftströmungen ein 
deutliches und übersichtliches Bild zu entwerfen. Ihre Bedeutung 
soll im Folgenden dargethan werden^). 

Wie im Wasser, so wird auch in der Luft Gleichgewicht herr- 
schen, wenn die Niveauflächen mit den Flächen gleicher Arbeit in 
Bezug auf die Schwerkraft zusammen fallen, also horizontal sind. 
Sobald jedoch durch eine Arbeitsleistung (der Wärme, der Saugwir- 
kung höherer Luftströmungen, der Gravitation eines Himmelskörpers 
oder dergl.) an einer Stelle eine Hebung erfolgt, so tritt darnach die 
äquivalente Energie als lebendige Kraft der bewegten Atmosphäre 
auf. Die Wetterkarte vom 14./X. 1891 abends 8 ühr^) zeigt ein 
Luftdruckminimum mit 720 mm Barometerstand über Dänemark; in 
einer Entfernung von beiläufig 1000 km südlich herrschte der Baro- 
meterstand 755 noim. In letzterer Gegend befindet sich unter solchen 
Umständen der Luftdruck von 720 mm QuecksÜberstand, berechnet 
nach dem Gesetze der barometrischen Höhenmessung, 380 m hoch 
über der Erde. Die Niveaufläche mit dem Drucke von 720 mm 
Barometerstand fällt also längs 1000 km um 380 m abwärts und. 
hat eine durchschnittliche Neigung von g? == 1*3 Minuten. Auf so 
geneigten Niveauflächen NN^ (Fig. 38) schliesst der Niveaudruck P 
mit der Horizontalen einen Winkel 
(90 — g)y ein, und die horizontale 
Componente p erzeugt jene Luft- 
bewegung, welche im kleinen Luft- 
zug und im grossen Wind heisst. 
Es ist also die bewegende Kjraft 

jp = P • sin 9 =^ P • -y 

Bei gekrümmter Niveaufläche gibt die Tangente in dem betrachteten 
Elemente den Neigungswinkel 9 an. Auf ein solches Element be- 
zogen, ist h als Verticalabstand zweier Orte und N^ mit bestimmten 
Barometerständen stets der Differenz der betreffenden Barometerstände, 
also auch der zwischen N und bestehenden Barometerdifferenz 




1) Vgl. meine Abhdlg. über die Niveaufl. der Cyklonen in der meteorolog. 
Zeitsch. 1882. S. 136. 

2) Siehe Reis, Lehrb. d. Ph., 8. Aufl., S. 876. 
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proportional. Das Verhältnis h/l ist alsdann der BarometerdiflFerenz 
auf der Längeneinheit oder dem „Gradienten^^ proportional, und 
auch die Kraft ^ ist dem Gradienten proportional. 

Bei der angegebenen Luftdruckvertheilung kommt ein Barometer- 
unterschied von 35 mm auf 1000 km; darnach ergibt sich im Durch- 
schnitt der Gradient, bezogen auf einen Meridiangrad, 4 nmi, 
und die horizontale Componente p auf 1 m* ist nahezu 4 kg. 

Die Kraft p wirkt auf die betreffende Luftschichte und erzeugt 
durch ihre Arbeit eine lebendige Kraft. Betrachten wir eine Luft- 
schichte über der Flächeneinheit von der Dicke A, so ist die Arbeit 
und die ihr gleiche kinetische Energie gegeben durch die Gleichung 

und es wird 

1 



2 



p = —Q.V 

Q ist die Dichte und v die Geschwindigkeit der Luft. Die hiermit 
gefundene Geschwindigkeit würde erreicht, wenn die Luft unter dem 
Drucke p in einen luftleeren Raum strömte. Unter den obwaltenden 
Umständen gelangt sie aber in Nachbarschichten, in denen ebenfalls 
Kräfte p beschleunigend einwirken. Die Geschwindigkeit wird dem- 
nach stets vermehrt. 

Nach dem Energieprincip erscheint der Vorgang als ein Herab- 
fallen der mit der Niveaufläche gehobenen Luftmasse. Erfahrungs- 
gemäss ist aber die Erscheinung verwickelter; die Geschwindigkeit 
wächst nur bis zu einer gewissen Grösse und bleibt dann weiter bei 
gleichen Gradienten constant. Daraus folgt, dass die von der Kraft p 
geleistete Arbeit zur Überwindung eines Hindernisses verbraucht wird, 
das Guldberg und Mohn als Reibung der Luft erklärten. Die Reibung 
selbst muss der wirkenden Kraft p gleich sein; dieser Umstand kann 
zur Bestimmung der Windgeschwindigkeit dienen. Nimmt man die 
Reibung gleich der in der Zeiteinheit durch den Querschnitt Eins 
oder in einem Cylinder 1 • v strömenden Luftmasse q • v multipliciert 
mit der Verzögerung x, so ist 

P • sin 9 = X • p . V . 
Nun gilt für die Dichte 

setzt man femer Pq sin 9 proportional dem Gradienten y^ so erhält 
man 

Die Gleichung folgt auch aus dem Gesetze für die Ausflussmenge 
einer Flüssigkeit in einem engen Röhrchen mit dem Querschnitte Eins. 
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In derselben ist die Ablenkung des Windes infolge der Erdrotation 
nicht berücksichtigt. Mit Beachtung dieser berechneten Guldberg 
und Mohn folgenden Wert für die Windgeschwindigkeit: 

Cy cos a 

Q • % ' 

wobei y den Gradienten für einen Meridiangrad, C eine Constante 
= 12237 • 10~*, femer x den Reibungscoefficienten der Luft 
= 0*00019 gr cm~^ sec~^, q die Luftmasse für 1 m^ und -^ a die 
Ablenkung des Windes vom Gradienten bedeuten. Die Rechnungs- 
resultate sind nach den Beobachtungen am Erdboden in der Regel 
zu gross, weil die Luftgeschwindigkeit hier durch Bewegungshinder- 
nisse verringert wird. Für höhere Luftschichten, die eine doppelte 
bis dreifache Geschwindigkeit haben als die Luft am Boden, ist die 
Übereinstimmung eine bessere. 

Mittelst des oben angeführten Gradienten 4 rnm erhält man nach 
der abgeleiteten Form ohne Rücksicht auf die Ablenkung des 
Windes die Geschwindigkeit t; = 18 m. Die Wetterkarten weisen im 
^nzen Cyklonengebiete die nach der Bewegung der Bäume und ihrer 
Theile geschätzten Windstärken 4 (jjfr*) und 5 (jjjJT^) auf; bei solcher 
Stärke bewegen sich Äste, schwache und starke Bäume und die Wind- 
geschwindigkeit ist zwischen 11 — 17 m, beziehungsweise zwischen 
17 — 28 m. Letzteren Wind bezeichnet man als Sturm. Die erzielte 
Übereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung ist hier be- 
friedigend. Der aus dem Energieprincipe ermittelte obige Wert 

jp=== Y?^^ \si>^si sich für die Berechnung des Winddruckes geltend 

machen; bezogen auf kg und m^ erhält man dafür 

|, = 0065.v2. 

Der Ausdruck stimmt mit dem von Borda (1769) gegebenen überein, 
der durch Messungen vielfach bestätigt wurde. Bei beginnendem 
Sturme, d. i. bei einer Geschwindigkeit von 18 m, betiiigt der Wind- 
druck auf 1 m^ 21 kg. 

Die Arbeit zur Hebung der Niveaufläche um 38Ö m in einem 
Umkreis von 1000 km Halbmesser, den Atmosphärendruck zu rund 

1 kg für 1 cm^ gerechnet, ist (10«)^ • sr • 10* • y 380 = 6 • 10^» kgm. 

Diese Arbeit kommt in der lebendigen Kraft des Windes und in den 
Wärmeerscheinungen der Luft wieder zum Vorschein. 

Nach dem Angeführten können die Niveauflächen als das be- 
stimmende Element für die Luftströmungen angesehen werden. Eine 
Zusammenstellung derselben, soweit sie zu einem Luftwirbel gehören, 
vermag ein deutliches Bild über die betreffenden Vor^mge zu geben. 
Über dem Luftdruckminimum befindet sich Luft von geringerer Dichte, 
die Niveauflächen werden daher in grösserer Entfernung von einander 
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hegen. Neben diesem Gebiete herrscht ringsum hoher Druck, die 
Luft ist dichter und die Niveauflächen folgen einander in näheren 
Abständen. Die Spuren der Niveauflächen auf der Erdoberfläche 
geben die Isobaren, welche das Depressionscentrum umschliessen. 
Ein Querschnitt durch die Cyklone entspricht demnach der schemati- 
schen Figur 39. In den meisten Fällen wird die Luft im Depressions- 
gebiete durch Erwärmung verdünnt, daher mag das Schema zeigen, 
dass und wie die Luft über 

dem erwärmten Orte oben ^^- s»- 

abfliesst und die kalte Luft 
unten gegen die 'Erwär- 
mungsstelle strömt. Der 
Lufttransport nach auf- 
wärts wird durch die 
Wärme besorgt, indem die 
Luft ausgedehnt und ge- 
hoben wird. Der Vorgang 
triflFt zu: beim Luftzuge, der 
durch das Oeffiien der Thüre 
eines geheizten Zimmers 
entsteht, bei den täglich 
wiederkehrenden Land- und 
Seewinden, bei der durch- 
schnittlichen täglichen 
Winddrehung, nach Hann 

bei Gebirgs- und Thalwinden und der Luftcirculation der Tropen^). 
Die Neigung der Niveauflächen wird in den verschiedenen Fällen 
auch sehr verschieden sein; so dürfte bei der durch die Erwärmung 
von der Sonne täglich hervorgerufenen Krümmung der Niveauflächen, 
die sich im ganzen als bedeutende Flutwelle zeigen wird, in unserer 
Gegend und in hohem Breiten die unterste Luftschichte nur eine sehr 
geringe Ausbiegung nach unten erfahren, so dass der an Windfahnen 
beobachtete Wind bereits eine Krümmung der Flächen nach oben 
angibt; gleichzeitig folgt, wie es nach Hann thatsächlich der Fall ist, 
dass vormittags Ostwinde und nachmittags Westwinde mehr vorherr- 
schend sind. Auch das tägliche Maximum der Windstärke um V/^ Uhr 
mittags (die Zeit vor Eintreffen der Luftsäule von grösster Verdün- 
nung) und abends 10 Uhr erfährt eine erklärende Bedeutung durch 
das Schema. 

Stärkere Neigungen der Flächen, aber doch im Sinne des Schemas, 
finden sich in den Cyklonen der Tropen und in den die Wetterver- 
hältnisse der mittleren Breiten beherrschenden grossen Luftwirbeln ^). 

1) Hann; Allg. Erdkunde p. 90 und 100. 

2) Siehe meine Abhdlg. in d. Zeitsch. d. Gesellsch. f. Met. 1882, p. 136. 
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Die Luftströmungen sind auch hier nach obigen Ausführungen von 
der Form und der Lage der Niveauflächen abhängig. Gleichzeitig 
machen sich Terrainverhältnisse und die Erdrotation geltend. Wie die 
Ablenkung der Passate von Nord nach Nordost durch die Erdrotation 
(in der Art wie beim Foucault^schen Pendel), wird auch eine Ablen- 
kung der Winde, die gegen grössere Depressionsgebiete fliessen, statt- 
finden, so dass dieselben spiralförmig sich um dss Gentrum bewegen 
imd zwar nach dem Gesetze von Buys-Ballot im entgegengesetzten 
Sinne des Uhrzeigers^). Der Einfluss der Gebirge zeigt sich deutlich 
in der Stauimg der bewegten Luft und der Scheidung von bedeutenden 
Temperaturgegensätzen; Winde wie Bora und Föhn und ein gewisses 
Fixieren der Barometermaxima (Anticyklonen) über Gebirgen wie die 
Alpen sind die Folge davon ^). 

Durch die Luftströmungen ist im allgemeinen das Wetter be- 
stimmt. Im Depressionsgebiete findet eine Mischung verschieden 
warmer Luftschichten, Hebung und Abkühlung der Luft statt; unter 
solchen Bedingungen wird der Wasserdampf condensiert und fällt als 
Regen nieder*). Die Wetterkarten enthalten deshalb auch als wich- 
tiges Bestimmungsstück die Isobaren, aus deren Verlauf die Lage 
der Gyklonen mit ungünstigem imd der Anticyklonen mit gutem 
Wetter ersichtlich ist. Desungeachtet sind solche Karten nicht aus- 
reichend, um von den Luftdruckverhältnissen der Atmosphäre in 
höheren Schichten ein Bild zu geben; und doch wäre auch diese 
Kenntnis sehr wichtig. Wir werden schliessen dürfen, dass stellen- 
weise Einbiegungen der Niveauflächen in grösserer Höhe über der 
Erde ähnliche Erscheinungen hervorbringen, als die angegebenen 
Krümmungen der Niveauflächen im Cyklonengebiete; die betreffenden 
Erscheinungen werden nur im kleineren Massstabe auftreten. Es wird 
Condensation des Wasserdampfes, Wolkenbildung und wohl auch Regen 
eintreten, ohne dass der Verlauf der Isobaren auf der Erdoberfläche 
die Ursache anzuzeigen brauchte. Es werden sich insbesondere Lagen- 
änderungen der Niveauflächen in höheren Luftschichten eher geltend 
machen als in den unteren. So wünschenswert es deshalb auch wäre, 
so sind doch messende Bestinmiungen bis zu der erforderlichen Höhe 
zur Zeit unausführbar. Es wäre aber wohl möglich, eine Beziehung 
der Wolkenformation zur Form der Niveauflächen aufzufinden und 
die Kenntnis so zu verwerten, wie es mit den jetzigen Isobarenkarten 
der Fall ist. Eine zuverlässige Bestimmung des Zustandes der Atmo- 



1) Sprung, Meteorol. Zeitsch. 1884, S. 271. Günther, Geophys. I, S. 222. 

2) F. Lingg, Zeitsch. d. österr. Gesellflch. f. M. 1882, p. 214. 

3) Ueber den Zusammenhang der Lufbdruckyertheilung mit der Temperatur 
und Feuchtigkeit siehe W. von Bezold, Thermodynamik d. Atmosph. Berl. Ber. 
1878 und den Vortrag über wissenschaftl. Luffcballonfahrten, Verhdlg. d. phys. 
Gesellschaft, Berlin 1896. 

Jannichke, Erhaltung der Energie. 11 
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Sphäre mittelst Wolkenformen hätte noch mehr praktische Bedeutung, 
weil sie von jedem Beobachtungsorte, zu jeder Zeit für ein umfassendes 
Gebiet erfolgen könnte. Die von manchen Empirikern aufgestellten, 
recht oft zutreflFenden Wetterprognosen nach Wolkenbeobachtungen 
dürften damit wissenschaftlichen Boden gewinnen. 

Die Meteorologie benützt gegenwärtig zur Wetterprognose die 
Zugstrassen, die von den Wetterwirbeln in der Regel eingehalten 
werden. Dieselben sind vorwiegend gegen Osten gerichtet; van Bebber 
erklärt, dass sie im voraus von der grossen Achse der das Luftdruck- 
minimum umschliessenden Isobaren angezeigt werden. Jedenfalls sind 
die Dichtigkeits- und Druckverhältnisse der Luft auch für das Fort- 
schreiten der Cyklonen massgebend. 

c) Meeresströmungen. Der Luftdruck wirkt auf das Meer 
und pflanzt sich im Wasser fort; auch die Winde üben einen mäch- 
tigen Einfluss auf das Wasser aus. Damit sind die Ursachen zu den 
Meeresströmungen und deren innige Beziehung zu den Luftströmungen 
gegeben. Dieser Umstand ist erst in neuester Zeit gebürend be- 
achtet worden. Die meisten Schulbücher nehmen darauf noch keine 
Rücksicht. — Man nahm an, dass wie in der Luft, so auch im Wasser 
die Temperaturunterschiede zwischen den Äquatorial- und Polargebieten 
die Ursache der Strömung seien. Hann und Capitän S. Hoffinann 
wiesen zuerst darauf hin, dass die auf den Temperaturunterschieden 
beruhende Wirkung der Schwerkraft nur von untergeordneter Bedeu- 
tung sein kann, von noch geringerer als bei der Luft, da das Meer- 
wasser nicht wie jene von unten erwärmt wird. Thatsächlich zeigt 
der Vergleich der oceanischen Ströme mit dem Verlauf der Iso- 
baren auf einer Weltkarte, dass die ersteren mit den Anticyklonen 
der Luft, dass also die Stromrichtungen mit den Windrichtungen 
übereinstimmen. Das Sargassomeer des Atlantischen Oceans fällt mit 
dem Gebiete eines Luftdruckmaximums zusammen; die Meeresströmung 
umkreist gleich dem Winde das Gebiet im Sinne des Uhrzeigers. 
Auf der südlichen Halbkugel ist die Bewegungsrichtung entgegen- 
gesetzt. 

Die Erklärung ergibt sich aus der Lage der Niveauflächen, die 
sich nicht bloss in der Luft vorfinden, sondern auch im Meerwasser 
fortsetzen. Die Druckdifferenzen und die Erdrotation bedingen in 
erster Linie die Strömung; der Einfluss des Windes macht sich nach 
seiner Stärke und Zeitdauer, femer nach dem Zustande der Wasser- 
oberfläche verschieden stark geltend. Sobald das Wasser in Bewegung 
ist, sind für die Richtung derselben oft auch die Küsten alsJHinder- 
nisse ein bestimmender Factor; es können Theile der Hauptströmung 
von der Anticyklone ganz abgelenkt werden, wie es z. B. beim Golf- 
strom, der westlich von Europa einen nördlichen Weg einschlägt, der 
Fall ist. Im Norden wird das Wasser abgekühlt und kehrt als Unter- 
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Strömung gegen den Äquator zurück. Ahnlich wie bei der Cirkulation 
der Luft können daher auch im Wasser stationäre Strömungen lange 
Zeit hindurch fortbestehen. 

Zahlenmässige Schätzungen bestätigen die Zulässigkeit der an- 
gegebenen Ursachen für die Meeresströmungen. Ein dem wirklichen 
Zustande häufig entsprechender Überdruck der Luft von 36*8 mm 
Quecksilberhöhe muss den Wasserspiegel nach abwärts verschieben 
und das Wasser gegen das Depressionsgebiet drängen. Bis zur Her- 
stellung des Gleichgewichtes müjsste an letzterer Stelle das Wasser 
0*5 m hoch emporsteigen. Die Arbeit des Überdruckes ist imstande 
eine lebendige Kraft zu erzeugen, welche der Hebung äquivalent ist, 
der also eine Geschwindigkeit von über 3 m zukommt. Diese Ge- 
schwindigkeit wird von den Wassertheilchen auf dem Wege vom 
hohen zum niederen Druck nur allmählig erreicht und von der Rei- 
bung des Wassers in den tieferen Schichten verzögert. (Die Ver- 
zögerung ist proportional dem Gradienten und dem Quadrate des Ab- 
standes der Schichte vom Wasserspiegel.) Da die Verzögerung stets 
nur ein Bruchtheil der vorhandenen Geschwindigkeit sein kann, welch 
letztere noch durch die Einwirkung des Windes vergrössert wird, so 
ist ersichtlich, dass die angegebenen mechanischen Kräfte zur Erklä- 
rung der Meeresströmungen hinreichen. 

Die mächtigste Strömung ist die äquatoriale Strömung in den 
tropischen Weltmeeren mit einer Breitenausdehnuug bis zu 45®, in 
einer Mächtigkeit bis zu 2000 m und einer Geschwindigkeit von 1 m. 
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lY. Molecularkräfte. 

§ 46. Zusamineiiliaiigsformeii der Körper. CoMsion. Adhäsion. 
Je nachdem die Theilchen eines Körpers sich schwer oder leicht ver- 
schieben lassen oder das Bestreben haben ^ sich auszudehnen^ unteiv 
scheidet man feste, flüssige und gasförmige Körper (vgl.§§ 38, 41). 
Es gibt also drei Zusammenhangsformen oder Aggregatzu- 
stände. Übergangszustände bieten die weichen und schwer flüssigen 
Körper. 

In den vorhergehenden Abschnitten wurden die verschiedenen 
Körper unter dem Einfluss der Schwere betrachtet; auf die gegen- 
seitige Einwirkung der Körpertheilchen wurde keine Rücksicht ge- 
nommen. Sehr viele Erscheinungen beruhen aber auch auf der 
Wechselwirkung dieser Theilchen: die festen Körper setzen dem 
Zerreissen, Zerdrücken, Zerbrechen und dem Zerdrehen einen nam- 
haften Widerstand entgegen; ein aufgehängter oder unterstützter Körper 
vermag nicht bloss sein eigenes Gewicht vor dem Fallen zu schützen, 
sondern auch noch den Zug oder Druck, welche durch die Gewichte 
anderer Körper ausgeübt werden, zu überwinden. Flüssigkeiten 
steigen der Schwerkraft entgegen im Fliesspapier, Schwamm, Docht, 
Zucker, in Mauern u. a. auf; Tropfen an Röhrchen, Stäbchen und 
Platten fallen nicht ab, sondern bleiben hängen; das Abheben eines 
Glases vom Tische erfordert eine namhafte Anstrengung, wenn sich 
eine Wasserschichte zwischen Glas und Tischplatte befindet. Tinte 
und Farbe haften auf dem Papiere, auf Leinwand und an den Wänden. 

Alle diese Erscheinungen lassen darauf schliessen, dass zwischen ' 
den Körpertheilchen Kräfte wirken, welche die Theilchen zusammen- 
halten. Die Kräfte zwischen gleichartigen Körpertheilchen nennt 
man Cohäsion, die Kräfte zwischen ungleichartigen Körpertheil- 
chen heissen Adhäsion. 

Beide Kräfte sind nur auf sehr kleine Entfernungen wirksam. 
Eisenstücke müssen durch Schweissen einander sehr nahe gebracht 
werden, bevor die Cohäsion wirksam wird; beim Kitten, Löthen und 
Leimen kommen die betreffenden Körpertheilchen einander viel naher, 
als beim einfachen Aneinanderhalten der zu verbindenden Stücke. 
W. Spring hat die Verbindung von Feilspänen aus Blei, Wismut, Zinn^ 
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Zink, Kupfer u. a. zu festen Stücken durch Drücke von 2000 — 8000 
Atm. nachgewiesen; Schwefelpulver gab einen Block von krystaUini- 
schem Schwefel, und ebenso wurden die Wood'schen und Rose^schen 
Metallgemische und Messing aus Feilspänen beziehungsweise von 
Wismut, Blei, Zinn, Cadmium, — Wismut, Blei, Zinn, — Zink und 
Kupfer durch hohen Druck erhalten. Stärkemehl verwandelte sich 
unter einem Drucke von 6000 Atm. in eine feste Masse, welche an 
den Bändern durchscheinend und frei von organischer Structur war. 

Auf die Erklärung der verschiedenen Zusammenhangsformen 
soll später hingewiesen werden. 

§ 47. Allgemeine Eigenschaften der Körper. Holecüle. Die meisten 
festen Körper können durch Zug und Erwärmung, die flüssigen durch 
Erwärmung vergrössert werden; durch Druck und Abkühlung können 
Körper aller drei Aggregatzustände verkleinert werden. In allen 
diesen Fällen setzen die Körper der Volumsänderung einen Wider- 
stand entgegen; es ist eine Arbeitsleistung noth wendig, um den Wider- 
stand zu überwinden. Man schliesst daraus, dass die Cohäsion sich 
sowohl dem Entfernen, als auch dem Annähern der Theilchen ent- 
gegensetzt, dass die Kraft sich daher als Anziehung und als Ab- 
stossung äussert. Eine solche Doppelrolle kann eine einzige Kraft 
nicht spielen; die bei einer Yolumsänderung geweckte Kraft muss 
nothwendig eine Resultierende von anziehenden und abstossendei^ 
Componenten sein. Da für die Resultierende bereits allgemein der 
Name Elasticität gebräuchlich ist, so wollen wir der Klarheit im 
Ausdrucke wegen nur die Anziehung als Cohäsion bezeichnen, die 
Abstossung aber als eine Kraft für sich betrachten, welche der 
Cohäsion das Gleichgewicht zu halten vermag. Wenn wir, der Wärme- 
lehre vorgreifend, die Erfahrung heranziehen, dass die Wärme eine 
ausdehnende Kraft ist, und dass durch Druck Wärme erzeugt 
wird, so ist die Annahme nahe liegend, dass die der Yolumsvermin- 
derung entgegen wirkende Kraft die Wärme sei. Auf diese Anschau- 
ungsweise, die bereits von Laplace und Biot zum Ausdrucke gebracht 
wurde, mag der Anschaulichkeit und Deutlichkeit halber hingewiesen 
werden; für die Lehren in diesem Abschnitte ist indessen das Wesen 
der Kraft ohne Belang. Der Widerstand beim Zusammendrücken 
wird als eine allgemeine Eigenschaft der Körper angesehen und 
als solche Undurchdringlichkeit genannt. (Anwendung beim Auf- 
stellen von Gegenständen auf Unterlagen, beim Bauen, bei der Taucher- 
glocke, bei der Raummessung fester Körper durch Eintauchen in 
Flüssigkeiten u. s. w.) 

Bei der Zertheilung eines Körpers muss die Cohäsion vollends 
überwunden werden. Der Vorgang dabei ist aber nicht so einfach, 
dass die Grösse der erforderlichen Kraft ohneweiters als das Mass der 
Cohäsion angesehen werden könnte. Wir beschränken uns deshalb 
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zunächst auf die Anführung der Erfahrungsthatsache^ dass alle Körper 
theilbar sind^ dass die Theilbarkeit eine allgemeine Eigenschaft; der 
Körper ist. (Anwendung zum Formen der Gegenstände bei gewerb- 
lichen Arbeiten, beim Pulverisieren, Auflösen u. s. w. Sehr weit 
gehende Theilbarkeit findet sich bei vielen Färb- und Riechstoffen.) 

Zwischen den Körpertheüchen befinden sich Zwischenräume, welche 
Poren genannt werden. Auf die Eigenschaft der Porosität lassen 
bereits die Zusammendrückbarkeit und Ausdehnsamkeit der Körper 
schliessen; aber auch viele andere Erscheinungen beruhen auf der- 
selben. (Quecksilberpresse, Filtrieren der Flüssigkeiten, Aufsaugen 
derselben, Absorption von Grasen u. s. w.) 

Die angegebenen Eigenschaften machen folgende Hypothese über 
die Constitution der Materie wahrscheinlich: Eine Körpermasse be- 
steht aus kleinsten Theilchen, die mit dem ganzen Körper gleichartig 
sind; man nennt ein solches Theilchen Molecül. Dasselbe ist mecha- 
nisch nicht weiter theilbar; wird es auf chenaischem Wege zerlegt, so 
entstehen die Atome. So ist z. B. ein Molecül Wasser ebenfalls 
Wasser; durch einen elektrischen Strom oder mittelst glühender Eisen- 
feilspäne kann es noch weiter in Wasserstoff- und Sauerstoffatome 
zerlegt werden. — Sowohl die Molecüle, • als auch die Atome sind 
durch Intermolecular- beziehungsweise Interatomsräume von einander 
getrennt. Die Ausdehnung und Zusammenziehung eines Körpers be- 
ruht auf der Änderung seiner inneren Zwischenräume. Der Zusammen- 
hang der Molecüle wird durch Anziehungskräfte bewirkt, welche die 
Molecüle in sehr kleinen Entfernungen aufeinander ausüben. Diese 
Kräfte, Molecularkräfte genannt, liegen der Gohäsion zugrunde. 

Vorstehende Hypothese heisst Atomtheorie; sie rührt von 
Leukipp (500 v. Chr.) her, wurde von Demokrit entwickelt und ist 
gegenwärtig allgemein angenommen. Im Gegensatze zu ihr steht die 
Ansicht, dass die Materie continuierlich den Raum ausfülle und bis 
ins Unendliche theilbar sei; dieselbe stammt von Anaxagoras (450 
V. Chr.), wurde von Plato und Aristoteles gelehrt und war während 
des ganzen Mittelalters anerkannt. 

§ 48. Elasticltät. Das Elasticitatsgesetz als Arbeitsgleicliimg. 
a) Wenn ein Körper nach einer Formveränderiing, die er durch Druck 
oder Zug erlitten hat, wieder in seine ursprüngliche Form zurückkehrt, 
sobald die äussere Kraft zu wirken aufgehört hat, so nennt man den 
Körper elastisch. Nach der im vorigen Paragraphen angegebenen 
Definition für die Cohäsion erscheint die Elasticität als die Resul- 
tierende, beziehungsweise als Differenz, der Cohäsion und der derselben 
entgegen wirkenden Kraft (der Wärme). Nimmt der Körper sein 
früheres Volumen wieder vollständig ein, so heisst er vollkommen 
elastisch, im anderen Falle unvollkommen elastisch. 

Mathematische Beziehungen zwischen den Grössen, welche bei 



§48.] . IV. Molecularkräfte. 167 

den Elasticitätserscheinungen in Betracht kommen, stellte zuerst Hooke 
(1678) auf experimentellem Wege fest; dieselben können auch aus 
der Continuität der betreffenden Grössen gefolgert werden. Sie sind 
durch zwei Gesetze gegeben^): 

1. Die Änderung der Form ist proportional der äusseren Kraft, 
oder anders ausgedrückt, die elastische Kraft ist der Deformation 
proportional j 

2. die Änderung der Form bleibt bis auf das Zeichen dieselbe, 
wenn man die Richtung der Kraft ändert oder den Zug durch Druck 
ersetzt und Torsion und Biegung im entgegengesetzten Sinne wirken lässt. 

Die ersten genauen Versuche zur Messung der Elasticität, die 
durch Zug geweckt wurde, stellte S^Gravesande (1720 — 21) an. Er 
gab dem Körper Fadenform, brachte ihn in eine horizontale Lage 
und befestigte ihn an seinen Enden; er beschwerte alsdann den Faden 
in der Mitte mit einem Gewichte und bestimmte die Beziehung der 
Verlängerung zu dem Gewichte und der Fadenlänge. Die Versuche 
beziehen sich mehr auf die Biegungsela^ticität als auf die Zug- 
elasticität. Zur Untersuchung der letzteren ist es vortheilhafl, den 
Körper in Draht- oder Stabform zu benützen, ihn vertical aufzuhängen, 
am unteren freien Ende zu belasten, und die Verlängerung mit einem 
Kathetometer zu messen. Nach dieser Methode beobachteten F. Savart 
(1837), Masson (1841), Wertheim (1844) u. a. Die Versuche ergaben 
für einen Stab von der Länge l und dem Querschnitte s, dass die 
Verlängerung k dem spannenden Gewichte p, der Länge l gerade 
und dem Querschnitte s umgekehrt proportional ist, dass also 

1 pl 

wenn E der Elasticitätsmodul (oder Elasticitätscoefficient), d. i. 
ein Proportionalitätsfactor ist, der von der Natur des StoflFes abhängt. 
Die Dimension von E ist \mL~^T~^'] entsprechend einer Kraft auf 
die Flächeneinheit. 

W. Weber machte (1841) die Beobachtung, dass es bei den 
meisten Körpern stundenlange dauert, bevor der Gleichgewichtszustand 
durch die Belastung völlig hergestellt wird, und dass ebenso der Körper 
nur sehr langsam in seine ursprüngliche Form zurückkehrt, wenn die 
spannende Kraft zu wirken aufgehört hat. Man nennt die letztere 
Erscheinung elastische Nachwirkung. 

Schon früher wurde bemerkt, dass jeder Körper nur bis zu einer 
Grenze auf Zug in Anspruch genommen werden darf, wenn er nach 
Beseitigung der äusseren Kraft wieder seine ursprüngliche Form an- 
nehmen soll. Die bezügliche grösste zulässige Spannung heisst 
Elasticitätsgrenze. 



1) Violle, Lehrb. d. Phys. I. S. 367. Deutsche Ausgabe. 
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Das angegebene Elasticitatsgesetz gilt nur innerhalb der Elastici- 
tätsgrenze. In demselben wird E = p, wenn A = ? und s = 1, d. h. 
der Elasticitätsmodul ist ein Gewicht^ welches man an das Ende 
eines Stabes vom Querschnitte Eins hängen müsste^ um ihn um seine 
eigene Länge zu dehnen^ vorausgesetzt^ dass die Verlängerung inner- 
halb der Elasticitätsgrenze möglich wäre. 

b) Das Elasticitatsgesetz lässt sich auch auf die Form einer 
Arbeitsgleichung, speciell des Spannungsgesetzes für Gase bringen; 
schreibt man ohne Bücksicht auf das Vorzeichen 

führt hierin statt p das spannende Gewicht dP für eine Querschnitts- 
einheit ein, so dass ^ = s • dP, und setzt das Volumen l - s=^ v und 
dessen Änderung 5 • A = dv, so erhält man 

E dv = v ' dP, 

Da E seiner Dimension gemäss einen Druck auf die Flächeneinheit 
bedeutet, so gibt jede Seite der Gleichung einen Arbeitswert an, und 
zwar den der Verlängerung des elastischen Stabes. Die rechte Seite 
gibt die Arbeit in der Form der hydrostatischen Grundgleichung, 
indem das Volumen v, das unter dem von den Molecularkräften her- 
rührenden Adhäsionsdruck steht, um den Druck dP entlastet wurde; 
und die linke Seite liefert als das Product aus der Kraft E - s in den 
Weg A die Arbeit, wenn E die Krafb auf die Flächeneinheit, hier der 
Cohäsionsdruck, ist. Wird deshalb für J5 = P eingeführt und dP 
als der Cohäsion entgegen wirkend negativ genommen, so folgt 

Pdv + vdP = und P • t? = const. 

Dieser Ausdruck stimmt der Form nach mit dem Boyle'schen Gas- 
spannungsgesetze überein; statt des Luftdruckes oder eines anderen 
äusseren Druckes steht hier der Cohäsionsdruck. 

Das Elasticitatsgesetz als Arbeitsgleichung erhält man unmittel- 
bar, wenn man die potentielle Energie der Cohäsion als Function des 
Volumens darstellt und eine kleine Volumsänderung nach der Taylor 
sehen Reihe berechnet. Man erhält nämlich aus der Energie oder 
dem Arbeitswerte 

denn dW entspricht der oben angegebenen Arbeit vdP, und 

f(v) = dW/dv = dW/s . dl 

dem Cohäsionsdruck auf die Flächeneinheit. 

Es mag noch bemerkt werden, dass G. Jäger (Wiener Ber. 1892, 
S. 553) setzt 

W=P(v-a>) und /•(t;) = B[l + ^ + 3 + 5 + ...] 
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und zeigt, dass diese Function bei Benützung der ersten drei Glieder 
die van der Waals^sche Zustandsgieichung und bei Anwendung von 
vier Gliedern eine von Clausius angegebene verbesserte Gleichung 
hefert. 

Vor eingehenderen Ermittelungen sollen noch einige Elasticitäts- 
coefficienten in kg pro mm^ nach Wertheim angegeben werden. Es 
ist für 
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Der Elasticitätsmodul ändert sich bei jeder bleibenden Zustandsände- 
rung, namentlich auch mit der Temperatur, indem er mit steigender 
Temperatur abnimmt. Für Kautschuk hat jedoch Grätz gezeigt, dass 
er mit jedem Temperaturgrad um 0*5 7o wachse. 

Die Bestimmungen der Elasticitäscoefficienten mit Hilfe von 
longitudinalen Schwingungen ergeben durchaus etwas grössere Werte 
für E als die vorstehenden. 

Für die Zusammendrückung gilt dasselbe Elasticitätsgesetz 
wie für die Verlängerung; deshalb ist es möglich, die Elasticitäts- 
coefficienten E der festen Körper mit den reciproken Compressibilitäts- 
coefficienten 1/x der Flüssigkeiten zu vergleichen. Entsprechend 
den in § 33 angegebenen Werten erhält man für l/x in Atmosphären- 
drücken bezogen auf 1 mm^ bei 
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Den speciellen Daten ist zu entnehmen, dass die Elasticitäts- 
coefficienten der festen Körper im allgemeinen wohl grösser sind als 
jene der Flüssigkeiten; da aber bei den letzteren Coefficienten von 
derselben Grössenordnung vorkommen wie bei den ersteren, — der 
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des Quecksilbers ist sogar grösser als jener der Hölzer, des Eises und 
der meisten Steine — , so kann der Unterschied dieser Coefficienten 
kein wesentliches Kennzeichen für den Aggregatzustand bilden. Und 
fassen wir den Elasticitätsmodul als Wert für den Cohäsions- 
druck auf, so ist ersichtlich, dass die Cohäsion bei den Flüssigkeiten 
durchaus nicht so gering ist, um damit den Unterschied gegenüber 
den festen Körpern zu erklären. 

c) Ein Vergleich des Elasticitätsgesetzes mit der Zustandsgieichung 
von van der Waals lässt auf die Abhängigkeit des Elasticitätsmoduls 
E vom Volumen schliessen, indem dafür in dieser Gleichung der 
Ausdruck a/v^ erscheint. Wir können auch direct zu derselben Be- 
ziehung wie folgt gelangen: 

Es ist leicht zu erkennen, dass in dem angegebenen Elasticitäts- 
gesetze, das seiner Form nach mit dem Gasspannungsgesetz überein- 
stimmt, der Druck thatsächlich aus dem Cohäsionsdruck P und dem 
äusseren Druck p besteht, dass also anstatt P die Summe (P + p) 
zu setzen ist. Die Gleichung 

(P +i>) 'dv + V'd{P+p) = 

stellt alsdann die bei der Volumsänderung dv von der Kraft (der 
Wärmeintensität) (P -f- i>), welche der Cohäsion und dem äusseren 
Drucke das Gleichgewicht hält, und von der durch dp angeregten und 
sofort mit voller Stärke wirkenden Druckänderung d(P + p) ge- 
leisteten Arbeiten nach dem Satze der virtuellen Bewegung zusammen. 
Die letztere Arbeit wird auch durch die hydrostatische Grundgleichung 
bestimmt Die Summe beider Arbeiten ist die Ableitung von dem 
Arbeitswerte 

iP + p)v = R, 

der mit der Zustandsgieichung übereinstimmt. 

Um nun eine Beziehung zwischen dem Cohäsionsdrucke P und v 
zu finden, denken wir jeden äusseren Druck p hinweg und veranlassen 
eine Volumsänderung dv etwa durch eine Abkühlung. Dabei leistet 
die Cohäsion P, entsprechend der obigen Gleichung, die Arbeit Pdv, 
und auf das Volumen v wird der Druck allmählig um dP erhöht; 
die mit dem letzteren Vorgange verbundene Arbeit kann man sich 
wie folgt versinnlichen: Man denke sich den Körper in aufeinander 
folgende Schichten von der Dicke der Verschiebung A der Begren- 
zungsflächen s getheilt; unter der Voraussetzung einer gleichmässigen 
Druckfortpflanzung, durch welche der Körper homogen erhalten wird, 
lässt sich die Verschiebungsarbeit der Schichten berechnen; das Mittel 
der von Null bis dP anwachsenden Kraft ist rfP/2, imd die von der 
Kraft geleistete Arbeit ist (vgl. § 42) 2:% • dP- s - k = % - v - dP. — 
Nach dem Principe der virtuellen Bewegung gilt demnach 
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ergibt, der mit dem Ausdrucke für den Cohäsionswert in der Zustands- 
gieichung vollständig übereinstimmt. 

Wir können auf denselben Wert auch unmittelbar aus der Wechsel- 
wirkung zweier benachbarten Molecülschichten schliessen; fassen wir in 
die beiden Schichten alle Massentheilchen zusammen, die gegenseitig auf 
einander wirken, so ist die Kraft jedenfalls dem Producte der Massen 
beider Schichten proportional; die Masse jeder Schichte ist aber ihrer 
Dichte und somit die Cohäsionskraft dem Quadrate der Dichte direct 
oder dem Quadrate des Volumens umgekehrt proportional. Eine 
tiefer eingehende Behandlung hat zu berücksichtigen, dass der zuge- 
hörige Proportionalitätsfactor noch von anderen iiicht in Betracht ge- 
zogenen physikalischen Grössen abhängen kann. 

Eine weitere Begründung für die Giltigkeit des Spannungsgesetzes 
für alle homogenen Körper soll noch mittelst des ersten Hauptsatzes 
der mechanischen Wärmetheorie erbracht weirden. 

Wir betrachten nun die Bedeutung der Zustandsgieichung — als 
genaueres Elasticitätsgesetz — für das elastische Verhalten der Körper. 
In der Form 

sind p der äussere Druck, gewöhnlich der Luftdruck, a/v^ der Co- 
häsionsdruck, (v — coi) das der Druckänderung unterworfene Volumen 
und R eine Constante, wenn keine Wärmeerscheinungen in Betracht 
kommen. Damach muss oj ein Volumen innerhalb des Körperraumes 
V sein, das von Druckänderungen nicht beeinflusst wird. Wir wollen 
es mit E. Dühring als das Volumen der Molecüle annehmen, das 
bei der Ausdehnung und Zusammendrückung des Körpers unverändert 
bleibt. Die Annahme entspricht auch einer nothwendigen Forde- 
rung, die gestellt werden muss, wenn die linke Seite der Zustands- 
gieichung als Ausdruck einer Volumenergie angesehen wird. 
(p ~f" öt/t?^) bestimmt alsdann den Wirkungsgrad und (v — co) ist 
der Wirkungsraum, zu dem das unveränderliche Molecülvolumen 
nicht mitgezählt werden darf. Von diesem Gesichtspunkte hat Regnault 
durch den Nachweis der Existenz der Grösse co der Atomtheorie eine 
wesentliche Unterstützung geleistet. 

Die Zustandsgieichung gestattet eine genauere Bestimmung des 
Elasticitätscoefficienten E^ insbesondere seiner Beziehung zum Volumen. 
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Es muss nämlich beachtet werden, dass bei experimentellen Ermitte- 
lungen niemals eine Änderung des Cohäsionsdruckes P = a/t;*, son- 
dern immer nur eine Änderung der äusseren Kraft p gemessen wird; 
und auf diese Änderung bezieht sich der Elasticitätsmodul E in der 
bei den Versuchen benützten Gleichung 

V ' dp ^= E • dv. 

Aus der Zustandsgieichung erhalt man als Beziehung zwischen dp 
und dv 

oder bei Vernachlässigung des Atmosphärendruckes p gegenüber dem 
Cohäsionsdruck P und Multiplication mit v/{y — co) 



t? • e?|) = P ( 1 ^^) • dv , 



Durch Vergleich dieser mit der vorletzten Gleichung erhält man für 
den Elasticitätscoefßcienten 

i;=pri__?L_]==4.(i__^). 

L V OBJ t?' \ V 00/ 

Es ist also E = Pf wenn das Molecülvolumen co gegenüber dem 
Zwischenvolumen (t? — co) vernachlässigt werden darf. 

Die Wärmelehre gibt Mittel an die Hand, das Verhältnis o/{v — coi) 
zu berechnen und damit auch die Beziehung zwischen dem Elasticitäts- 
modul und dem Cohäsionsdruck genau zu bestimmen. Hier soll nur 
noch bemerkt werden, dass nach der vorstehenden Beziehung E ausser 
mit dem Gesammtvolumen v auch mit dem Molecülvolumen o ver- 
änderlich ist, dass also bei molecularen Vera-nderungen auch der 
Elasticitätsmodul geändert wird. 

Aufg. 1. Eine Ciaviersaite von l = 1493 mm Länge und 0*6586 mm 
Dicke, also s = 0*34 mm^ Querschnitt wurde nach Gerstner durch ein 
Gewicht von p = 6*72 kg um X = 1'71 mm gedehnt. Wie gross war 
der Elasticitätsmodul dieses Drahtes? — {E = 17 260 kg.) 2. Wie gross 
ist der Elasticitätsmodul des Platins, wenn ein Platindraht von 3 m Länge 
und 1 mm^ Querschnitt durch ein Gewicht von 5 kg eine Verlängerung 
um 0*88 mm erföhrt? — (E = 17 045.) 8. Welches Gewicht ist nöthig, 
um einen Eisendraht von 2 m Länge und 0*4 mm^ Querschnitt innerhalb 
der Elasticitätsgrenze um 0*5 mm zu verlängern, den Elasticitätsmodul zu 
20 800 kg angenommen? — (2*08 kg.) 4. Unter Festigkeit versteht 
man den Widerstand, den ein Körper der Trennung seiner Theile entgegen- 
setzt; sie ist die letzte Elasticitätsgrenze. Wenn nun ein Stab von Tannen- 
holz einen Querschnitt von 1*5 cm^ hat und durch ein Gewicht von 1200 kg 
gerade zerrissen wird, wie gross ist der Festigkeitsmodul? — (Bezogen 
auf mm^ 1200 : 150 = 8.) 5. Welches Gewicht ist zum Zerreissen eines 
Messingdrahtes von 1*25 mm Durchmesser erforderlich, und welches kann 
er mit Sicherheit tragen? Der Festigkeitsmodul sei 50. — (Festigkeit 
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= 0*625* . TT • 50 = 61-356 kg. Mit dem Sicherheitscoefficienten 1/6 ver- 
mindert sieh die zu tragende Last auf 10*2 kg.) 6. Ein schmiedeeiserner 
Stab von quadratischem Querschnitt soll eine Last von 61*5 ^ tragen; 
wie gross muss die Seite seines Querschnittes sein? Festigkeitsmodul 
= 41. — (x^ • 41/6 = 6150, a; = 30 mm.) [Fliedner-Krebs.] 

§ 49. Elastisclie Kräfte eines deformierten Parallelepipedes. Im 
Vorhergehenden wurde die Wirkung einer Kraft auf einen Körper 
nur in der Kraftrichtung betrachtet. Infolge des Zusammenhanges 
der Körpertheilchen machen sich auch nach anderen Richtungen Wir- 
kungen geltend. Zur näheren Untersuchung derselben benützen wir 
einen geraden parallelepipedischen^ elastischen Körper^ der normal zu 
seinen Seitenflächen durch Zugkräfte in Anspruch genommen werden 
soU^). 

a) Verschiebungen längs der Kanten. — Die Kanten^ngen des 
Körpers seien dx^ dy, dj3] die Zugkräfte auf die hiezu normalen 
Seiten pro Flächeneinheit seien beziehungsweise X, T^ Z, Die Kraft 
X'dydz verlängert dx um d!§'. Mittelst des Elasticitätsmoduls E 
erhält man 

Ebenso bringen die Kräfte Y und Z nach ihren Richtungen Ver- 
längerungen hervor. Ausserdem haben sie aber auch Verkleinerungen 
der zu ihnen normalen Querschnitte zur Folge. So wirken sie ver- 
kürzend auf dx und zwar mit einer ihrem Werte proportionalen 
Stärke; wir dürfen denmach für die Verkürzungen der Längeneinheit 
schreiben 

^Y und J-Z. 
Mit Rücksicht darauf gilt für die Verlängerung dg von dx 

g = i.[x-«(r+z)]. 

Damach erhält man für die Verlängerungen der drei Kanten 



und analog 



und 



dri = i[Y-s{X-i-Z)]dy 



Wenn man jede der drei letzten Gleichungen mit der zugehörigen 
Fläche multipliciert^ dann alle drei addiert und beachtet, dass die 

1) VioUe, Lehrb. d. Phys. I. S. 368 ff.; Christiansen, Theor. Phys. S. 101 ff. u. a. 
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Summe der linken Seiten die Volumänderung dVy femer rechts 
dx ' dy ' dz = V ist,, so erhält man 



dv 



i(X + r+^)-(l-2£).t;. 



Bei gleichem Druck auf die Seiten ist X=Y=Z=dP und es wird 



dv = 



8(1 — 2g) 
E 



V'dP. 



Hierin heisst J5/3(l — 2^) der Volummodul gegenüber dem Längen- 
modul J? der Elasticität. 

Durch sorgfältige Messungen an prismatischen Stäben aus Kaut- 
schuk und anderen Materialien fand Wertheim s = 1/3. Mehrere 
französische Physiker gaben dafür den Wert 1/4 an. Mittelst des 
ersteren Wertes nimmt der Volummodul den Wert des Längenmoduls 
an, und aus der vorstehenden Gleichung folgt der bereits bei dem 
elementaren Elasticitätsgesetze angegebene Arbeitswert 

E ' dv = v • dP. 

Die im vorigen Paragraphen aus dem Vergleiche des Elasticitätsgesetzes 
mit dem Gksspannungsgesetze gezogenen Folgerungen gelten demnach 
auch für den Fall eines allseitigen Druckes, wenn auch dessen Seiten- 
wirkungen in Rechnung gezogen werden. 

Aus den obigen Werten für die Verlängerungen der EAuten 
können leicht auch folgende Werte für die Kräfte gefunden werden: 



wobei 



X = 



X 


= 


k' 


dv 

V 


Y 


= 


A. 


dv 

V 


Z- 





A- 


dv 

V 




c • 


E 





und 



dx^ 
drj 

dt 
dz' 



2f* = i 



E 



(l-2g)(l + 8) -^ 1+8 

Später soll auch zuweilen für die Volumsänderung 

der Volumseinheit dvjv = gesetzt werden. 

b) Drehungen. — Wir belasten einen geraden 

parallelepipedischen Körper, dessen Länge l und dessen 

Breite h sei, nach Fig. 40 mit einem Gewichte P 

und ermitteln die Drehung der Diagonalebene durch 

Berechnung der Änderung des Winkels 9. 

Ursprünglich ist 

, l 

und nach der Dehnung von l und der Verkürzung 
von h 
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tg(y + rfy)= ; Vp\ =tgy[i + ^^^]- 



(-^) 



C08*qp' 



Im letzten Ausdrucke sind höhere Potenzen von eFjE als sehr kleine 
Grössen yemachlässigt. 

Nun ist , 

*g(9 + ^9) — tg 9 = ^ 
und es folgt durch Substitution 

d^ = ^ • P • sin 9> • cos (p . 

Hierin ist P sin y die Componente von P längs der Diagonalebene^ 
deren Flächeninhalt =s/G08(p ist. Wird die Componente durch diese 
Fläche dividiert, so erhält man die Eraft auf die Flächeneinheit, 
nämlich T= P • sin 9 • cos g>. Setzen wir noch wie oben 

il + e)/E= 1/2(1, 
so folgt j, 



d(p = 



2'fi 



oder T = 2(1 ' dg>j 



Fig. 41. 



-X^-< 



d. h. die tangentiale elastische Kraft, welche längs einer Ebene wirkt, 
ist dem Drehungswinkel der Ebene proportional. 

Der Satz lässt sich auf jede durch den Körper gelegte Ebene 
anwenden und kann daher allgemeine Giltigkeit beanspruchen. Es 
soll damit folgende Aufgabe gelöst werden:. Ein rechtvrinklig parallel- 
epipedischer Körper mit den Kanten dx, dy, dz werde von drei 
Kräftepaaren gedreht; es wirke nämlich längs der Fläche dxdy 
parallel zu dx und normal zu z die 
Kraft Xg auf jede Flächeneinheit, 
und längs der gegenüberliegenden 
Fläche wirke die Kraft — X^; femer 
wirke auf derselben Fläche dxdy 
parallel zu dy und normal zu die 
Kraft Yz und auf der gegenüber 
liegenden Fläche die Kraft — Y». 
Analog wirken auf den zu derselben- 
Ecke gehörigen Fachen dxdz die 
tangentialen Kräfte Xy und Zy und 
auf dydz die Kräfte Yx und Z^. 
Auf die gegenüberliegenden Seiten- 
flächen wirken die entgegengesetzten 

Kräfte. Es sollen nun im Gleichgewichtszustande die bezeichneten 
Spannungen aus den Drehungswinkeln berechnet werden. 

Wir betrachten die Drehung um die zur Zeichnungsfläche normale 
Kante dy nach Fig. 41. Das Drehungsmoment eines Kniftepaares ist 




*"a; 



176 IV. Molecularkräfke. [§49. 

(X, • dx • dy) ' dZj und das des anderen {Zx • dy • dz) • dx . Die Krafte- 
paare drehen im entgegengesetzten Sinne; ihre Momente müssen im 
Gleichgewichtszustande einander gleich sein^ also muss 

•Xj, = Zx 

sein. Für diese Knlfte folgt aus dem vorstehend abgeleiteten Satze 
über Flächenspannungen 

und 

Zx = 2ft • d(p^ = 2ft • ^ • 

Durch Addition und Halbierung folgt 

In ähnlicher Weise erhält man fOr die anderen Flächenspannungen, 
welche beziehungsweise um die Achsen dx und dz drehen, 

^-^-»•öl + a- 

Damit sind die verlangten Kräfte bestimmt. Die Werte dienen zur 
Aufstellung der allgemeinen öleichgewichtsbedingungen in einem 
elastischen Felde. 

Wir benützen noch die nebenstehende Figur, um die vollständigen 
Momente der Drehung um die Achsen anzugeben. Die Drehung um 
die y- Achse setzt sich aus der Differenz der Drehungen q>^ und q>^ 
beziehungsweise d^/dz und d^/dx zusammen. Man erhält somit für 
das Drehungsmoment pro Volumseinheit (D = T • 1) 

und analog 
und 

Hierin sind die Drehungen, welche, von der positiven Seite der Achsen 
betrachtet, im Sinne des Uhrzeigers erfolgen, als positiv gerechnet. 
Auch diese Werte, welche im Grleichgewichtszustande verschwinden, 
während der Bewegung aber entsprechend gross sind, dienen zur 
Eraftbestimmung im elastischen Felde. 

Anfg. Ein Stab werde in der Richtung Z seiner Länge mit der 
Erafb P (bezogen auf die Flächeneinheit des Querschnittes) gedehnt; die 
Projectionen der Verschiebung irgend eines Punktes (x^ y, z) sind dann 
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I = — hx^ 1? = — hy^ f = ag. Es sind a, h und die Änderung S der 
Volumseinheit durch P und die obigen Constanten k und (i auszudrücken. 
— (Aus Z=P=k&-\-2^dt/dz-='X(a — 2h)-{-2fia und 
X=Y=X(a — 2h) — t->6 = folgt a = (iL + |it)P/|ii(3A + 2 ii\ 
h = X'P/2ii(Bl-}' 2<Lt), = a — 26 = P/(3A+ 2fi).) 

§ 50. Biegungselasticität. Wir betrachten einen rechtwinkligen 
parallelppipedischen Körper, der an einem Ende befestigt und am 
anderen Ende mit einem Gewichte Q belastet ist (Fig. 42). Der 
Körper wird gebogen, so dass der 
obere Theil ausgedehnt und der 
untere zusammengedrückt erscheint; 
eine Fläche GH in der Mitte bleibt 
ihrer Grösse nach unverändert. Die 
Arbeit der Biegung verrichtet das 
Gewicht Q, indem es um die Strecke 

JBJB'=A herabsinkt. Unter der Vor- ^ 

aussetzung, dass die Formverände- / / l) Q 

rung sehr klein ist, lässt sich aus 
den Gleichgewichtsbedingungen der 
wirkenden Kräfte die Grösee k be- 
rechnen. 

Länge, Breite und Höhe des Körpers seien beziehungsweise Z, 6, A. 
Wir construieren die zu der oberen und unteren Fläche an den be- 
treifenden Stellen normalen Querschnitte KL und MN, betrachten 
das zwischenliegende, sehr kleine Körperstück und bestimmen den 
Arbeitswert seiner Formveränderung bei der Biegung. OT sei =dx 
und KU=x, Der Winkel, den beide Querschnitte mit einander 
bilden, sei d(p] derselbe ist auch der Winkel der Tangenten in K 
und N, nämlich d<p==^^ UKU\ Oberhalb der Mittelfläche TO wird 
das Volumen vergrössert, unterhalb verkleinert. Eine Schichte in der 
Entfernung z von OT, welche die Basis h • dz und die Länge dx hat, 
wird um das Stück Z'dq> verlängert; damit wird eine elastische Kraft 
geweckt von der Stärke 

7 j EQ) -dz)' z dw 
p b ' dz = — ^ — -r^ ' 

CLOC 

Längs des Weges z • dtp wird die Arbeit geleistet 

p 'b-dz ' z - d(p = E ' h -^ ' z^ ' dz ' dq> . 

Die beiden Seiten der Gleichung entsprechen der Form des Spannungs- 
gesetzes p ' dv*^ die Gleichung könnte somit auch daraus abgeleitet 
werden. Dividiert man beiderseits durch d^y so erhält man die 
Arbeit für die Winkeleinheit oder das Drehungsmoment, das in 
mehreren Lehrbüchern (VioUe u. a.) unmittelbar berechnet wird. Um 

Januschke, Erhaltung der Energie. 12 
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die Arbeit der Volumänderung des ganzen Elementarprismas KLMN 
zu erhalten^ müssen die Arbeiten der einzelnen Schichten summiert 
werden. Man erhält 

I P'b' 0'd0'dg> = E'h ' ^ * dq> 1 z^ ^ dz 

Diese Arbeit wird von dem Gewichte Q geleistet, indem es längs 
des der Biegung des betrachteten Körperelementes entsprechenden 
Weges UU'=dk = xdq> herabfällt. Es besteht somit die Glei- 
chung der Arbeitswerte 

Q' X'dtp = — ' E b ' h^ ' ^ • d(p. 

Nach Abkürzung durch dg> und Einführung von dk = x • dq> 
erhält mau 

^^ = ft4 ■ ^* • ''* 

und darnach die Senkung 



k = 



E'hh^ 



Aufg, 1. In dem Gesetze für die Senkung des freien Körperendes 
bei der Biegung ist anstatt h - h^ das Trägheitsmoment T der Endfläche 
hh in Bezug auf eine durch deren Mittelpunkt gehende Achse h einzu- 
führen. — (T = ^ 6 • Ä^ daher l = Q' l^/ZE • T. In dieser Form lässt 

sich das Gesetz für jeden beliebigen Querschnitt anwenden.) 2. Wie gross 
ist die Einsenkung bei der Biegung, wenn ein Balken an beiden Enden 
befestigt ist und in der Mitte mit einem Gewichte Q belastet wird? — 
(Die Einsenkung ist dieselbe, als wenn der Balken in der Mitte befestigt 
wäre und an jedem Ende mit §/2 belastet würde; somit wird 

8. Es ist aus der Stärke der geweckten Elasticität die letzte Elasticitäts- 
grenze, d. i. die relative Festigkeit zu ermitteln. — Aus der ersten 
der vorstehenden Gleichungen ist die Elasticität für die Flächeneinheit 
p = E ' z - dq>/dx. Durch Einführung des Wertes für dfp/dx aus der 
letzten Arbeitsgleichung wird p = 12Qxz/hh^. Der Betrag wird am 
grössten für x = l und z = ä/2, es wird dann ^ = 2^ die absolute 
oder Zugfestigkeit und man erhält Q = hh^F/QL In der Form 

gibt das Gesetz die Gleichheit der Kraftmomente von Q und F in Bezug 
auf eine durch C gehende Achse. Von diesem Gesichtspunkte wurde es 
bereits von Galilei abgeleitet.) 4. Ein an einem Ende eingemauerter 
Balken von Eichenholz hat eine Breite von 1*8 dm, eine Höhe von 2 dm 
und eine Länge von 40 dm; welche an seinem freien Ende hängende 
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(kleinste) Last würde ihn abbrechen, und welche kann er dort mit Sicher- 
heit tragen? Der Coefficient der relativen Festigkeit sei F/^ == 150 kg 
pro cm* und der Sicherheitscoef&cient = 1/10. — 

(^ = 150 • 18 • 20V400 = 2700 kg; 

mit Sicherheit würden 270 kg getragen.) 5. Ein Stab von Eichenholz 
mit quadratischem Querschnitte von 2*634 cm Seite, der mit seinen beiden 
Enden wagrecht auf Unterlagen gelegt war, die 98 cm von einander ab- 
standen, wurde nach Gerstner durch ein in der Mitte angehängtes Gewicht 
von 100*8 kg gebrochen. Wie gross ergab sich daraus der relative Festig- 
keitsmodul? — (Man setze in Q = X' bh^/l für Q den Wert Q/2 und 
Z/2 statt l; dann wird a; = ^ Z/46 ä* = 135*1.) 6. Eine horizontal an 
beiden Enden aufliegende rechteckige Stange von Gusseisen ist 0*4 dm 
breit, 0*6 dm hoch und 3 m lang; welche in ihrer Mitte hängende Last 
würde sie brechen und welche kann sie mit Sicherheit tragen? Der rela- 
tive Festigkeitsmodul ist 500, der Sicherheitscoefficient 1/4. — 

(^ = 4 . 500 • 4 • 36/300 = 960 kg 

und die sichere Tragkraft 960/4 = 240 Ixg.) 7. Der Boden eines Getreide- 
magazins ruht auf parallelen Eichenbalken von 3 dm Breite, 4 dm Höhe 
und 80 dm Länge, deren Mitten 7'5 dm von einander entfernt sind. Wie 
hoch lässt sich Getreide, von welchem 1 1 0*8 kg wiegt, auf diesem Boden 
ohne Gefahr des Einbrechens aufschütten? Der relative Festigkeitsmodul 
ist 150, der Sicherheitscoefacient 1/10. — (Q = 8 • (150/10) • hh^/l und 
darnach a? = 15 dm.) [Aufg. 4 — 7 sind von Fliedner und Krebs.] 

§ 51. Torsionselasticitat. Ein verticaler Gylinder^ dessen Länge l 
und dessen Basishalbmesser i2 seien ^ werde an seinem oberen Ende 
festgehalten und am unteren Ende durch ein Kräftepaar niit dem 
Drehungsmomente D gedreht; es ist die Beziehung zwischen dem 
Drehungswinkel a und dem Momente D zu ermitteln. Bei der Rech- 
nung sollen kleine Drehungen innerhalb der Elasticitatsgrenze voraus- 
gesetzt werden. 

Eine Gerade, parallel zur Cylinderachse, im Abstände r von 
dieser, nimmt infolge der Drehung die Form einer Schraubenlinie an, 
welche in allen ihren Theilen mit der Verticalen den ^ 9? = r -.a/z 
einschliessi;. ist die Entfernung des betreffenden Elementes der 
Schraubenlinie vom oberen Ende des Cylinders. Winkel g> ergibt 
sich leicht aus dem von der betrachteten Verticallinie bei der Drehung 
beschriebenen rechtwinkligen Dreieck. Die Gleichung ist nur richtig, 
wenn -^ (p sehr klein ist; bei grossem -^ a muss daher der Radius r 
gegen die Länge des Cylinders sehr klein sein. Da die Gleichung 
auf die untere Basis bezogen wird, für welche = 1 ist, so muss das 
Verhältnis von r/l sehr klein sein. Gestützt auf diese Bemerkungen 
können leicht die durch Drehung erzeugten Flächenspannungen Xg 
und Tg und das Drehungsmoment D berechnet werden. 

12* 
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Flg. 43 stelle irgend einen zur Cylinderachse normalen Quer- 
schnitt dar. Ein Punkt Ä in der Entfernung r von der Achse werde 
um die Strecke r • a gedreht. Die Projectionen dieses Bogenelementes 
geben die Änderungen der Goordi- 
naten^ nämlich ^8- ^• 



g = r • et • — =s — • 



y.^ 



ri = — r-a — = — -^ • x - z, 
I r r 

Damach erhalt man zufolge § 49 



dS .. y 



und 



X, = ^j^ = ^|-.g> 



r, = -^ 



X 



•9> 




Beide Spannungen stellen Gom- 

ponenten einer zu r normalen Resultierenden dar^ deren Starke ist 



P = fl - (p z=z fl 



TU 



Diese Kraft wirkt auf die Flächeneinheit bei A in irgend einem Quer- 
schnitte. Bezogen auf die untere Grundfläche erhält man damit die 
Arbeit für ein Flächenelement ds bei der Drehung um den Winkel a 

dW== P ' ds r ' a'== (i ' l—) '^'ds. 

Der Ausdruck hat augenscheinlich die Form p • t; im Sinne der Zu- 
standsgleichung. Der Druck p für die Flächeneinheit ist hierin 

li^{ra/Xf = ft • 9^ = — P*; er ist also dem Quadrate der Flächen- 

Spannung proportional 

Aus dem Arbeitswerte für die Winkeleinheit folgt das Drehungs- 
moment 



und der Drehungswinkel 



1 2.ZD 

(t = • T- 



Die Gleichung enthält alle Gesetze der Torsionselasticität. Nach ihr 

wird die Constante ^ auch Torsionscoefficient genannt. 

Die Beziehung zwischen fc und dem Elasticitätsmodul E ist 

nach § 49 S. 174 

E 



11 = 



2(1 + *) 
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Wüllner berechnete nach Experimenten von Wertheim ^) 
för Eisen ^ = 6837, E == 17805, 8 = 032, 
„ Kupfer (i = 3612, E = 9395, s = 0-30, 
„ Glas ^ = 2383, E= 6200, « = 0-32. 

§ 52. Kräfte im elastisclien Felde, a) Wir betrachten nun ein 
elastisches Mittel in einem unbegrenzten Räume, das durch Druck- 
oder Zugkräfte in einen Spannungszustand versetzt worden sei. Mit 
Bezug auf die geweckten elastischen Kräfte bildet das Medium ein 
Kraftfeld. Die Kräfte selbst ergeben sich aus den Gleichgewichts- 
bedingungen für ein rechtwinkliges ElementarparaUelepiped mit den 
Kanten dx^ dy^ dz. Auf jede Fläche wirken zu beiden Seiten 
gleich starke und entgegengesetzt gerichtete Kräfte; diese Wirkungs- 
weise ist für die Spannung charakteristisch. Die Kiäfbe auf die 
äusseren Seitenflächen des Elementarparallelepipedes können folgender- 
massen festgestellt werden: Auf die Flächeneinheit der näher gegen 
den Coordinatenursprung liegenden Seite dy • dz wirkt normal — Xa?; 
auf die Flächeneinheit der gegenüberliegenden Seite wirkt 



r ^^x 1 



Auf die untere Seite dx • dy wirkt die Tangentialspannung — X, 
parallel zur X-Achse und — Yz parallel zur I^ Achse, femer auf die 
gegenüber liegende Seite beziehimgsweise [X^ + (dXg/dz) dz] und 
[F^ + {dTz/dz)dz'\. Auf die vordere Seite dxdz wirken die Span- 
nungen — Xy, — Zy und auf die hintere Seite [Xy -j- (dXy/dy) dy] 
und [Zy + {dZy/dy) dy] . Die übrigen Bezeichnungen wühlen wir 
entsprechend § 49. 

Wirkt nun auf die Masseneinheit im Elementarvolumen dxdydz 
eine Kraft, deren Componenten X, F, Z sind, so muss jede dieser 
Componenten von den gleichgerichteten Spannungen aufgehoben werden, 
wenn Gleichgewicht herrschen soll. Es gilt demnach folgende Be- 
dingung, in welcher d die Dichte des elastischen Mittels bedeutet, 

+ X<J dxdydz = 0, 
Daraus folgt 

und analog gilt 



und 



dx ' dy -dz 
dY^ dY^, dY^ 

dZ^ dZ„ dZ, 



1) WüUner, Lehrb. d. Phys. 4. Aufl. I. S. 227. 
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Kommen Spannungen längs der Flächen nicht in Betracht^ so hat 
man fQr die wirksamen^ normal zu den Flächen des Yolumelementes 
gerichteten Kräfte mit Rücksicht auf § 49 a, in welchem jedoch die 
normalen Kräfte X, F, Z die hier mit X«, Fy, Z^ bezeichneten Ej^fte 
bedeuten, die Werte 

Durch Einführung der Werte für dXx/dx^ äTy/dy^ dZt/dz^ femer mit 
Hilfe der im § 49 b angegebenen tangentialen Flächenspannungen 
Xy, Xz u. s. w. (die anwendbar sind, weil auch bei jeder Flächen- 
spannung Wirkung und Gegenwirkung vorhanden sind und die äusseren 
Spannungen hier wie in § 49 b Drehpaare zusammensetzen) und end- 
lich mit Benützung der Drehangswinkel um die zu den Coordinaten- 
achsen parallelen Kanten, nämlich 

^' ^ \dx~ dy) ^ 

"* ~ \dy dz) 
erhält man für die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen die Formen 

('+2»')ii+.(^-S)+^'-'>' 

('+2'')f+.(^-s)+^'-»- 

Ist das Medium unzusammendrückbar, so ist ® = und die wirken- 
den Kräfte sind 



{da doc\ 
(du^ dn^ 



— Y. 



/dcc^ 
i ^ 



^\dy dxj 

b) Ähnlichkeit mit. elektrischen Kräften. Die Gleichungen 
für die Drehungswinkel a und die letzten Ausdrücke für die Kräfte 
X, F, Z zeigen eine gewisse Ähnlichkeit mit den Maxwell'-Hertz'schen 
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Gleichungen för das elektrische Kraftfeld. Sie stimmen aber unter 
den für die Elasticitat angegebenen Bedingungen nicht vollkommen 
überein. Diesbezüglich mag hier nur anschliessend an die vorher- 
gehenden Auseinandersetzungen kurz bemerkt werden^ dass die Über- 
einstimmung erzielt wird^ wenn man die Kräfte nicht der relativen^ 
sondern der absoluten Verschiebung der Theilchen proportional setzt, 
wenn man also für die Masseneinheit X = x5, F= xiy, Z=xg und 
e = annimmt. Substituiert man für dX/dt = X\ dY/dt= T, 
dZ/dt = Z\ so erhält man aus den Gleichungen für die Drehungs- 
winkel 



X 



X 



da^ dZ' dY' 

dt dy dz 

da.. dX' dZ' 



dt dz dx 



da^ d Y' dX' 

X • -TT- = 



dt dx dy 

und aus den letzten Gleichungen für die Kräfte X, F, Z^ die sich 
auch durch die Beschleunigungen ^^/dt^ = dX'/dt- x etc. darstellen 
lassen, 

dX' /da da\ 

dY' (da^ du\ 

dZ' fdcc^ da\ 

Die beiden letzten Gruppen der Gleichungen stimmen genau mit der 
Form der Maxwell -Hertz'schen Gleichungen für das elektrische Kraft- 
feld überein, wenn X\ Y\ Z' mit den elektrischen Kräften und die 
Drehungen a^, ccy^ Ug mit den magnetischen Kräften gleichgestellt wer- 
den*). Die Kräfte X, F, Z hierin, verglichen mit den elastischen 
Kräften, geben X = Xa. • x/2ft. Der Quotient ^/d bedeutet (nach 
§ 56) das Quadrat der Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Wellen- 
bewegung im Medium. 

§ 53. Potentielle Energie im Eraftfelde. a) In einem unbegrenz- 
ten elastischen Mittel, z. B. Kautschuk, befinde sich an irgend einer 
Stelle ein kugelförmiger Raum mit einer Flüssigkeit oder einem Gase 
gefüllt, und die Kugelfläche werde durch einen Druck radial etwas 
nach auswärts verschoben. Die Verschiebung pflanzt sich alsdann in 
dem Mittel von Schichte zu Schichte fort und beansprucht eine Arbeit. 
Es soll die ganze Verschiebungsarbeit berechnet werden. 

1) Vgl. meine Schrift über den Atherdruck als einheitl. Naturkraft. S. 15. 
Teschen 1898. 
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Der Halbmesser des kugelförmigen Raumes sei r, die Verschie- 
bung der Kugeloberfläche 6q] dann ist der Yerschiebungsraum 4r^3r • 6q, 
Um einen gleichen Raum sollen nun auch alle folgenden concen- 
irischen kugelförmigen Schichten des Mediums nach auswärts ver- 
schoben werden, indem immer eine Verschiebungsschichte die andere 
benachbarte verdrängt. In der Entfernung R vom Kugelmittelpunkte 
wird eine kugelförmige Fläche um 6 verschoben, wenn 

4R^7C • 6 = 4r*Ä • 6q 

ist; also ist die Verschiebung 

r« 

Nach dem Elasticitätsgesetz ist die Kraft in der Richtung des Radius 
B auf die hierzu normale Flächeneinheit (§ 49 a) 

und der bewegende Überdruck von einer Seite eines Raumelementes 
für die Flächeneinheit (nach § 52 a) 

Der Druck entwickelt sich von Null bis zu der der Verschiebung 
entsprechenden Grösse. Zur Berechnung der Arbeit wird man des- 
halb den halben als den mittleren Druck zu verwenden haben; mit 
diesem erhält man für die Verschiebungsarbeit der ganzen Kugel- 
fläche AR^yc längs der Strecke 6 = r^tfJR^ den Wert 

dTr=6^-4;r.r*V-^- 
Im ganzen Medium ist demnach die Arbeit 

r 

d. h. die Arbeit, die als potentielle Energie in dem elastischen Mittel 
aufgespeichert ist, ist proportional dem Quadrate des Verschiebungs- 
raumes der inneren Kugelfläche und umgekehrt proportional der 
dritten Potenz des Halbmessers dieser Kugelfläche. 

Man gelangt zu demselben Resultate, wenn man durch den Mittel- 
punkt der Kugel ein Coordinatensystem gelegt denkt, mit Bezug auf 
die Verschiebung eines Volumenelementes die wirkenden BLräfte auf 
dasselbe allgemein bestimmt und damit die potentielle Energie als 
Verschiebungsarbeit berechnet. 

Nach der in den vorhergehenden Paragraphen gebrauchten Be- 
zeichnung lässt sich die potentielle Energie eines elastischen Feldes 
als Summe der Producte der wirkenden K>äfke in die zurückgelegten 
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Wege wie folgt darstellen: Für die Arbeit in der Richtung der 
X-Achse gilt 

und wenn = 

-'•[(©■+(i).(g)+ei)-ei)]-'». 

die Arbeit nach allen drei Achsenrichtungen zusammen ist sodann 

■"^- ^ m'+ (g)'+ (§)'+ ^ ei) (s + ^ sf) (i) + 

In diese allgemeinen Ausdrücke für die potentielle Energie eines 
Raumelementes dv kann man nun die der Verschiebung 6 entsprechen- 
den Werte |, rj^ g setzen. Aus der Verschiebung 6 = ö^r^/IP folgen 
deren Projectionen auf den Achsen 

Daraus und mit Rücksicht auf die Beziehung ü^ == ä:^ + y^ + ^^ 
erhält man 

dx 






femer 



d^ dt} ^r^tf^xy 

dy dx J2* 

di d^ Sr'tfp zx 

dz dx JS* 

dri di Sr^e^yz 

dz dy J?* 

Durch Substitution dieser Werte ergibt sich 

ein Ausdruck, der nach Einführung von dv = 4B^x • dB vollständig 
in den oben angegebenen für dW und nach vollzogener Integration 
in jenen für die potentielle Energie W übergeht, nämlich in 

b) Das Resultat der vorstehenden Aufgabe zeigt Ähnlichkeit mit 
dem Werte für die potentielle Energie oder für das Potential einer der 
Schwerkraft unterworfenen Masse (§18 S. 71) oder wie später gezeigt 
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werden soll, für die Ladungsarbeit oder das Potential einer elektri- 
schen Eugel: In beiden Potentialen steht an der Stelle des Verschie- 
bungsraumes 4r^6Q7t die Masse M, beziehungsweise die elektrische 
Ladung, und an der Stelle von r^ im Nenner die erste Potenz des 
Radius r. In letzterer Hinsicht ist der mathematische Unterschied 
ein wesentlicher. 

Dieser Unterschied verschwindet bei Lösung derselben Aufgabe, 
also bei Berechnung der Arbeit zur Verschiebung der von einer 
Kugelfläche 4r^n: aus aufeinander folgenden Schichten eines Mediums, 
wenn die geweckte Kraft der Verschiebung 6 direct propor- 
tional gesetzt wird^). Zur Durchführung der Rechnung benützen 
wir die obigen Bezeichnungen und setzen nur die verschiebende Kraft 
für die Raumeinheit einer Schichte in der Entfernung R vom Kugel- 
mittelpunkte 

P = X • d • (J = xdöQ -gi • 

Damit wird in ähnlicher Weise wie oben die Verschiebungsarbeit 
einer Schichte 

Durch Summirung von der Kugelfläche mit dem Halbmesser r über 
das ganze unbegrenzte Feld erhält man die potentielle Energie^) 

Hier steht x/d für die obige Gonstante fi. — Im Vergleiche des W 
mit dem Potentiale einer schweren Masse auf sich selbst (§ 18) steht 
der constante Factor (x/4;rtf) an der Stelle der Gravitationsconstan- 
ten und die Verschiebungsschichte (Ar^Ttö^d) an der Stelle der Masse 
M des Körpers. 

Die Ableitung macht die im § 19 S. 75 angedeutete Auffassung 
von MaxweU, dass die potentielle Energie eines Kraftfeldes in 
einer daselbst aufgespeicherten Arbeit ihren Grund habe, klar. Der 
dort angegebene Druck auf die Flächeneinheit im Felde ist hier als 
Kraft im Räume (p • 1) gleich p = P-ö = xS{6Qr^/R^^. Die Kraft 
auf die Masseneinheit des Mediums im Felde ist f^= P/d = xö^r^/B^ 



1) J. Odstrcil: „Über den Mechanismus der Femewirkung elektr. Kräfte", 
Wiener Akad.-Ber. 1883; und „Über den Mechanismus der Gravitation". Wiener 
Ber. 1884. — Siehe auch meine Schriften über das Energieprincip in d. Elek- 
tricitätslehre (1887) und über den Ätherdruck (1893). 

2) Behufs elementarer Summierung (vgl. § 16) setze man d22 = i2^ — ^n—i 
und B* = M^' R„ . . Man erhält dann 

y^'^.^'-zi =y(~ A)_ ^ _ ±. 
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Damit wird /** = j9 • x/d. Die Beziehung geht in die betreflfende des 
§ 19 über, wenn n/8 == 4ä wird. 

Durch Einführung der Kraft p auf die Flächeneinheit oder 
der Kraft /' auf die Masseneinheit erhält man aus der vorstehen- 
den potentiellen Energie in Übereinstimmung mit § 19 



w==^fp.dv==lfr.dv. 



Setzt man für 4r^n:6QS = Jf die fem wirkende Masse, so erhält 
man das Potential auf die Masseneinheit als Arbeitswert der Massen- 
einheit, nämlich 

' dW _ M 

dM~ r ' 

Dieselben und noch weiter gehende Vergleiche ermöglicht die Elek- 
tricitätslehre. 

c) Fernwirkungsgesetz. Zur Veranschaulichung der Maxwell- 
schen Auffassungsweise über die potentielle Energie als Arbeitsvor- 
rath im Kraftfelde möge noch folgende Aufgabe gelöst werden: In 
einem elastischen Mittel seien zwei kugelförmige Hohlräume vor- 
handen; jede der beiden Kugelflächen werde durch Druck im Sinne 
der vorhergehenden Aufgabe nach auswärts verschoben und diese Ver- 
schiebungen pflanzen sich in dem Mittel von Schichte zu Schichte 
bis ins Unendliche fort; es soll die Verschiebungsarbeit berechnet 
werden. 

Die beiden drückenden Kugelflächen der Hohlräume I und II 
haben die Halbmesser r^ und r^, ihre Verschiebungen seien 6^ und 6^, 
die Entfernung ihrer Mittelpunkte K Der Kürze halber setzen wir 
für die Verschiebungsschichten 

4ri*3r • (^1 • d = t»i und 4:r^^7C * 6^ • d = m^. 

Die geweckten Kräfte seien den Verschiebungen 6 direct proportional. 

Ein Massentheilchen Ä im 
Felde erleidet von I (Fig. 44) die 
Verschiebung 

r * 



und von II die Verschiebung 







Beide Verschiebungen setzen sich 
zu einer Resultirenden 6 zusam- 
men, und diese gibt zugleich ein Element der Kraftlinie, welche 
durch den Punkt A geht. Darauf normal steht ein Element der 
Niveaufläche. 
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Die geweckte elastische Kraft ist 

wobei dv ein Volumelement bezeichnet. 
Die geleistete Arbeit von p ist 

dW=\p6 = \hS6^'dv. 

Wenn man 6 aus dem Bewegungsparallelogramm berechnet und 
dafür die Seitenverschiebungen einführt, so wird das Arbeitselement 

dW==\ U{6^^ + 6^ + 2<< cos^) . dv. 

Durch Einsetzen der angegebenen Werte für 6^ und 6^ und 
Summierung über den unendlichen Raum erhält man die Arbeit 

TT = i- U.^ . r,*/|, + -i M . V . V/^. + 



, 1 7 ^ 8 o /* COS ^ • dt? 



Setzen wir in den zwei ersten Gliedern für dv Kugelschalen mit 
den respectiven Halbmessern iZ^ und U^ und der Dicke rf22, so folgen 
als deren Werte unmittelbar: 

und 

Das sind die potentiellen Energien der einzelnen Kugeln I und 
11^ deren Gesetz bereits oben aufgestellt wurde. Sie stimmen mit 
den gewöhnlichen nach der Potentialtheorie erhaltenen Werten der 
Potentiale von Massen m^ und m^ auf sich selbst überein, wenn 
4:nd/Jc=l ist. 

Das dritte Glied der gesammten Arbeit W ist von der gleich- 
zeitigen Anwesenheit beider Grössen m^ und m^ abhängig; es gibt die 
Wechselwirkungsenergie an. 

Zur Berechnung beziehen wir dv auf eine Kugelzone des Feldes, 
für welche die Wirkung von / und II an allen Stellen denselben 
Wert hat, also auf eine Zone der in Fig. 44 angedeuteten Kugel mit 
dem Halbmesser 22^, dem Basiskreise 2Bi7C sing), der Breite Bj^dq) 
und der Dicke dR^] es wird' 

dv = 2Il^it . sin 9> • ({9) • dB^ 

und die Wechselwirkungsenergie 
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^a=0 ^i=sO 



Wächst iZj um di^i, so vermindert sich R^ um dR^ und es 
folgt aus ^ (öf-Ri, ^, rf^} cos J. = dB^/dB^y damit wird 



^=n <x> 

oder 

Aus diesem Werte der Wechsel Wirkungsenergie folgt die Kraft 

der Wechselwirkung 

d Wj, 1 k Wj • w, 

'TW ~ ~Y ' Ind ' B* 

Das Gesetz stinuut mit der Form des Newton'schen öravitations- 
gesetzes und den Gesetzen der elektrischen und magnetischen Wechsel- 
wirkung völlig überein, wenn wieder Je/ 8 = 4jt gesetzt wird. 

Bei der Wechselwirkung zwischen Elektricität in einem anderen 
Medium als Luft ist aber thatsächlich eine Constante zu berücksich- 
tigen; dies wurde zuerst von H. Helmholtz ausgesprochen und von 
Silow experimentell bestätigt. Es besteht daher vollkommene Über- 
einstimmung des Gesetzes mit den Versuchsergebnissen. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass das Femwirkungsgesetz un- 
mittelbar aus der Kraft der Verschiebung auf das zu bewegende 
Körperchen folgt; wenn wir die Verschiebungen von I ausgehend 
annehmen und die Verschiebungskraffc auf eine Masse mg in // be- 
rechnen, so erhalten wir 

§ 54. Longitudinale Schwingungen von Stäben. Ein elastischer 
Stab sei in horizontaler Lage an einem Ende befestigt, und sein Quer- 
schnitt an dem freien Ende werde durch eine Zug- oder Druckkraft 
(etwa durch einen Hammerschlag) verschoben. Es ist die hiedurch 
hervorgerufene Erscheinung zu untersuchen. 

Nach dem Aufhören der äusseren Kraft wirkt auf den verscho- 
benen Querschnitt die geweckte elastische Kjtift proportional der 
Verschiebung und bringt daher den Querschnitt (nach § 12) in eine 
schwingende Bewegung, die als Projection der Bewegung eines Kegel- 
pendels betrachtet werden kann. Die Bewegung bleibt aber nicht 
bloss auf den ersten Querschnitt beschränkt, sondern die Verschie- 
bungen pflanzen sich von Schichte zu Schichte fort, und ein Quer- 
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schnitt nach dem anderen wird in Schwingungen gerathen; es bildet 
sich eine sogenannte fortschreitende longitudinale Wellen- 
bewegung aus. (Experimente und graphische Darstellung.) Erfah- 
rungsgemäss ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer solchen 
Wellenbewegung constant. Dieselbe soll im Folgenden mittelst des 
Energieprincipes abgeleitet werden^). 

Seien XX^ in Fig. 45 die Achse des prismatischen oder cylin- 
drischen Stabes und Ä^ B, C die Schnitte derselben mit drei in unend- 
lich nahen Abständen dx ge- 
legenen Querschnitten, deren ^^' *^ 

Fläche q sei. In einem be- -_ Ajf BB* CC' 

stimmten Momente hätten die |' ^ f* ^ ' 

drei Querschnitte die respec- 

tiven Elongationen |' ^ |". Die Entfernungen der Querschnitte sind 
nun nicht mehr gleich dx^ sondern sie haben sich um 

{dx-\-i —i') — dx = dt 

{dx + r — %) — dx^dl'' 

geändert. Diesen Änderungen proportional wirkt nun die Elasticität 
als bewegende Kraft der Stabschichten. Wird diese Kraft mit P 
bezeichnet, so gilt nämlich nach den Gesetzen für Zug- und Druck- 
elasticität 



P = E, 



dr-q 



dx ' 
wenn E der Elasticitätsmodul ist. 

Mit dieser Stärke wirkt die Elasticität in der Schichte A'B' 
zufolge der Längenveränderung von AB, Ebenso aber wirkt auch 
eine Krafb infolge der Längenveränderung von jBC um d^'\ und zwar 
in entgegengesetzter Richtung. Die Resultierende beider Kräfte gibt 
die die Schichte bewegende Kraft. Dieselbe ist also 

dx dx ^ dx 

Da nun die Arbeit der Kraft sich als Vermehrung der Energie in 
den bewegten Massentheilchen wiederfindet, so gilt zufolge des Ener- 
gieprincipes 

JBrfg = i- . ^ . g . dx{f — v^^), 

wobei 8 die Dichte des Stabes und v und v^ die Geschwindigkeiten 
einer Schichte am Anfange und am Ende eines Zeitelementes dt sind; 

durch Substitution des gegebenen Wertes für 22 und für v = ^ 
wird die Arbeit^) 

1) Siehe meine Schrift über das Energieprincip in der Dynamik. 1884. 

2) Bei elementarer Darstellung wäre etwa zu setzen 
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^.,.g.,,._i..,..4(f)-_(f)'].,.„.. 



dt^ 



dr. 



Durch einfache Reduction und Einführung der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der longitudinalen Welle G aus C = -^ erhalten wir 

d. h. die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist gleich der Quadratwurzel 
des Quotienten aus der Dichte in den Elasticitätsmodul des Stabes. 

Der Bewegungszustand der einzelnen Querschnitte lässt sich nach 
dem Gesetze für die wirkende Kraft U genau ermitteln. Wir drücken 
R durch das Product aus der Masse q» dX' S und der Beschleunigung 
d^^/df aus und erhalten dann die Bedingungsgleichung 



*.^==i;.'''« 



dt' 



dx' 



oder 



dn_^2 an 
dt^ ~^ * dx* 



Fig. 46. 



Dieser Gleichung wird durch eine geradlinig schwingende Bewegung, 
die als Projection einer gleichförmigen Kreisbewegung angesehen 
werden kann, entsprochen. Die Elongation | = J.jB, der Abstand 
des geradlinig schwingenden Punktes von der Gleichgewichtslage, ist 
die Projection des Bogens A'B\ also nach 
Fig. 46 

§ = a • sm 9 = a sm -y- , 

wenn a die Schwingungsweite oder 
Amplitude, T die ganze Schwingungs- 
dauer und t die Zeit der Bewegung von 
der ursprünglichen Lage A bedeuten. Der 
Winkel q) ist der Zeit proportional, da- 
her verhält sich 9 : 2ä = f : T. 

Die Geschwindigkeit in einem belie- 
bigen Punkte B ist 




dl 



2a7e 



COS 



2ytt 



Die beiden Grössen S und v bestimmen die Phase, den Bewegungs- 
zustand, des Punktes vollständig. 

Die lebendige Kraft des schwingenden Massentheilchens m in 
A gibt die Schwingungsintensität; sie ist 



w 1 2 1 /2aw\2 
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Dieselbe wird auch aus der Arbeit der Kraft m • ^^/df längs des 
Weges a erhalten. Die Schwingungsintensität ist demnach propor- 
tional der bewegten Masse und dem Quadrate der Schwingungsweite. 

Im Endpunkte D der Amplitude ist die lebendige Kraft gleich 
Null, die ganze Energie ist als potentielle Energie vorhanden. Am 
Wege nach der Gleichgewichtslage A hin wird immer mehr poten- 
tielle Energie in lebendige Kraft verwandelt; die gesammte Summe 
der Energie ist aber stets constant. 

Diese Gesetze für einen schwingenden Punkt oder Querschnitt 
gelten auch fiir jeden Querschnitt des betrachteten Stabes. Wird die 
Entfernung eines solchen von dem freien Stabende mit x und die 
Zeit, während welcher er schwingt, mit f, femer der Weg, längs 
welchem sich die Welle während der Schwingungsdauer T fortpflanzt^ 
d. i. die Wellenlänge CT, mit k bezeichnet, so ist 

und die Elongation wird 

g = asin2Ä [^ — —) 
und die Geschwindigkeit wird 

Saar « / * x\ 

V = —jT COS 27C ^Y — -f)' 

Man kann sich leicht überzeugen, dass dieser Wert für | der auf- 
gestellten Bewegungsgleichung cP^/df= (7- d^^/dx^ entspricht. Aber 
auch folgender Wert erfüllt die nothwendige Bedingung: 

l = a^m2n\^ T/ "f" ^ ®^^ \T X / 

= a cos 2n . sin 2n ( ^ x — ) * Stablänge = 2 1, 

Der Ausdruck entspricht einer zusammengesetzten Schwingung, her- 
vorgerufen durch das Zusammentreffen der WeUe vom Ausgangs- 
punkte und der von der Befestigungsstelle zurückgeworfenen Welle; er 
stellt das Gesetz der Interferenz zweier einander entgegengesetzter 
Wellenzüge oder das Gesetz der stehenden Wellen dar. (Experi- 
mente. Darstellung.) Die Amplitude ist 

2V gibt die Phasendifferenz bei der Reflexion an; dieselbe wird be- 
stimmt durch die Bedingung, dass ein Ende des Stabes fest sein soll, 
für dieses muss ^ = sein. Setzt man x = 1, so wird 

^ = aCos2jn;r/A = 0, 

wenn 2V= A/2, d. h. die Phasendifferenz einer Welle bei der Reflexion 
an einer festen Fläche kommt der einer halben Wellenlänge gleich. 
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Soll das freie Ende volle Schwingungen ausfahren, so muss för 
X = die Amplitude J. == a sein; die Bedingung wird erfüllt, wenn 
Z == (2w-+- l)A/4, d. h. die Stablänge muss eine ungerade Anzahl 
Viertelwellen messen. Durch Einfiihrung dieser Bedingungen wird 

27tx 



Ä == a cos 



X 



u 27CX . 2nt 

§ = a . cos -^ • sin-^ 

2an 2nx 2nt 

V = ^r- cos -^ cos -y" • 

Nach diesen Schwingungsgesetzen sind für stehende Wellen jene 
Stellen charakteristisch, die stets in Ruhe bleiben; es sind die soge- 
nannten Schwingungsknoten. Ihre Lage ergibt sich aus J. = 0, 
also aus der Bedingung 2jtx/k == i2n'\-V)%/2\ ihre Abstände vom 
freien Stabende sind daher x = (^n-\- 1)V4? wobei n die aufeinander 
folgenden ganzen Zahlen bedeutet. 

Die Energie des Stabes während der Dauer seiner Schwingungen ist 
i 

■KIT- C^ ji St ßa^Y ^27tX 



- T « ■ « ■ (t)'/(i + «»- t) ■". l-(2»+I)j, 

Mit Hilfe der Ausdrücke für die Länge l des Stabes und der Schwin- 
gungsdauer T lässt sich aus dem Gesetze für die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit C die Schwingungszahl N ermitteln. Setzen wir 
N=l/T, 1^1/ 4c und C = X/T=Al'N, dann ist die Schwingungs- 
zahl 



N 






In der Lehre vom Schall erweist sich die Schwingungszahl als be- 
stimmend für die Tonhöhe und wird deshalb auch absolute Ton- 
höhe genannt. Das erhaltene Gesetz gibt somit die Abhängigkeit 
der absoluten Tonhöhe von der Länge des Stabes, dem Elasticitäts- 
modul E und der Dichte ö. Es wird oft dazu benützt, um aus 
anderen bekannten Grössen den Elasticitätsmodul zu berechnen. . 

Aufg. 1. Es ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles im 
Eisen aus dem Elasticitätsmodul 20000 kg für 1 mm'^ und der Dichte 

7-7 zu berechnen. — (C = I/Q'SI • 2-10^77700= 5050 m). 2. Zu dem 
Tone eines Stabes aus Platin als Grundton gibt ein gleichlanger Stab 
aus Gusseisen die Quart (Verhältnis der absolut. Tonhöhe 3:4); wenn 

Januschke, Erhaltung der Energie. 13 
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die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles im Platin 2664 m ist, wie 
gross ist jene im Gasseisen? — (Zufolge der Beziehung C = 4:1 ' N ist 
3:4=«= 2664 : x und x = 3552 m,) 8. Die Töne zweier gleich langer 
Stäbe aus Gusseisen und Tannenholz bilden den Grundton und Quint 
(Tonverhältnis 2 : 3); die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im Eisen ist 
3552 m, wie gross ist jene im Tannenholze? — (5328 m). 4. Schwin- 
gende Luftsäulen in Pfeifen befolgen dasselbe Gesetz wie longitudinal 
schwingende Stäbe; wie kann man daher das Verhältnis der Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit des Schalles in der Luft zu jener in anderen Gasen 
bestimmen? 5. In welcher Beziehung stehen die Tonhöhen gleich langer, 
longitudinal schwingender Stäbe, von denen einer an einem Ende und der 
andere in der Mitte befestigt ist? Von offenen und gedeckten Pfeifen? — 
Anmerkung: Die Töne der Stäbchen werden einfach erhalten, indem 
man diese mittelst einer Zange entsprechend fasst und mit einem Hammer 
schlägt. 

§ 55. Transversale Schwingungen gespannter Saiten. In ähn- 
licher Weise wie die longitudinalen Schwingungen eines Stabes lassen 
sich die Schwingungen gespannter Saiten behandeln. Der wesentliche 
unterschied besteht nur darin^ dass die Schwingungsrichtung hier zur 
Fortpflanzungsrichtung der Welle normal ist; es entstehen trans- 
versale Schwingungen. In jedem Augenblicke bildet die Saite eine 
Wellenform, sie nimmt die Gestalt einer Sinuslinie an, indem für 
jedes Theilchen die Elongation normal zur Längsrichtung der Saite 
gegeben ist durch , . 

y = asin2Ä(Y — y)- 

Wie bei Stäben so wird auch hier an den befestigten Enden die 
fortschreitende Welle reflectiert und es bilden sich stehende Wellen. 
(Graphische und experimentelle Darstellung.) 

Die Gesetze für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und für 
die Schwingungszahl können in folgender Weise abgeleitet werden^). 

Sei in Fig. 4:7 AB ein kleines Stück einer schwingenden Saite, 
die mit der Kraft P gesparint werde, 
in einem bestimmten Zeitmomente. 
Die Spannung P wirkt längs der Ele- 
mente, deren ursprüngliche Länge dx 
sei. Die ein Element treibende Kraft 
ist nun die Resultierende der längs 
der Elongation y fallenden Componen- 
ten der Kräfte P, die in der Rich- 
tung* zweier benachbarten Elemente 
wirkend zu denken sind. Zur Berech- 
nung dieser Componenten von P lässt sich näherungsweise der 
Sinus der Neigungswinkel der Curvenelemente gegen die X-Achse 

1) Siehe meine Schrift über d. Energ.-Pr. in d. Dynamik. 1884. 




dx dx 
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durch die Tangente ersetzen^ so dass man für die bewegende Kraft 
erhält 

dx dx dx dx ' 

wobei dy' und dy" die Differentiationen der Elongationen von den 
aufeinanderfolgenden Curvenpunkten sind. 

Die Arbeit dieser Kraft findet sich stets als Zuwachs der kine- 
tischen Energie im bewegten Elemente. Da nun -—, wenn dt ein 

Zeitelement^ der Ausdruck für die Geschwindigkeit des schwingenden 
Elementes ist^ so wird die Energie 

wobei 8 die Masse der Längeneinheit der Saite ist; und im nächsten 
Momente . ., ,,.« 

daher der Zuwachs an kmetischer Enei^e 

Nach der Äquivalenz von Arbeit und Energie haben wir die 
Gleichung zwischen der Arbeit von ü und der Änderung der leben- 
dii?en Kraft ,, ,, 

oder 

p _ idxy 

8 ~\dt}' 

Ist nun G die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellenbewegung, 
dann ist dx = - dt und es wird 




Führt man hierin für S den Querschnitt der Saite 5, ihr spec. 
Gewicht /*, also für d ==? -^ ein, so erhält man die für die Fort- 
Pflanzungsgeschwindigkeit der transversalen Wellen gebräuchliche Form 



o-V^- 



Durch Benützung des Ausdruckes für die Wellenlänge A == CT und 
durch entsprechende Einführung der Saitenlänge, die sich nach dem 
Umstände richtet, ob die Saite als Ganzes oder in Theilen schwingt, 

13* 
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erhält man nun leicht das Gesetz föir die Schwingungszahl N = -j,] 
so wird ftir die als Ganzes schwingende Saite: 



^^ 21 V f-8 



Dieses Gesetz gibt die Abhängigkeit der Schwingungszahl oder 
der absoluten Tonhöhe von der Länge i, der Spannung P, dem 
Querschnitte s und dem specifischen Gewichte f der Saite und ent- 
hält alle theoretischen Sätze über den Gebrauch und die Behandlung 
der Saiten bei Saiteninstrumenten. 

Die auf das Gesetz Einfluss übende Steifigkeit, die nach Savart 
sich besonders bei Metallsaiten geltend macht, lässt sich nach*Duhamel 
dadurch berücksichtigen, dass man zur Spannung P noch die Steifig- 
keit hinzufügt. Übrigens fand Cardoni (Beibl. zu Wied. Ann. 1889, 
S. 275) durch eingehende Versuche, dass auch Metallsaiten mit dem 
vorstehenden Gesetze für die Schwingungszahl übereinstimmende Resul- 
tate geben. Savart hat bei seinen kurzen Drähten wahrscheinlich Töne 
von an beiden Enden befestigten Stäben und nicht von Saiten beobachtet. 

Aufg. 1. 1) Eine Saite eines Monochords von Z = 65 cm Länge 
und d = 0,3 mm Dicke gibt bei einer Belastung von P = 7 kg r^den 
Ton c^. a) Welche Länge l^ muss die Saite erhalten, wenn sie die Terz 
e^ geben soll? c^ : e^ = 4 : 5. ß) Wie gross muss ihr Durchmesser d^ 
für den Ton e^ sein? c^ : Cq = 8 : 5. y) Mit welchem Gewichte P^ muss 
sie belastet werden, um den Ton g^ hervorzubringen? Ci:g^ = 2:S und 
g^ : ^2 = 1 : 2. — (1^=1- 4/5 = 52 cm; d^^ = d - S/5 = 0'48 mm; 
Pj == 9 • P =s 63 kg.) 2. Wie verhalten sich die Tonhöhen zweier Saiten 
von gleicher Dicke und demselben Stoffe, wenn die eine Saite Z = 4 dm 
lang ist und durch ein Gewicht P= 18 kg gespannt wird, die Länge 
der anderen Saite aber l^ = ^^^ dm, ihre Spannung Pj == 12*5 kg be- 
trägt? — {NiN^ = l) 3. Eine Z= 1*25 m lange Saite gibt den Ton 
Cq an. Wie gross muss ihre Länge sein, damit sie bei einer Vergrösse- 
rung ihrer Spannung um Ä; = 1257o den Ton \ angibt? Cq:Äq = 8:15. — 
(Z'== 1 m). 4. Wenn man eine Saite um d = ^ cm verlängert, so gibt 
sie den Kammerton a^; verkürzt man sie um ebenso viel, so gibt sie die 
Quint des Kammertons; wie lang ist die Saite, welchen Ton gibt sie und 
welche Intervalle bestehen zwischen ihrem Tone und den Tönen der ver- 
längerten oder verkürzten Saite? — (Aus {x -\- d)/{x — d) = e2: «1 = 3:2 
ergibt sich x=lb cm; N/a^ = 18/15, N=c^'^ hI^i ^^ ^/^ "^^ kleine Terz, 
e^ : C2 = grosse Terz.) 5. Eine Stimmgabel stimmt mit einer Saite von 
l = 86*7 cm Länge im Tone genau überein, gibt aber, wenn man die 
Saite um d = OS cm verlängert, mit derselben in ^ = 2 See. & == 3 
Stösse. Welchen Ton besitzt die Stimmgabel? — (Aus (x — h/t):x=l:(l-\'d) 
folgt ic=435.) [W. Budde.] — Anm. Die Intervalle der Durtonleiter 
erhält man aus den Dreiklängen (Grundton : Terz : Quint =4:5:6) für 
Grundton (z. B. c^ = l) Quart (4/^) ^^^ Quint (3/2); nur für d^ hat 
man die Octav d^ = CZ2/2 zu setzen. 
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§ 56. Wellen in elastisclien Ranmmedien ^). Wenn an einer Stelle 
eines elastischen Raummittels eine schwingende Bewegung unterhalten 
wird, so pflanzen sich diese Schwingungen nach allen Richtungen in 
der Weise fort, wie es in den vorhergehenden Paragraphen für Stäbe 
und Saiten gezeigt wurde. In einem isotropen Mittel beginnen alle 
Theilchen, welche in gleichen Abständen vom Erregungscentrum sich 
befinden, gleichzeitig zu schwingen und haben stets gleiche Schwin- 
gungsphase. Eine Fläche, auf welcher lauter Theile von einerlei 
Schwingungsphase liegen, heisst Wellenfläche. In isotropen Medien 
sind solche Flächen Kagelflächen um das Wellencentrum; die dazu nor- 
malen Radien nennt man Wellenstrahlen. Befindet sich das Wellen- 
centrum unendlich ferne, so gehen die Wellenflächen in Wellen- 
ebenen über. Bei Krystallen, wo die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten der Wellen nach verschiedenen Richtungen verschieden sind, 
haben die Wellenflächen die Form von EUipsoiden. 

Für isotrope Mittel lassen sich die Schwingungsbedingungen und 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach Lame wie folgt entwickeln. 

Man erhält aus der Gleichgewichtsgleichung für elastische Medien 
(§ 52, S. 181) die allgemeine Bewegungsgleichung, indem man die 
wirkenden Kräfte durch das Product aus Masse und Beschleunigung aus- 
drückt. Sind die Componenten der Verschiebung irgend eines Massen- 
theilchens S? ^? 5; so gilt die Bewegungsgleichung 

dt* dx ' dy '^ dz 

Nach § 49, S. 174 und 176 ist 

X. = A® + 2ft§i 

-^i' = ** W + dl) 

dx ' dy ' dz 
Durch Substitution erhält man 

* • 5F = ('^ + **) • 55 + ." W» + 57' + dpj 
und ebenso 

Ä ^*^ ri \ \ d0 . /d^rj . d^T] . d*r}\ 



dH /, , \ d@ 






1) Christiansen, Theor. Ph. S. 116 ff..; V. v. Lang, Theor. Ph. S. 549. 
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Befindet sich das betreffende Massentheilchen^ dessen Coordinaten 
X, ify a sind, in der Entfernung r vom Erregungspunkte, so gelten für 
die Projectionen seiner Elongation, welche mit den Richtungen der 
Coordinatenachsen die Winkel a, 6, c einschliessen mögen, die Werte 



1^ = Ä ' cos a • sin -^ (^ — -^) 
r}= Ä ' cos h • sin ^ u — -^j 
^ = Ä ' cos c • sin-^ {t — -^j ^ 



femer ist 



r = X * cos a + y • cos ß-\-0' cos y , 

wenn die Fortpflanzungsrichtung r mit den Coordinatenachsen die 
Winkel a, ßj y bildet. 

Für den Winkel, den die Schwingungsrichtung mit der Fort- 
pflanzungsrichtung bildet, gilt 

cos ^ = cos a • cos a + cos 6 • cos ß -\- cos c • cos y . 

Mit Hilfe dieser Werte wird 

= — -^r^ • ^ cos g? • sm -Yy~~cJ 
und die Bewegungsgleichungen nehmen folgende Gestalten an: 

(ft — ö C^) ' cos a -\- {k -\- li) cos a • cos tp = 
(jn — 8G^) ' cos h + (A + f*) <5os /3 • cos 9) = 
(ft — 8C^) • cos c + (A + ft) cos y • cos ^ = . 

Werden diese Gleichungen der Beihe nach mit cos a, cos /3, cos y 
multipliciert und dann addiert, so erhält man 

(A + 2fi — *C*) • cosg) = 0. 

Das Product auf der linken Seite der Gleichung wird gleich Null, 
wenn ein Factor Null wird, also entweder wenn 

A + 2fA — tf (7^ = oder wenn cos g) = 0. 
Aus der ersten Bedingung folgt die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 



1 Y 8 ~ Y (1 — 2«)(l + 8)** 

Setzt man diesen Wert in die drei letzten Bewegungsgleichungen ein, 
berechnet daraus cosa, cos/3, cos 7/, so findet man für 

cos g) = 1 oder ^ = 0. 

Die Wellen mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit C^ sind daher lon- 
gitudinale Wellen. 

Die zweite Bedingung für die Schwingungen, nämlich cosy = 
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oder q) = 90® gilt för transversale Wellen; för diese erhält man 
aus den Bewegungsgleichungen die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit 



<'.=Vi=Vi 



ß 



2(l + f)d 

Die gewonnenen Werte für die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der 
longitudinalen und transversalen Wellen in unbegrenzten Medien 
stimmen daher mit jenen für schwingende Stäbe und Saiten nicht 
vollkommen überein. 

§ 57. Reflexion und Brechung der Wellen. Als eine Anwendung 
des vorstehenden Gesetzes für die Schwingungsphase und des 
BegriflPes der Wellenfläche mag noch das Gesetz für die Reflexion 
und Brechung der Wellen abgeleitet werden. Beide Erscheinungen 
treten ein, wenn eine Wellenbewegung aus einem elastischen Mittel 
in ein anderes von verschiedener Elasticität und Dichte übergeht. 
Die in dem ersten Mittel an die Greftzschichte ankommende schwin- 
gende Bewegung der Theilchen wird durch den Einfluss des zweiten 
Mittels geändert. Die resultierenden Schwingungen können dann als 
neue Erregungen betrachtet werden, die sich sowohl im ersten als 
auch im zweiten Mittel ausbreiten. Die erstere Welle heisst reflec- 
tierte, die letztere gebrochene Welle. 

Behufs Ableitung des Reflexions- und Brechungsgesetzes^) 
wählen wir die ir;?-Ebene als Einfallsebene. In Fig. 48 sei l^ ein 
einfallender, l^ der zugehörige reflectierte und l^ der gebrochene 
Wellenstrahl. Zu den entsprechen- . 
den Strahlen normal stehen die 
Ebene E^ der einfallenden Welle, 
die Ebene E^ der reflectierten Welle 
und die Ebene E^ der gebrochenen 
Welle. Die Grössen Z seien zu- 
gleich die Abstände der betreffen- 
den Wellenebenen vom Punkte G 
der Grenzfläche^ der Einfallswinkel 
sei «1, der Reflexionswinkel a^' und 
der Brechungswinkel a^. Die ein- 
fallende Welle sei linear polarisiert, die Schwingungen ri haben irgend 
eine Richtung. Dieselben sollen von E^ ausgehen und sich bis zu 
E^. und E^ fortpflanzen. Die Schwingungen in jE?/ und E^ werden 
gleichzeitig vollführt. Den Elongationen in den Wellenebenen ent- 
sprechen dem obigen Schwingungsgesetze gemäss die Werte 

ri^ = «1 sm 2Äy-, 




1) Siehe meine Schrift über den Atherdrack. S. 47. 
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Eine etwaige Phasendifferenz sei in t/T eingeschlossen. 

Die Werte iy gelten für beliebige Punkte in den bezüglichen 
Wellenebenen; sie lassen sich auf alle zu den gezeichneten Strahlen Z 
parallelen Wellenstrahlen beziehen. Um die beliebige Lage der Licht- 
strahlengruppe l^j Z/, \ zum Ausdruck zu bringen, setzen wir für 
AB = s, AC = X und darnach für 

l^ = X sin «1, l^ = (s — x) sin a^', ^2 = (^ — ^) sin cc^ . 

Eine Wertveränderung des x darf keine Änderung der drei 
Elongationen zur Folge haben; diese Bedingung^ in rj^' und rj^ ein- 
geführt, gibt 

sin a. sin a/ , / 

—^ = — ^ oder «1 = «1 , 
d. i. das Reflexionsgesetz, und 

sin «j sin a, , sin «j Xj 

:^^ T OCier : ^= "5 ^= w « 

d. i. das Brechungsgesetz. 

n heisst Brechungsexponent. Ersetzt man in demselben die 
Werte för die Wellenlängen durch CT und die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten C durch den Elasticitätsmodul und die Dichte, 
so wird 

n = ^ = VlM. 

Die hiebei noch in Betracht kommenden Werte e werden für beide 
Mittel als gleich angenommen. 

Erscheinungen, die auf der Reflexion des Schalles beruhen, 
sind: die stehenden Wellen bei Saiten- und anderen Listrumenten, 
Nachhall, Echo, das Hörbarmachen des Tickens einer Taschenuhr auf 
10 m Entfernung, wenn man dieselbe in den Brennpunkt eines para- 
bolischen Hohlspiegels bringt; femer findet Schallreflexion statt beim 
Sprachrohr, Höhrrohr, Flüstergewölbe u. a. 

Die Brechung des Schalles wurde durch Versuche im kleinen 
von Schellbach und Böhm (1879) nachgewiesen^): Die von einer 
CoUodiumhaut erzeugten Wellen giengen von Luft in Kohlensäure, 
Kohlenoxyd u. a. Gase über; die Richtung des gebrochenen Strahles 
wurde mittelst Staubringen auf einer in dem betreflPenden Gase be- 
findlichen Glastafel bestimmt. 



1) P. Reis, Phys. 8. Aufl. S. 339 ff. 



^d 
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Nach Reynolds (1875) ist die Wirkung des Windes auf deä 
Schall eine Brechung im Grossen. Da die Geschwindigkeit des Windes 
in den oberen Luftschichten in der Regel grösser ist als in den un- 
teren, so wird eine gegen den Wind sich fortpflanzende Welle oben 
mehr verzögert als unten; die Wellenfläche nimmt eine schräge Lage 
an, der Strahl wird nach oben gebrochen. Der Schall, der sich mit 
dem Winde fortpflanzt, wird nach unten gebrochen. Erscheinungen, 
die darauf beruhen, sind: der Schall gegen den Wind ist eine Strecke 
weit ganz deutlich hörbar, dann verschwindet er plötzlich; das Geläute 
einer Glocke ist mit dem Winde deutlicher und weiter hörbar als bei 
Windstille; ein Schall ist oft in der Höhe besser hörbar als am 
Boden. Wärme und Feuchtigkeit in verschiedenen Luftschichten üben 
einen ähnlichen Einfluss wie der Wind (Fizeau 1887). 

§ 58. Molecularkräfte der Flüssigkeiten^), a) Erscheinungen. — 
Leonardo da Vinci (1452 — 1529) hatte von den Haarröhrchenerschei- 
nungen bereits Kenntnis*, er verbreitete dieselben aber nicht. Honore 
Fabri führte in seiner Physik (1669) an, dass in einer engen Röhre, 
welche ins Wasser getaucht wird, dieses höher steigt, als es sich 
ausserhalb der Röhre befindet, und zwar umso höher, je enger die 
Röhre ist. Er betrachtete den Luftdruck als Ursache der Erschei- 
nung. Borelli (1608 — 79) wies nach, dass die Erscheinung auch 
im luft verdünnten Räume stattfindet, und dass die Steighöhen sich 
umgekehrt verhalten wie die Durchmesser der Röhren. Er fand, 
dass zwei auf Wasser gelegte Messingbleche sich zu einander be- 
wegen, als zögen sie einander an, dass dies ebenso mit zwei Holz- 
teUem geschieht, und dass ein Messingblech und ein Holzteller auf 
dem Wasser einander abzustossen scheinen. — Isaak Voss (1618 — 89) 
erwähnte zuerst die Depression des Quecksilbers in engen Röhren, die 
man iii Quecksilber eintaucht: Boyle zeigte, dass die Haarröhrchen- 
erscheinungen auch im Vacuum stattfinden, dass sie also nicht durch 
den Luftdruck verursacht sein können. 

Zu derselben Gruppe von Erscheinungen gehören die Krümmung 
der Plüssigkeitsoberflächen in der Nähe der Gefässwände, die Tropfen- 
bildung, das Liegenbleiben von Nähnadeln oder das Laufen von Wasser- 
insecten auf Wasseroberflächen, die Seifenblasen u. a. — Plateau (1843 
bis 1863) gab Öltropfen in eine. Mischung von Wasser und Wein- 
geist, und zeigte, dass das vom Einfluss der Schwerkraft befreite Ol 
unter der Einwirkung der Molecularkräfte Kugelgestalt annimmt. 
Durch Zusatz von Glycerin in Seifenlösung stellte er eine Flüssigkeit 
her, die recht beständige Seifenhäutchen lieferte, tauchte sehr ver- 
schieden geformte Drahtnetze in die Lösung und beobachtete die die 

1) Siehe meine Schrift über die Gesetze des Oberflächendruckes und der 
Oberflächenspannung in elem. Darstellung. 1890. Troppau. 
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Drähte verbindenden Flüssigkeitshäutchen; aus den betreffenden Figuren 
folgerte er zwei Gesetze: 1) Es treffen stets drei Flüssigkeitshäutchen 
unmittelbar in einer Kante zusammen und bilden unter einander 
nahezu gleiche Winkel von 120®; 2) es treffen stets vier von Flüssig- 
keitshäutchen gebildete Kanten zusammen und schliessen unter ein* 
ander gleiche Winkel ein. — Van der Mensbrugghe gab (1866) folgenden 
Versuch an: Wenn man auf ein Seifenhäutchen eines Drahtrechteckes 
einen geschlossenen Seidenfaden legt und das vom Faden umschlossene 
Häutchenstück durchstösst^ so rundet sich der Faden zur Kreislinie 
ab. Eine Seifenblase, die man an einem Ende einer Bohre aufbläst^ 
sucht sich wieder zu verkleinem und drückt auf die innere Luft; 
hört man auf zu blasen^ so zieht sich die Seifenhaut zusammen und 
erzeugt einen Luftstrom vor dem offenen Ende der Röhre, den man 
mittelst einer Kerzenflamme nachweisen kann. 

Bestreut man nach Pasteur (1864) die Oberfläche von Quecksilber 
mit feinem Sande und taucht einen Glasstab vertical ins Quecksilber^ 
so wird der Sand in der Nähe des Glasstabes von diesem mitgenommen 
und von der Oberfläche verschwinden, so als ob der Stab eine elastische, 
mit Sand bestreute Haut mit sich nähme. Beim Herausziehen des 
Glasstabes kommt der Sand wieder zum Vorschein. Derselbe Versuch 
gelingt auch mit Wasser, auf dessen Oberfläche Lykopodiumpulver 
gestreut wurde, wenn man den Stab vorher einfettet. 

b) Theorie. Zur Erklärung der angeführten und anderen ähn- 
lichen Erscheinungen sind verschiedene Theorien aufgestellt worden. 
Zu den ersten Erklärungsversuchen gehört die Annahme, dass im 
Haarröhrchen ein verminderter Luftdruck bestehe und darum das 
Aufsteigen von Flüssigkeit erfolge. Entsprechend unseren heutigen 
Anschauungen nimmt bereits Clairaut (1743) mit Bücksicht auf ge- 
nauere Beobachtungen Kräfte an, welche zwischen den Molecülen der 
Körper nur auf einen „sehr kleinen Abstand" wirksam sind. Laplace 
(1805) nahm an, dass Molecularkrafte nur merklich sind bis zu ver- 
schwindend kleinen Entfernungen, femer dass die Flüssigkeiten unzu- 
sammendrückbar sind und begründete damit eine vollständige Theorie 
der Capillarität ^). Schon Segner (1752) vergleicht die Oberflächen- 
schichte einer Flüssigkeit mit einer elastischen Haut und Young 
(1805) verwendet diese Idee zur Erklärung der Haarröhrchenerschei- 
nungen ^). Gauss (1829) setzt wechselseitige mit der Entfernung rasch 
abnehmende Kräfte zwischen den Flüssigkeitstheilchen unter sich und 
zwischen den Flüssigkeitstheilchen und den berührenden festen Körper- 



1) Laplace: Mecanique Celeste. Tome IV. F. Braun: Winkelmann's Hand- 
buch d. Ph. S. 462. Van der Waals: Die Continuität d. fltiss. u. gasf. Zustd. 
Deutsch V. F. Rothe. 

2) C. Maxwell: Theorie der Wärme. S. 320. Deutsch v. F. Neesen. Tait: 
Eigenschaft d. Materie. 
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theilen voraus und berechnet durch die Variation von mehrfachen 
Integralen mit veiunderlichen Grenzen mittelst des Principes der vir- 
tuellen Arbeit die Gesetze der Haarröhrchenerscheinungen ^). 

Die genannten Theorien haben bereits verschiedene Bearbeitungen 
und dadurch wesentliche Vereinfachungen erfahren. In elementarer 
Beziehung mag da neben der Darstellung nach Young noch jene her- 
vorgehoben werden, welche den Satz, der von der Gauss'schen Theorie 
entwickelt und durch die Erfahrung bestätigt wird, zugrunde legt, 
dass zur Vergrösserung einer Flüssigkeitsoberfläche Arbeit erforder- 
lich ist; nach diesem Grundsatze werden die weiteren Gesetze mittelst 
des Princips der virtuellen Bewegungen entwickelt*). 

Im Folgenden soll dieser Satz erst ermittelt werden. Gestützt 
auf die angeführten Erscheinungen wollen wir die Wirkung der so- 
genannten Molecularkräffce auf ausserordentlich kleine Entfernungen 
voraussetzen und aus dieser Voraussetzung auf die Cohäsionsarbeit 
einer Flüssigkeit schliessen; die mathematische Form dafür entspricht 
einer Volumenergie beziehungsweise der allgemeinen Zustandsgieichung 
der Körper, von welcher das Spannungsgesetz der Gase ein specieller 
Fall ist. Das Princip der virtuellen Bewegung gibt darnach die Ge- 
setze des Oberflächendruckes und der Oberflächenspannung und die 
sogenannten Gapillaritö.tsgesetze. Der hierbei berechnete Arbeitswert 
der Flüssigkeit führt leicht auf die Stärke der wirkenden Kraffc, und 
es folgt daraus die Übereinstimmung der Oberflächenspannung mit 
der Spannung einer elastischen Haut. Die beiden Sätze, welche den 
zwei erwähnten Theorien der Gapillarität als Grundlage dienen, werden 
also einheitlich aus dem allgemeinen £[raitgesetze gewonnen und damit 
die betreffenden Theorien selbst in innige Verbindung gebracht. Das 
Eraftgesetz in der Form der Zustandsgieichung verknüpft zugleich in 
der natürlichsten Weise die zu behandelnden Lehren mit dem übrigen 
weiten Gebiete der Molecularphysik, insbesondere mit der Wärmelehre. 

§ 59. Die Arbeit und das Kraftfeld der Cohäsion. Wir gehen 
von der Thatsache aus, dass Flüssigkeitstheilchen in unmittelbarer 
Nähe von einander gegenseitig eine anziehende Wirkung ausüben. 
Der Wirkungsraum eines Flüssigkeitstheilchens wird erfahrungsgemäss 
sehr klein imd kugelförmig angenommen. Auf ein Theilchen im 
Innern der Flüssigkeit wirken nach allen Richtungen hin gleich 
starke Knlffce und heben sich gegenseitig auf; es kommen keine Druck- 
unterschiede vor und herrscht deshalb überall derselbe Druck; bei 
Verschiebung eines Theilchens wird keine Arbeit geleistet. Anders 
verhält es sich mit Theilchen an der inneren oder äusseren Seite 
der Oberfläche. Ist m (Fig. 49) ein Theilchen in der Nähe der 

1) Weinstein : Untersuchungen über Gapillarität. Wiedemann A. 27. S. 644. 

2) V. V. Lang: Einleitg. i. d. theor. Ph. S. 470; und MouBson: Über Theorie 
d. Capill. Pogg. A. 142. S. 405. 
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ebenen Oberfläche MN, 6 der Halbmesser^ mit welcher die kugel- 
förmige Grenzfläche des Wirkungsfeldes (Wirkungskugel) verzeichnet 
wird, so findet für je zwei von m 
gleich weit entfernt gelegene Theil- 
chen innerhalb des Baumes ah cd 
eine Aufhebung der Wirkung statt, 
während die Wirkung der Theilchen 
im Räume r nicht aufgehoben wird; 
diese werden daher auf m einen 
zur Oberfläche normal gerichteten 
Zug ausüben. Dieselbe Betrach- 
tung gilt für jeden Punkt m in der Oberflächenschichte von der 
Dicke 6, — Die Kraft auf Theilchen in der Entfernung 6 und tiefer 
unterhalb der Oberfläche ist gleich Null; sie wächst beständig bis 
zur Oberfläche hin. Auf ein Theilchen m^ ausserhalb der Oberfläche 
wirkt dieselbe Kraft wie auf m innerhalb, wenn die Oberfläche eben 
ist und beide Theilchen gleich weit von derselben entfernt sind. Zur 
Überwindung dieser Kräfte ist Arbeit erforderlich, wenn Flüssigkeits- 
theilchen aus dem Inneren fortgeschafft werden sollen. Es ist ersicht- 
lich, dass hierbei die Arbeit zur Beförderung der Theilchen aus dem 
Inneren bis an die Oberfläche der Arbeit gleichkommt, welche die 
Theilchen aus der Oberfläche völlig ins Freie bringt; denn es wirken 
in beiden Fällen auf gleichen Wegelementen gleiche Kräfte. Dies 
ist nicht mehr der Fall, wenn die Oberfläche gekrümmt ist. 

Eine einfache, in allen Lehrbüchern ge- 
bräuchliche geometrische Betrachtung ergibt, 
dass bei concaver Oberfläche oo (Fig. 50) die 
Menge der wirkenden Theilchen r geringer, bei 
convexer Oberfläche o^o^ dagegen grösser ist, 
als bei ebener Oberfläche der Flüssigkeit. Die 
Arbeit der Fortbewegung der Flüssigkeitstheil- 
chen durch die Oberflächenschichte ist deshalb 
auch bei concaven Oberflächen kleiner, bei convexen grösser als bei 
ebenen; die Arbeit der Fortführung von der Oberfläche nach auswärts 
ist dagegen bei concaven grösser und bei convexen Oberflächen kleiner. 

Die gesammte Arbeit der Fortführung von Theilchen aus dem 
Inneren ist aber in allen Fällen dieselbe. 

Man kann sich dabei die Arbeitsleistung im üblichen Sinne als 
eine Überwindung der unmittelbar von Molecül zu Molecül wirkenden 
Cohäsionskräfte denken. Man kann sie aber auch darin begründet 
ansehen, dass Massentheilchen aus einem im Zwangszustande befind- 
lichen Kraftfelde (§ 53c) weggeführt werden^). In jedem Falle sind 

1) Siehe meinen Vortrag über Raumenergie, Verhandig. der Naturforscher- 
gesellschaft 1894. 
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Theilchen aus einem Volumen, das unter gewissem Drucke steht, fort- 
zubewegen und vom Drucke zu befreien. 

Die angegebenen Kräfte in der Oberflächenschiclite bis zu 
der Dicke, welche dem Halbmesser der Wirkungssphäre gleich ist, 
sind nach einwärts gerichtet und suchen das Volumen der Flüssig- 
keit zu vermindern. Aber auch in der Oberflächenschichte selbst 
treten sie als eine Spannung auf, welche die Oberfläche stets zu 
verkleinern sucht und im Gleichgewichtszustande in der ganzen 
Schicht dieselbe Stärke besitzt. 

Besteht diese Oberflächenschichte aus mehreren Molecüllagen, so 
summieren sich die Kräfte der einzelnen Lagen und ihre Summe gibt 
den Druck, unter dem die innere Flüssigkeit steht. Im Räume der 
Oberflächenschichte muss diesfalls ein mittlerer Druck in Betracht 
gezogen werden. Besteht jedoch die Oberflächenschichte nur aus 
einer Lage von Molecülen, dann sind die Drücke im Volumen der 
inneren Flüssigkeit und in der Oberflächenschichte einander gleich. 

Aus den beschriebenen Umständen geht hervor^ dass die Cohä- 
sionsarbeit der inneren Flüssigkeit der Anzahl der Molecüle oder 
bei constanter Dichte dem Volumen Vi derselben proportional ist; 
wir schreiben dafür P - Vi und betrachten P vorläufig als Proportio- 
nalitätsfactor. Auch die Cohäsionsarbeit der Oberflächenschichte von 
der Dicke 6 ist wegen des gleichen Druckes längs der ganzen Aus- 
dehnung der Oberfläche S dem Volumen Sa proportional, also einem 
Werte P'- So gleich, wenn P' den Proportionaütätsfactor angibt. — 
P und P' haben als Energiefactoren die Dimension M - L~^T~^^ 
sind daher Drücke auf die Flächeneinheit und müssen als Intensi- 
tätsfactoren der Volumenergie betrachtet werden. Hieraus und 
aus einer bald anzuführenden speciellen Anwendung des zu ermitteln- 
den Wertes für die Cohäsionsarbeit folgt, dass beide Grössen Cohä- 
sionsdrücke der Flüssigkeit angeben. Für die gesammte Cohäsions- 
arbeit erhält man somit die beiden Volumenergien, nämlich 

W=P'Vi + P'S6, 

Wenn das Volumen der ganzen Flüssigkeit t? = v,- -j- 86 und^ die 
Constante 11= {P — P')6 eingeführt werden, so wird 

W=P'V — HS. 

Dieser Wert ist ein Näherungswert, weil in demselben die Dicke 
einer einzelnen Molecülschichte nicht berücksichtigt erscheint. Mit 
Beachtung dieser Dicke 2A, welche auch der Entfernung der Mittel- 
punkte zweier benachbarter Molecüle gleich ist, erhält man für die 
Wirkungsweite, welche vom Mittelpunkte eines ersten bis zum Mittel- 
punkte des wten Molecüles reicht, 6 =^ {n — 1)2A und für das bis 
zur Oberfläche der äussersten Molecülschichte reichende Gesammt- 
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Volumen v = Vi-\-8'6-{-X'8. Das hinzugefügte letzte Glied SX 
ist der halbe Baum der obersten MolecüUage^ nämlich der Raum von 
den Mittelpunkten der Molecüle bis an die äussere Oberfläche. Die 
Volumenergie dieses Raumes, sie sei P"- 8k, kommt noch zum Arbeits- 
werte P'- 8ö der Oberflächenschichte hinzu. Damit wird 

TF= P . v — [(P — P')6 + (P — P")^] • S. 

Hierin gibt der Ausdruck in der eckigen Klammer den vollen Wert 
für die in der vorhergehenden Gleichung benützte Grösse H, Erstreckte 
sich die Wirkungsweite nur von einem Molecül bis zum benachbarten, 
dann wäre <y = 2A, P = P', P"= und 

W=P'V — ^P'6'8. 

In jedem Falle lässt sich die Gohäsionsarbeit durch die Form 
darstellen 

W^Pv — S8. 

Sie besteht also aus der Differenz der potentiellen Energie P • v, wobei 
P die Energie der Raumeinheit angibt, und der Oberflächenenergie 
HSy wobei H die Energie der Flächeneinheit misst. 

Deutlicher folgt die physikalische Bedeutung der Grosse S, wenn 
wir den Wert W auf eine Flüssigkeit T)eziehen, deren Oberfläche ver- 
grössert wird. Fassen wir ein rechteckiges Stück Z • h ins Auge, das 
sich um /:i8 =1 ' Jh ändert, so ist die aufgewandte Arbeit, da das 
Volumen constant bleibt. 

Aus dem ersteren Werte H'^8 folgt ohne weiteres die Bedeutung 
von H als Energie der Oberflächeneinheit. Nach dem zweiten 
Werte lässt sich {H' V) als eine längs des Weges jdh wirkende Krafb 
und somit H als eine auf jede Längeneinheit von l wirkende normale 
Kraft oder als Oberflächenspannung auf die Längeneinheit an- 
sehen. Die Gleichung gibt den Satz: Die Oberflächenenergie der 
Flächeneinheit ist der Oberflächenspannung für die Längeneinheit 
gleigh. Die Existenz der Oberflächenspannung begründet den Ver- 
gleich der Oberflächenschichte mit einer elastischen Haut, den 
bereits Young (1805) zur Erklärung der Haarröhrchenerscheinungen 
verwendete. 

Die Bedeutung von P als Cohäsionsdruck folgt aus dem Ver- 
gleiche des vorstehenden Wertes W für die Gohäsionsarbeit mit der 
Zustandsgieichung (§§ 41, 42, 48). Auch diese bestimmt dieselbe 
Arbeit; sie berücksichtigt nur noch das Moleoularvolumen, jedoch die 
Verschiedenheit der Energie in der Oberflächenschichte nicht. Nach 
ihr ist der Intensitätsfactor P dem Quadrate des Volumens v unn 
gekehrt proportional, und daher gewinnt man die Form 



§ 69—60.] . IV. MolecularkiÄfte. 207 

W==~ — HS. 

V 

Die angegebene physikalische Bedeutung von P wird von dem ersten 
Capillaritätsgesetz bestätigt. 

§ 60. Capülaritätsgesetze. (Laplace 1819.) a) Der Oberflächen- 
druck. Das Gesetz für denselben erhält man aus einer Cohäsions- 
arbeit dW, durch welche eine Flüssigkeit ihr Volumen dv und die 
Oberfläche um dS ändert; die Erscheinung tritt bei einer Erwärmung 
ein. Man erhält aus dem allgemeinen obigen Werte für W 

dW=d(P'v) — H'd8. 

Die Arbeit d{F • v) kann auch von Kräftien P^, die zur Oberfläche 
normal nach auswärts wirken^ verrichtet gedacht werden und daher 
dem Werte — Pq- dv gleich gesetzt werden. Zu demselben Werte 
fahrt auch die Einftihrung von P = a/v^ und überdies zu P ^= F^. 
Damit erhält man 

dW= — P^'dv — H'd8, 

und wenn man den Gesammtdruck von nun an mit P bezeichnet^ 

dv " ' dv 

Besitzt die Flüssigkeit ein kugelförmiges Volumen, so sind 

V == -s-r^Ä und 8 = 4r^x und es wird 

Demnach besteht der Oberflächendruck aus dem Normaldruck 
Pq, der als Cohäsionsdruek bei ebenen Oberflächen auftritt, und aus 
der Kraft 2II/r^ welche von der Oberflächenspannung H und 
der Krümmung der Oberfläche herrührt. 

H heisst auch Capillaritätsconstante; sie wurde von Laplace 
mit H/2 und von Quincke mit a bezeichnet. Es wird auch die Kraft 
2H/r Oberflächenspannung genannt^). 

Der von der Krümmung der Oberfläche herrührende Theil des 
Oberflächendruckes ist eine Wirkung der Oberflächenspannung H und 
kann auch ermittelt werden, indem man sich über 
der Flüssigkeitsoberfläche eine elastische Haut auf *'*»• ^^• 

jeder Längeneinheit mit der Kraft H gespannt denkt. 
Ist die Fläche (Fig. 51) in Übereinstimmung mit der 
vorstehenden Entwickelung halbkugelförmig, so ist 
das spannende Gewicht rings um den Basiskreis der 
Halbkugel J?-2rÄ; dieses übt auf die Flächeneinheit 
den Druck p, also auf die Kreisfläche, den Querschnitt einer etwaigen 
cylindrischen Flüssigkeitssäule, die Kraft aus 

1) Siehe Pfaundler, Phys. I. S. 422. 
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p • r^jt = H' 2rjt. 

Daraus wird 

2JBr 

p = 

r 

Dieser Spannungsdruck infolge der Flächenkrummung stimmt 
mit dem yorhergehenden Resultate für dieselbe Grösse überein. 

Hat die freie Flüssigkeitsoberfläche eine beliebige Form, so 
kann dS/dv wie folgt berechnet werden: Man denke sich die ganze 
Oberfläche in n gleiche rechteckige Flächenelemente getheilt und 
führe durch Abkürzung des zu berechnenden Bruches die Betrach- 
tung auf ein Oberflächen- beziehungsweise Volumelement zurück. 
Mit Hilfe der Hauptkrümmungshalbmesser r^ und r^ an der betreffen- 
den Stelle der Oberfläche kann man die Seiten des Elementarrecht- 
eckes als Bogenelemente r^tp^ und r^q)^ und das Flächenelement als 
deren Product ^1^*2 9^19^2 darstellen. Bei einer Verschiebung des Flächen- 
elementes um dr ist dessen Änderung 

d8=(p^' 9^2 (rj + rg) • dr 

und die Volumsänderung 

dv = fp^ip^ ' r^fg • dr . 
Durch Division folgl; 



Damit erhält man 



dS 
d 



- = (- + -) 



P=Po + ^(^ + ^), 



das allgemeine Gesetz für den Oberflächendruck in der von 
Laplace gegebenen Form. Die Bedeutung der einzelnen Glieder wurde 
bereits erörtert. Es ist nur noch zu bemerken, dass der gewonnene 
Ausdruck sowohl für convexe, als auch für concave Oberflächen 
gilt; im letzteren Falle ist das von der Krümmung abhängige zweite 
Glied negativ zu nehmen, denn die Krünmiungshalbmesser sind nach 
auswärts gerichtet; die Oberflächenspannung übt einen Zug auf die 
innere Flüssigkeit aus. Man kann sich von der Richtung des Druckes 
infolge der Krümmung leicht überzeugen, wenn man für irgend ein 
Theilchen der Oberflächenschichte die zu beiden Seiten in einer Ebene 
wirkenden Spannungen zu einer Resultierenden zusammensetzt. 

Der Oberflächendruck gibt für die Volumenergie den Intensi- 
tätsfactor an; der Extensitätsfactor ist das Flüssigkeitsvolumen; 
denn es lässt sich der obige Wert für die Cohäsionsarbeit als Product 
beider Factoren in folgender Form darstellen^): 

- dW=P-dv = [Po + h(^ + I)] • dv. 

X 2 



1) Siehe meine Abhandig.: Zur Übereinstimmung der verschiedenen phys. 
Arbeitsgesetze. Realschulztsch. Wien. 1892. S. 524. 
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b) Der Bandwinkel. Wir betrachten eine Flüssigkeitssäule in 
einem cylindrischen Haarröhrchen^ das in eine in einem weiteren Ge- 
fässe befindliche Flüssigkeit getaucht sei (Fig. 52). Die freie Flüssig- 
keitsoberfläche im Haarröhrchen ist wegen 
der gleichen Kräftevertheilnng rings um 
die Böhrenachse eine Rotationsfläche. 
Von derselben &ssen wir die Rand- 
zone ins Auge^ deren Höhe über dem 
ausserhalb des Röhrchens befindlichen 
Flüssigkeitsspiegel gleich h sei. Der that- 
^Lchlich Torhandene Randwinkel sei a. 
Veranlasst man eine virtuelle Verschie- 
bung der Randzone in der Richtung 
des Krümmungshalbmessers r, so wird ein 
Flüssigkeitselement verdrängt ^)y dessen 

Gewicht um die Höhe h sinkt, indem eine gleich grosse Flüssigkeits- 
menge zum Niveau der äusseren Flüssigkeit transportiert wird. Mit 
den Flüssigkeitstheilchen am Rande verschwinden gleichzeitig die an 
die Luft und an die Wand grenzenden Oberflächenelemente und die 
denselben entsprechenden Energien. Aus der Bedingung, dass die 
Summe aller Energieänderungen gleich Null sein muss, kann der 
Randwinkel berechnet werden. 

Ist nun 8 die Fläche der unmittelbar an die Röhrchenwand 
grenzenden Zone, %S'dr das Volumen der weggeschobenen Flüssig- 
keitstheilchen und f das specifische Gewicht, so ist die Arbeit der 
Schwerkraft ^^S * dr - f - ä; die mit dem Verschwinden der Zone ver- 
bundene Änderung der Oberflächenenergie ist 8H, Das an der Ge- 
fässwand anliegende Flächenelement am Rande der Flüssigkeit hat 
den Inhalt 5/ cos a, seine Energie ist S JET'/ cos a. Das Princip der 
virtuellen Verschiebung liefert die Gleichung 



S'H 



SE' 

cos a 



+ -^S.Ä./'.rfr = 0. 



Ist hierin dr verschwindend klein, und wird infolge dessen das letzte 
Glied gegenüber den anderen Gliedern vernachlässigt, so ergibt sich 

COS ^ = "g^ = const. , 

d. h. der Cosinus des Randwinkels ist gleich dem Quotienten aus den 
Oberflächenspannungen der Flüssigkeit an der Gef ässwand und an der 
freien Oberfläche, er ist nur von den Stoffen der Flüssigkeit und der 
Gef ässwand, nicht aber von geometrischen Verhältnissen abhängig. 
Aus der näheren Bestimmung von JET' im nächsten Paragraph 
wird hervorgehen, dass dessen Grösse und Richtung durch die in der 

1) Die etwaige gleichzeitige Verschiebung der übrigen freien Oberfläche 
wird in c) beim dritten Gesetz berücksichtigt. 

Jaouichke, ErhAltang der Energie. 14 
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Berührungsscliichte wirkende Cohasion und Adhäsion bedingt ist. 
Hier wollen wir noch H' als Spannung auffassen und bemerken, 
dass sie die Resultierende der Gohäsions- und Adhäsionsspannung in 
der Berührungsschichte angibt; bei benetzenden Flüssigkeiten ist sie 
längs der Gefässwand nach aufwärts und bei nicht benetzenden 
Flüssigkeiten in die Flüssigkeit nach abwärts gerichtet. Betrachten 
wir ebenso H als elastische Spannung für die Längeneinheit der 
freien Oberfläche, so lässt sich das Gesetz des Randwinkels un- 
mittelbar aufschreiben. Ist A (Fig. 52) der Mittelpunkt der Längen- 
einheit, auf welche die Spannungen H und H' wirken, so ist er 
zugleich der Angriffspunkt der Kräfte, die unter den gegebenen Ver- 
hältnissen dann im Gleichgewichte stehen, wenn die verticale Com- 
ponente von H der Spannung JET' gleich und entgegengesetzt gerichtet 
ist. Nach dieser Bedingung besteht die Gleichung 

iTcos a = H\ 
die mit dem Gesetze für den Randwinkel identisch ist. 

Bei convex gekrümmten Oberflächen (Quecksilber in Glasröhren) 
wirken die Spannungen H und H' in Bezug auf die Verticale nach 
entgegengesetzten Richtungen. 

c) Die Steighöhe. Wir fassen in der angenommenen Zusam- 
menstellung (Fig. 52) eine nicht am Rande gelegene Zone der freien 
Flüssigkeitsoberfläche ins Auge und nehmen mit derselben eine vir- 
tuelle Verschiebung dr längs des Halbmessers r vor. Im Gleich- 
gewichtszustande ist die Änderung der Oberflächenenergie gleich der 
Arbeit der Schwerkraft, welche durch den Transport der verdrängten 
Flüssigkeitstheilchen von der freien Oberfläche im Röhrchen bis zum 
Spiegel der Flüssigkeit ausserhalb des Röhrchens, also beim Falle 
um die Höhe h geleistet wird. Diese Bedingung liefert das gesuchte 
Gesetz. Die Fläche der Zone ist 

S = (2r sin fp ' Ti) - r ' dq) = 2r^n • sin 9) • eJ^) , 

ihre Änderung dS = 4rn; - dr - sin q) * dq). 

Das verdrängte Flüssigkeitsgewicht ist 8'f*dr. Das Princip der 
virtuellen Bewegung gibt 

H'dS=8'f'dr'h, 
Daraus folgt mit Rücksicht auf die Werte für S und dS 

■L 2Jff 
T'f 

oder mit Benützung des Randelementes, für das r durch den Röhrchen- 
halbmesser r' ausgedrückt werden kann, 

, 2 J? cos CK 

Dies ist das Gesetz für die Steighohe der Flüssigkeit. 
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Dasselbe wird noch einfacher gewonnen, wenn man die Flüssig- 
keit im Böhrchen durch die Spannung H! der Berührungsschichte, 
welche dem Werte jff-cos« gleich ist, gehoben denkt. Die Span- 
nung rings am Rande 2r'3r hält dem Flüssigkeitsgewichte das Gleich- 
gewicht, und es besteht die Gleichung 

2t' % • jET- cos a == r'*Ä -fh. 

Daraus folgt ohne weiteres das vorstehende Gesetz für die Flüssig- 
keitshöhe h. 

Aufg. 1. In einem Glasröhrchen von der Weite 0*2 mm steigt Wasser 
(Dichte 1) 75 mm, Glycerin (Dichte 126) 57 mm, Schwefelsäure (Dichte 
1-85) 34 inm, Alkohol (Dichte 0*79) 32 mm, Salpetersäure (Dichte 164) 
27 mm, Äther (Dichte 0*71) 25 mm hoch empor. Wie gross sind die 
Oberflächenspannungen fi^ in Milligrammen für 1 mm Länge? — (Bei 
Wasser 75, Glycerin 7*2, Schwefelsäure 6*3, Alkohol 2*5, Salpetersäure 
4*2, Äther 1'8 mgr/mm.) 2. Wie hoch steigt das Wasser in einem Haar- 
röhrchen, dessen Wände es vollkommen benetzt, und dessen Halbmesser 
0*01 mm ist? Die Oberflächenspannung ist 7'5 mgr/mm. — (150 cm.) 

3. Nach Desains ist die Oberflächenspannung des Quecksilbers 45*6 mgr/mm 
und dessen ßandwinkel an Glas 37^ 52'; wie gross ist die Capillardepres- 
sion in einem Barometerrohr von 1 cm Durchmesser? — (0'Ö3 mm.) 

4. Die Achse eines engen conischen Röhrchens bilde mit den Erzeugenden 
der Mantelfläche den Winkel /?; der Randwinkel einer Flüssigkeit im 
Röhrchen sei a; mit welcher Kraft wird die Flüssigkeit in dem horizontal 
liegenden Röhrchen bewegt, wenn die Begrenzungskreise der Flüssigkeit 
die Radien B und r haben? — (J^ = 2-5" cos «• cos /5(l/r — 1/22).) 

5. Wie hoch steigt eine Flüssigkeit, deren Oberflächenspannung H und 
deren spec. Gewicht f sind, zwischen zwei parallelen Wänden auf, wenn 
dieselben einen kleinen Abstand /l haben? — (Ist die Länge der Wände ?, 
so ist die gesammte Spannung an den beiden oberen Rändern der Flüssig- 
keit 21 ' H'^ dieselbe muss dem gehobenen Flüssigkeitsgewichte gleich sein. 
Demnach ist h = 2H/f , ^.) 6. In welcher Beziehung steht die Flüssig- 
keitshöhe h' zwischen zwei nahen parallelen Wänden zu jener h in einem 
Haarröhrchen, wenn J=2B? — (h' = h/2.) 7. Welches Gewicht eines 
Flüssigkeitstropfens, der sich an der unteren öf&iung einer engen Röhre 
bildet, kann von dessen Oberflächenspannung getragen werden? Der Röhrchen- 
halbmesser sei r = O'Ö mm, die Oberflächenspannung H= 7*5 mgr/mm. 
Die Einschnürung der Flüssigkeit am Ende der Röhre soll nicht in Be- 
tracht kommen. — {x=^ 2rn - H = 23*6 mgr.) 8. Wie lässt sich aus 
dem Gewichte der aus einer engen Röhre fallenden Tropfen die Ober- 
flächenspannung der Flüssigkeit bestimmen? — (Nach der vorhergehenden 
Aufgabe.) 9. Welchen Druck übt eine kugelförmige Seifenblase vom 
Halbmesser r = 3 cm auf die eingeschlossene Luft aus, wenn die Ober- 
flächenspannung H = 7 mgr/mm ist? — (Die Summe der Oberflächen- 
drücke auf der convexen und concaven Seite ist für die Flächeneinheit 
(Po + 2H/r) — (Pq — 2H/r) = AH/r und für die ganze Kugelfläche 
16rif • TT = 10'56 g.) 10. Welche Gleichgewichtsbedingung ergibt sich 

14* 
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aus der Gleichheit der Oberflächendrucke an jeder Stelle zu beiden Seiten 
der Seifenhäutcheii an Drahtnetzen? — (Aus der Bedingung 

Po + H(l/ri + 1/r,) = Po — H{l/r^ + l/r,) ^ 

folgt für die mittlere Krümmung Ijr^-^- 1 /r^ = 0, Die Forderung 
wird erfüllt, wenn ^i = »"g == <x>^ d. h. wenn das Seifenhäutchen eben 
ist, oder wenn eine Krümmung concav und die andere convex ist. 
Der erste Fall wird verwirklicht an Seifenhäutchen an einem ebenen 
Drahtrahmen, der zweite Fall tritt ein, wenn z. B. ein System von zwei 
gleich grossen parallelen Drahtringen mit Seifenhäutchen überzogen wird; 
hierbei entspricht die Sattelform des Häutchens der Bedingung r^ = — r^ .) 

§ 61. Die Doppelschiclite zweier sich bertLlirender FliLSsigkeiten^). 
Der Oberflächendruck, die Spannung und die Energie der Oberflächen- 
schichte erfahren eine Änderung, wenn eine Flüssigkeit mit einer 
anderen Flüssigkeit in Berührung tritt, indem sich die Adhäsion 
zwischen den beiden Flüssigkeiten geltend macht. Bleiben die Flüssig- 
keiten getrennt, so wirkt die Adhäsion der Cohäsion jeder einzelnen 
Flüssigkeit entgegen und vermindert' diese. Der betreffende Einfluss 
äussert sich in den beiden sich berührenden Oberflächenschichten der 
Flüssigkeiten, welche zusammen eine Doppelschichte bilden. Um 
das Verhalten dieser Doppelschichte 
zu untersuchen, nehmen wir (Fig. 53) 
die Flüssigkeiten I und II niit der 
gemeinschaftlichen, kugelförmigen Be- 
rührungsfläche JBJB und berechnen die 
Oberflächendrücke für I und IL Hierzu 
beachten wir, dass auf jede einzelne JB 
Oberflächenschichte die Cohäsion K 

derselben Flüssigkeit nach einer und die Adhäsion A nach der ent- 
gegengesetzten Richtung wirken; in dem Gesetze für den Oberflächen- 
druck einer Flüssigkeit ist daher die Differenz (K — A) statt K zu 
setzen. Aus demselben Grunde sind auch die Oberflächenspannungen 
der einzelnen Flüssigkeiten um die entsprechende Adhäsionswirkung G 
zu vermindern, und wir können für die fraglichen Oberflächendrücke 
schreiben 

• Pi = Zi —Ä + 2 



Fig. 58. 
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Dabei ist die Fläche von I convex und die von 11 concav vor- 



1) Siehe meine Schrift über die Gesetze des Oberflächendruckes etc., 1890. 
Troppau. 
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ausgesetzt. Der resultierende Druck der Doppelschichte ist dem 
Unterschiede seiner Componenten gleich, also 

Der Zähler des Bruches gibt die resultierende Spannung der 
Doppelschichte; wir schreiben dafür: 

Diese Spannung leistet eine Arbeit, wenn die Berührungsfläche 
B vergrössert wird, und zwar so, dass gleichwie bei der freien Flüssig- 
keitsoberfläche die Spannung H für die Längeneinheit der Arbeit 
für die Flächeneinheit gleich kommt. Die Bemerkung gestattet einige 
Schlüsse über das Verhalten der Doppelschichte. 

Je nach dem Vorzeichen von JETm, also je nachdem das arith- 
metische Mittel der Cohäsionsspannungen grösser oder kleiner als die 
Adhäsionsspannung ist, wird bei Vergrösserung der Berührungsschichte 
Arbeit verbraucht, oder gewonnen; da nun aber die wirkenden Kräfte 
stets das Bestreben haben, die möglichst grösste Arbeit zu leisten, so 
wird im letzteren Falle die Doppelschichte das Bestreben zeigen, sich 
auszudehnen und zu vergrössern, im ersteren Falle dagegen sucht sie 
sich zusamnien zu ziehen. Zu demselben Resultate ist K. Fuchs in 
anderer Weise gelangt^). Dasselbe gestattet im Zusamijienhange mit 
dem Druckwerte auch über das Verhalten der Flüssigkeiten gegenein- 
ander eine weitere Folgerung. Sucht die Berührungsfläche den kleinsten 
Wert zu gewinnen, so wird das Ziel erreicht sein, wenn sie die Kugel- 
form angenommen hat. Im Inneren der Kugelfläche muss sich die 
Flüssigkeit mit stärkerer Cohäsion zusammenziehen und aussen jene 
mit geringerer Cohäsion anlegen. Ist die Berührungsschichte aus- 
dehnsam, so kann ihr Bestreben dadurch erreicht werden, dass die 
Theilchen der Flüssigkeit mit geringerer Cohäsion von einander ge- 
trennt und in der Flüssigkeit mit grösserer Cohäsion vertheilt werden. 
Die Berührungsfläche umgibt dann alle zertheilten Theilchen der 
ersteren Flüssigkeit und hat auf diese Weise eine möglichst grosse 
Ausdehnung gewonnen. 

Solche Vorgänge finden jedenfalls bei Bildung von Emulsionen, 
bei Mischungen und Lösungen statt. 

Nach Quincke sind einige besondere Werte folgende: 

Quecksüber-Wasser H^ = 5503, H^ = 8*25, H= 4258 

„ -Alkohol. „ „ JB; = 2-60, £r= 40-71 

„ -Olivenöl „ ,, jB^ = 3*76, S= 3419 

Schwefelkohlenstoflf-Wasser iTi = 3-27, jET^ = 825, ir= 426 

OUvenöl-Wasser H^= S'76, H^ = 825, H = 209. 

1) K. Fuchs: t5her den Randwinkel einander berührender Flssgk. Wied. A. 
Bd. 29. S. 144. 
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Nach den Yersuchsergebnissen kann man aus der allgemeinen 
Beziehung zwischen H und den Gohäsions- und Adhäsionsspannungen 
die letztere, nämlich G^ bestimmen. Wir finden dieselbe zwischen 
Quecksilber- Wasser 10*35, zwischen Quecksilber-Alkohol 8*46 und 
Olivenöl- Wasser 4*96. Bestände jede Oberflächenschichte nur aus 
einer Lage von Molecülen, wäre also nach § 49 jEr= Ptf/2 und 
wären die Wirkungs weiten der sich berührenden Stoffe gleich, so 
würden die Werte für die Gohäsions- und Adhäsionsspannungen die 
Verhältniszahlen für Cohäsion und Adhäsion angeben. 

§ 62. F. Nenmann's Gesetz der Randwinkel. Überall da, wo eine 
Flüssigkeit mit einem festen Körper in Berührung kommt, bildet 
ihre freie Oberfläche an der Berührungsgrenze mit dem festen Körper 
einen bestimmten Winkel, den Bandwinkel. Sei es, dass eine Flüssig- 
keit die Gefässwand berührt, oder dass ein Flüssigkeitstropfen auf 
einer Platte liegt oder unten anhängt, immer kommen drei Mittel in 
einer Grenzlinie zusammen, nämlich der feste Körper, die Flüssigkeit 
und die Luft. Auf die gemeinschaftliche Grenzlinie wirken nun die 
Oberflächenspannungen der drei Berührungs- 
flächen und halten sich gegenseitig das 
Gleichgewicht. Die Gleichgewichtsbedingung 
gibt das Neumann'sche Gesetz der Band- 
winkel. Um die Entwickelung möglichst 
allgemein zu gestalten, nehmen wir drei 
Flüssigkeiten 1, 2, 3 (Fig. 54) mit beUe- 
bigen Berührungsflächen, die in einer Linie 
L zusammentreffen. Auf die Längeneinheit 
von L wirken in den verlängerten Tangenten- 
richtungen der Oberflächen die Oberflächenspannungen. Ist das dritte 
Mittel Luft, in welchem Falle man die Berührungsflächen von 1 und 
2 mit 3 als freie Oberflächen ansieht, so gelten für die Oberflächen- 
spannungen die Werte 

fii3 = ffi, S,, = n, und E,, = H, + H^-2a. 

G bedeutet hierin die Spannung infolge der Adhäsion in der Doppel- 
schichte 12. 

Drei in einem Punkte angreifende Kräfte halten einander das 
Gleichgewicht unter folgender Bedingung 

sin 0^3 sin er, sin o^ 

Die drei Kräfte müssen sich nämlich zu einem Kräftedreieck zu- 
sammensetzen lassen, wenn ihre Besultierende gleich Null sein soll. 
Ist aber eine Kraft, z. B. fi^g, grösser als die Summe der beiden anderen, 
dann lässt sich kein Dreieck bilden und es wird auch kein Gleich- 
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gewicht erreicht; eine Flüssigkeit 1 breitet sich dann so weit aus, 
bis der flüssige Zustand verloren geht. Beispiele solcher Ausbreitung 
sind: Ol auf reinem Wasser, Wasser auf Quecksilber. Eine Wirkung 
der Oberflächenspannung ist die Beruhigung der Meereswellen durch 
eine oberflächliche Olschichte. Fettflecke werden mit Benzol fort- 
geschafft, indem man das letztere ringförmig um den Fleck yertheilt 
und immer näher an den sich gegen die Mitte zusammenziehenden 
Fleck heranbringt; die resultierende Oberflächenspannung zieht die 
Fetttheilchen vom Bande gegen die Mitte, wo sie mittelst Löschpapier 
abgehoben werden können 0. 

Die Grösse des Winkels a^ zwischen den freien Oberflächen lässt 
sich aus dem Eräfbedreieck H^^, jET^,, j^^ nach dem Gamot'schen 
Lehrsatze bestimmen; man erhält dafür 

cos CL. = ^" ^« ^18 

und nach Substitution obiger Werte 

^ 4.G[G^ (H, + H,)] + 2J3, H , 

2^1 ja, 

-^^ — s:^ f-^- 

Der Winkel a^ ist demnach durch die Cohäsions- und Adhäsions- 
spannungen völlig bestimmt und ist somit immer derselbe, so oft nur 
die Flüssigkeiten 1 und 2 mit einander in Berührung kommen. 

Ist 1 dieselbe Flüssigkeit wie 2, so wird H^= n^ = G und 
damit «3 = 180®, wie es sein muss, da ja dann nur eine Flüssigkeits- 
oberfläche besteht. 

Ist «3 spitz, so wird die Oberflächenspannung H^ die Flüssigkeit 
zurückhalten; ist a^ stumpf, so wirkt H^ ausbreitend auf 1. Der 
Wert cos «j darf 1 nicht übersteigen, wenn Gleichgewicht möglich 
sein soll. 

In dem Falle, dass 2 ein unlöslicher fester Körper, etwa die 
Wand eines Gefässes oder eine Platte ist, die von der Flüssigkeit 1 
berührt wird, ist die Oberflächenspannung H^ gegenüber H^ und G 
sehr gross und dürfen HJH^ und G/H^ als Glieder fortgelassen 
werden; darnach erhalten wir 

cos «3 == -^ \- 1 . 

Bezeichnen wir nun den in der Flüssigkeit liegenden Winkel 
(180*^ — <'%)== «s' *ls den Randwinkel, so erhalten wir für den- 
selben den Wert 

cos «Q = -^ 1 . 



1) C. Maxwell: Theorie der Wärme. S. 322 u. 333. 
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Derselbe Ausdruck folgt unmittelbar, wenn man die Flüssigkeit 1 
in Berührung mit einer ebenen Fläche (Fig. 55) annimmt und die 
Gleichgewichtsbedingung zwischen den Spannungen jET^, JB^ und 
H^^ = (jHi + -E^ — 2 (?) aufstellt. Die längs der ebenen 
Fläche wirkenden Componenten müssen sich gegenseitig 
aufheben. 

Nach diesem Gesetze hängt der Randwinkel nur von 
den Cohäsions- und Adhäsionsspannungen, also von der 
Natur der sich berührenden Körper ab und ist zwischen 
denselben beiden Körpern bei derselben Temperatur 
immer derselbe. Mit der Veränderung der Oberflächen- 
spannung z. B. durch Verunreinigung der Oberflächen ändert sich 
auch der Randwinkel. 

Jenachdem 2G^ H^ ist der Randwinkel spitz oder stumpf, d. h. 
jenachdem die doppelte Adhäsionsspannung grösser oder kleiner als 
die Cohäsionsspannung der Flüssigkeit ist, breitet sich die Flüssigkeit 
etwas aus oder zieht sich zusammen; im ersten Falle wird der feste 
Körper von der Flüssigkeit benetzt, im zweiten tritt keine Benetzüng ein. 

Eine Folge des Gesetzes der Constanz des Randwinkels ist die 
Krümmung der Flüssigkeitsoberflächen in der Nähe der Gefässwände, 
die bereits zur Erklärung der Capillaritätsgesetze verwendet wurde. 

Aus den im § 61 angegebenen speciellen Werten der Oberflächen- 
spannungen an der Grenze von Ol, Wasser und Luft ersieht man, 
dass mit denselben kein Dreieck construiert werden kann. Der tjber- 
schuss der Spannung der freien Wasserfläche und die negative Span- 
nung der Olschichte (jH^ — G = 3*76 — 49) verursachen eine rasche 
Ausbreitung des Öles und eine Verminderung des Oberflächendruckes. 
— Oberbeck untersuchte das Verhalten der Olschichte, indem er 
zuerst Schwefelpulver auf reines Wasser streute und dann einen Luft- 
strom, unter 30^ gegen die Oberfläche geneigt, erzeugte. Damit wurde 
das Schwefelpulver an den entgegengesetzten Rand des Gefässes ge- 
schoben. War das Wasser mit einer Olschichte bedeckt, so setzte 
diese der zusammenschiebenden Wirkung des Luftstromes einen Wider- 
stand entgegen; das Pulver blieb über der Oberfläche ausgebreitet. 
Die Dicken der wirksamen Schichten wurden berechnet bei Rüböl 
zu 17 • 10—^ mm, bei Olivenöl 22 • 10"^ mm. Auch Röntgen und 
Rayleigh fanden wirksame Ölschichten ca. 2 • 10~^ mm stark. Die 
Werte geben zugleich Dimensionen für die moleculare Wirkungsweite. 

Nach Lord Rayleigh schäumen reine Flüssigkeiten nicht. Nur 
Flüssigkeitsgemische, z. B. Wasser und Alkohol, Wasser und Essig- 
säure, bilden beim Schütteln Blasen. Wenn Teiche, Bäche oder Meere 
schäumen, so befindet sich auf dem Wasser ein aus Pflanzen gezogener 
Stoff, der die Oberflächenspannung vermindert und die Blasenbildung 
ermöglicht. 
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Ausser den bereits behandelten Haarröhrchenerscheinungen ge- 
hören hierher auch folgende von van der Mensbrugghe angegebene 
Erscheinungen^). Ein in der Mitte zusammengefaltetes Stück Papier, 
das mit einer Hälfte auf die Wasseroberfläche gelegt wird, streckt 
sich und legt sich seiner ganzen Ausdehnung nach auf das Wasser. 
Beim Einbiegen werden die Theilchen des Papieres an der inneren 
Seite der Faltungskante einander genähert, an der äusseren Seite da- 
gegen entfernt und dadurch aufgelockert; tritt nun aber an der Bruch- 
stelle Feuchtigkeit bis zu der inneren Seite, so erfolgt auch hier eine 
Auflockerung der Theilchen und damit eine Streckung des Papieres. 
Nach F. Leconte öflEnet sich zusammengefaltetes Papier, wenn man 
die Kante von aussen befeuchtet. Ebenso geschieht es mit geknickten 
Grashalmen und Hölzchen; werden die geknickten Gegenstände an 
beiden Enden mittelst Fäden aufgehängt und an die Knickungsstelle 
ein Tropfen Wasser gebracht, so strecken sich dieselben, bis sie in 
die horizontale Lage gelangen. 

Ahnlich wie bei diesen Vorgängen wirkt auch die Feuchtigkeit 
bei anderen Erscheinungen in der Pflanzenwelt; die Fruchtgrannen 
des Storchschnabels rollen sich im feuchten Zustande auf und strecken 
sich, sie kehren beim Trocknen wieder in den früheren Zustand zurück. 
Beim Anfeuchten der Seile verdicken sich die einzelnen Kordeln und 
werden länger; da die Verdickung bewirkt, dass die einzelnen Kordeln 
im Seile nicht so viele Windungen wie im trockenen Zustande bilden 
können, so muss gleichzeitig eine Verkürzung des Seiles eintreten. 

§ 63. Gestalt der freien Oberfläche einer Flüssigkeit^), a) Unter 
dem Einfluss der Schwerkraft stellt sich jede Flüssigkeitsoberfläche 
horizontal. Es ist bereits bemerkt worden, dass in der Nähe der 
Gef ässwände die Oberfläche die Richtung ändern muss, um aUmählig 
jene Richtung anzunehmen, welche durch den Randwinkel bestimmt 
ist. Es soll nun die Gestalt der Oberfläche in der Nähe einer ebenen 
Wand ermittelt werden. Da die Flüssigkeit längs der ganzen Wand 
in gleicher Weise emporgehoben oder herabgedrückt wird, jenachdem 
eine Benetzung stattflndet oder nicht, so ist im allgemeinen anzu- 
nehmen, dass das betreffende gekrümmte Flächenstück ein Theil eines 
Cylindermantels ist, dessen Erzeugenden horizontal und parallel zur 
Wand sind. Behufs Bestimmung der Leitlinie sei in Fig. 56 ein nor- 
maler Schnitt zur Wand dargestellt: EE^ sei der Schnitt mit der 
Wand, AGB der Schnitt mit der Flüssigkeitsoberfläche, die von 
B aus horizontal verlaufe. Wir beziehen die Punkte der Oberfläche 
A OB auf das rechtwinklige Coordinatenkreuz OX, OZ und bestimmen 
den Abstand z für den beliebigen Punkt C, Der Krümmungshalb- 
messer für das Bogenelement OC" in der Zeichnungsebene sei r. Die 

1) Poske's Zeitsch. f. d. phys. u. ehem. ünterr. III. S. 197. 

2) Siehe meine Abhdlg. über d. Oberflächendruck. 
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Ebene, welche durch r gelegt wird und normal zur Zeichnungsfläche 

ist, schneidet die cylindrische Oberfläche längs einer erzeugenden 

Geraden; daher ist der zweite Hauptkrümmungshalbmessser unendlich 

gross. Mit Rücksicht darauf wird der 

Oberflächendruck in dem Flächen- ^9- »e. 

demente bei G 

Die Beziehung zwischen diesem 
Druck und der Schwerkraft ergibt 
sich nach dem Principe der vir- 
tuellen Bewegung. Wir denken uns 
eine sehr kleine Verschiebung dr 
des Oberflächenelementes ds gegen 
das Innere der Flüssigkeit. Bei 
derselben leistet die Oberflächen- 

Spannung die Arbeit ds-dr und die Schwerkraft befordert das 

Flüssigkeitstheilchen vom Gewichte (ds * dr ' f) in das horizontale 
Niveau, das um die Strecke tiefer liegt als der Punkt C. Gleich- 
gewicht besteht, wenn die Summe der Arbeiten gleich Null ist, also 




wenn 



oder wenn 



' ds 

r 



dr -{' ds * dr ' f' =^0, 



z = 



H 

ff 



Dieselbe Bedingung erhält man, wenn man den Druck oder Zug 
infolge der Oberflächenspannung in G dem darunter befindlichen, ge- 
hobenen Flüssigkeitssäulchen gleichsetzt. 

Drückt man den Krümmungshalbmesser r durch die Coordinaten 
des Punktes G aus, so lässt sich die Gleichung der Leitlinie ermitteln. 
Wir beschränken uns auf die Bestimmung des höchsten Punktes A 
und stellen zu diesem Zwecke eine Beziehung zwischen der Ordinate z 
und dem Winkel fp auf, den die Tangente GT mit der Ordinaten- 
achse Z bildet^). Für einen dem Punkte G benachbarten Punkt 0' 
geht -^ q) über in {(p + dq))] dq) ist der Winkel zwischen den zwei 
aufeinander folgenden Tangenten, zugleich aber auch der Winkel 
zwischen den gezeichneten zwei auf einander folgenden Normalen. 
Mit Benützung der Winkel q) und dq) lässt sich das Bogenelement 
CC, der Ordinatenunterschied dz und daraus selbst berechnen. Man 
erhält für das concav gekrümmte Bogenelement 

GG'= — r'dq), 
und für dz = CC • cos q) = — r - cos q) • dq) = — r - d sin q) . 

1) V. V. Lang : a. a. 0. S. 479. 
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Wird hieraus r gerechnet und in die Gleichung für z eingesetzt, 
so erhiÜt man 

z ' dz = j ' dsinq) 

und durch Summierung der beiden Gleichheitsseiten 

Y (^* — O = — 7 (sin9> — sin 9)0). 

Beginnt die Zählung von B^ so ist z^ = und q)^ = 90*^ und 
daher die Gleichung 

^z^=j(l — Bmq>), 

Nach diesem allgemeinen Gesetze lässt sich die Erhebung jedes 
Punktes der gekrümmten Oberfläche und insbesondere auch die Er- 
hebung des höchsten Punktes Ä der Flüssigkeit angeben. 

Ist die Wand vertical, so wird für den höchsten Punkt der 
Flüssigkeit z = h und ^q) gleich dem Bandwinkel; damit erhält 
man die Erhebung 

h = Y ~r ^ — ®^^ ^^ • 

Bei vollständiger Benetzung ist 






a* 



daraus folgt 

Die Gleichung kann dazu dienen, die Oberflächenspannung H zu 
berechnen. 

Anstatt H wird nach Quincke auch häufig die Grösse a in 
Rechnung gezogen; der Wert a^ heisst auch specifische Cohäsion. 

Wenn die Flüssigkeit die Wand nicht benetzt, dann ist der Rand- 
winkel a > 90^; bei Auflösung der quadratischen Gleichung nach z 
beziehungsweise h hat man in diesem Falle das negative Zeichen der 
Wurzel zu benützen; die Oberfläche in der Nähe der Wand ist convex 
und erscheint somit herabgedrückt. 

b) Tauchen zwei verticale Platten parallel nebeneinander in 
eine Flüssigkeit, welche eine Platte benetzt und die andere nicht, so 
zeigt die Flüssigkeitsoberfläche zwischen den Platten an der Über- 
gangsstelle von der concaven zur convexen Gestalt einen Wendepunkt, 
dessen Tangente mit der Verticalen den Winkel q)^ einschliesst, der 
nicht 90^ ist. Durch Einführung dieser Bedingung in die allgemeine 
Gleichung für die Erhebung z eines Punktes der Oberfläche erhält 
man für die Steighöhe 

Ä = y-f (sin 9>o — sin 9)) . 



220 



IV. Molecularkräfte. 



[§ 63. 



Dieser Wert ist kleiner als der obige Wert für h und es folgt, 
dass die Erhöhung beziehungsweise Erniedrigung des Flüssigkeits- 
randes an den Innenseiten der Platten geringer ist als an den 
Aussenseiten. 

c) Wir verwenden noch das allgemeine Gesetz för die Ordinate 
js zur Bestimmung der Oberflächengestalt eines Tropfens, der 
auf einer horizontalen Fläche aufliegt. Die horizontale Ausdehnung 
des Tropfens sei kreisförmig und der Halbmesser des Kreisumfanges 
gegenüber dem seitlichen Krümmungshalbmeser eines zweiten Haupt- 
schnittes sehr gross, damit die mittlere Krümmung in einem Punkte 
der seitlichen Oberfläche mit der voi-stehenden Berechnung sich im 
Einklang befinde. Zu unserem Zwecke führen wir (Fig. 56) die Nei- 
gung ß der Wand gegen die Verticale und <^a ein, welchen die 
Tangente CT mit der Wand einschliesst. Es ist nun q) = a'\- ß und 
damit erhalten wir 

;^2 = ?^[1 — sin(a + /S)]. 

In dem Falle des Tropfens (Fig. 57) ist 
die Wand JEE^ horizontal, ^a entspricht dem 
Randwinkel und ß = 90®; 0, bezogen auf den 
Randpunkt J., bedeutet die Dicke H des Tropfens; 
diese wird demnach 



h == y-j- (1 — cos a) . 




Fig. 58. 



Auch dieses Gesetz wird zur Bestimmung der Oberflächenspan- 
nung jff benützt. Gay-Lussac fand für Quecksilber aus 180® — «=45^30' 
H= 43-52 und Desains aus dem Winkel 41« 36' 30" H= 45-32. Die 
Abweichungen der Werte rühren von der Verschiedenheit, namentlich 
von der Reinheit der Oberflächen her. 

Das Gesetz gilt auch für die Luftblasen, die sich unten an eine 
horizontale Ebene ansetzen, welche in eine Flüssigkeit getaucht wird-, 
der Tropfen liegt jedoch dann nicht auf der Ebene 
J5J5i, sondern er befindet sich unter derselben und 
ist die Darstellung (Fig. 57) um EE^ um 180^ ge- 
dreht zu denken. 

d) Die Gestalt der Flüssigkeitsoberfläche zwi- 
schen zwei verticalen Wänden, die mit einan- 
der einen kleinen Winkel einschliessen, erhält 
man auf einfache Weise. In dem engeren Räume 
des Flächenwinkels steht die Flüssigkeit höher als 
in dem weiteren. Die Erhebung an einer bestimm- 
ten Stelle C kann nach dem Gesetze für die Steig-, 
höhe der Flüssigkeit zwischen parallelen Wänden berechnet werden. 
Seien OM und 0^ (Fig. 58) die Grundspuren der beiden Platten 
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und OX die Halbierende des Neigungswinkels co, femer AB = ^^ 
und X, die Goordinaten eines Punktes C der Oberfläche in. der 
Mitte zwischen den Platten^ dann ist der Plattenabstand 

^ = 2 • ü? • tg y 

Für diese Distanz ist die Steighöhe (S. 211, Aufg. 5) 

« 

2 JET cos a HcoBoc 



= 






daraus folgt 

^cos a 

xz = 

/^.tg- 

Diese Gleichung entspricht einer gleichseitigen Hyperbel, deren 
Asymptoten mit den Achsen x und z zusammenfallen. Längs dieser 
Linie steigt die Flüssigkeit zwischen den Platten empor. (Fig. 58.) 

§ 64. Anziehung und Abstossung durch die Oberflächenspannung. 
Gleichwie die Oberflächenspannung das Gewicht einer Flüssigkeit ver- 
ändert, so bewirkt sie auch eine Änderung des hydrostatischen Druckes 
auf die Seiten wände. Es ist sofort ersichtlich (Fig. 59), dass in der 
Nähe einer Wand der Druck p infolge der Oberflächenspannung, 
welcher in der Richtung der Hauptkrümmungshalbmes- 
ser wirkt, auf die Wand einen Zug ausüben muss. 
Die Grösse dieses Zuges P auf die ebene Wand E 
erhalten wir mittelst des Principes der virtuellen Be- 
wegung. Wir verschieben die Ebene E parallel zu 
zu sich selbst um die kleine Strecke S; bei der betref- 
fenden Arbeit sind die Spannungen M bei A und B 
und die auf die Wand wirkende ErafI; P der Flüssig- 
keitssäule thätig. Ist die Länge der Wand l und der 
Randwinkel a, dann gilt für die Arbeiten die Gleichung 

P . I (S". • S + (^- -.1 sin«, 

daraus wird 

P= — HI{1 — sina). 

Wird H nach dem vorstehenden Gesetze durch die Steighöhe 
der Flüssigkeit an der Wand ausgedrückt, so folgt 

P= — y. /-.*«.?. 

Dieser Ausdruck stimmt auch mit dem hydrostatischen Druck 

auf die Wand in der Höhe -^ überein; die Wirkung desselben wird 

also durch die Oberflächenspannung aufgehoben. Setzt man diese 
Bedingung für den Gleichgewichtszustand voraus, so können die zwei 




222 IV. Molecularkräfte. [§ 64. 

letzten Gleichungen dazu dienen, in der einfachsten Weise die Steig- 
höhe Ä der Flüssigkeit an der Wand zu berechnen. 

Da der Zug P auf die Wand proportional dem Quadrate der 
Steighöhe h ist, so bleibt er seiner Richtung nach unverändert, ob die 
Höhe positiv oder negativ, also ob die Oberfläche concav oder convex ist. 

Die berechnete Wirkung der Oberflächenspannung auf die Seiten- 
wand kann bei einer in die Flüssigkeit getauchten Platte oder Wand 
keine Erscheinung hervorrufen, da sie auf beiden Seiten der Wand 
in gleicher Stärke aber in entgegengesetzter Richtung erfolgt. Sie 
wird sich geltend machen, wenn zwei Platten in einer Flüssigkeit 
einander nahe gegenüber stehen. Wird eine Platte benetzt und die 
andere nicht, so sind, wie nachgewiesen worden ist, sowohl die Er- 
hebung als auch die Depression an den inneren Seiten der Platten 
kleiner als an den äusseren; die äusseren Zugkräfte haben das Über- 
gewicht und die beiden Platten müssen sich von einander entfernen, 
als ob sie sich abstiessen. 

In den Fällen, wo beide parallele Platten von der Flüssigkeit 
benetzt oder nicht benetzt werden, bedeutet h die Steighöhe der Flüssig- 
keit zwischen den Platten; es sind demnach die Kräfte zwischen den 
Platten grösser als ausserhalb und es erfolgt eine Annäherung, eine 
Anziehung der beiden Platten. — 

Da die letztere Anwendung des vorstehenden Gesetzes aus der 
Ableitung nicht unmittelbar klar ist, wollen wir den Wanddruck der 
Oberflächenspannung auf zwei parallele, verticale Platten direct er- 
mitteln. Wir verwenden auch hier das Princip der virtuellen Be- 
wegungen und zwar für die Verschiebung einer der beiden Platten um 
die sehr kleine Strecke |. Die Arbeiten der Spannungen H zu 
beiden Seiten der bewegten Platte geschehen im entgegengesetzten 
Sinne und geben zusammen den Arbeitswert Null. Es bleibt nur 
die Arbeit der Schwerkraft zu berücksichtigen, welche der Arbeit 
des Wanddruckes gleich sein muss. Die letztere Arbeit sei P • |^ 
Die Arbeit der Schwerkraft lässt sich mittelst der Steighöhe Ä der 
Flüssigkeit zwischen den Platten bestimmen. Bei der vorgenonunenen 
Verschiebung einer Platte um J geht die Entfernung der Platten von 
jd über in (z/-j-S), die Höhe h vermindert sich um dh und der 

Schwerpunkt der gehobenen Flüssigkeit sinkt um — • dh'^ das Flüssig- 
keitsgewicht zwischen den Platten bleibt unverändert. Es besteht 
demnach folgende Gleichgewichtsbedingung 

P . g = (i . Ä . ^ . /• + i) • Y . öTÄ. 

Aus den Ausdrücken für die Steighöhen h und (ä -f- ^ä) bei 
den Plattenabständen z/ und (z/ + |) (S. 211, Aufg. 5) ergibt sich 
leicht die Beziehung 
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dh _Ä 

Damach wird 

Lässt man bei höherem Flüssigkeitsstande h das Gewicht q in 
den Winkehi des Meniscus gegenüber dem gehobenen Flüssigkeits- 
gewichte fort, so erhält man für den Wanddruck 

P Y'f'^^'^ 

das obige öesetz. 

Ebenso wie die Anziehung und Abstossung von nahen Platten 
in einer Flüssigkeit erklärt auch das Gesetz eine scheinbare Wechsel- 
wirkung zwischen schwimmenden Körpern. Zwei Korkkugeln (auch 
Korkstöpsel), die auf Wasser schwimmen und einander entsprechend 
• genähert werden, ebenso zwei Glaskugeln, die auf Quecksilber schwim- 
men, üben eine lebhafte Anziehung aus; zwei Kugeln, die auf einer 
Flüssigkeit schwimmen und von denen die eine benetzt wird und die 
andere nicht, stossen einander ab, wenn sie entsprechend genähert 
werden. — Auch beim Weichwerden fester Körper und bei der Auf- 
lösung von Salzen in Flüssigkeiten mag sich die Seitenwirkung der 
Oberflächenspannung geltend machen und zur Auflockerung der festen 
Theilchen beitragen. 

§ 65. AdMsionsplatten. Als eine Aufgabe über Oberflächen- 
energie soll noch die Kraft berechnet werden, mit welcher Adhäsions- 
platten aneinander haften. Zwischen zwei Platten befinde sich eine 
dünne Flüssigkeitsschichte, welche die Platten benetzt. Das Gewicht 
einer Platte sei Q. Die beiden BerOhrungsflächen der Flüssigkeits- 
schichte seien Kreise vom Inhalte S = r^sr. Die Oberflächenspan- 
nung in jeder Berührungsschichte sei jH", die Dicke der Flüssigkeits- 
schichte 0, Wird nun die obere Platte um d0 gehoben, so wird 
der Schwerkraft entgegen die Arbeit Q-d0 geleistet; gleichzeitig ändert 
sich jede der beiden Flächen S um dS = 2rz > dr und verschwindet 
bei abnehmendem S die Oberflächenenergie 2J3'« dS. Die Gesammt- 

arbeit ist daher 

dW=Q'dsf — 2H' 2r% - dr. 

Nun ist das Volumen der Flüssigkeit r^%' e == const. und somit 

2r7C - dr = de. 

z 

Mit Rücksicht darauf wird die Kraft zur Hebung 
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Eine äussere Kraft von dieser Grösse vermag den Kräften dieses 
Systemes Gleichgewicht zu halten; eine geringe Vermehrung derselben 
verursacht ein Reissen der Flüssigkeitsschichte. 

Wenn keine Benetzung stattfindet, z. B. zwischen Quecksilber 
und Glas, dann ist H negativ; fär sehr kleine z, d. h. bei einer sehr 
dünnen Flüssigkeitsschichte, kann dann auch F negativ werden; denn 
in diesem Falle muss eine Belastung angebracht werden, um die 
obere Platte in ihrer Lage gegen die untere zu erhalten. 

§ 66. Diffasion der Flüssigkeiten. Kork oder Öl, ins Wasser 
gebracht, steigen an die Oberfläche und schwimmen auf derselben; 
Kochsalz oder Weingeist dagegen breiten sich aUmahlig im ganzen 
Wasser aus, sie geben beziehungsweise eine Lösung oder Mischung. 
Der feste Körper wird zunächst auch flüssig, und seine Ausbreitung 
erfolgt so wie die einer Flüssigkeit. Bei der Mischung durchdringt 
jede Flüssigkeit die andere; der Vorgang wird mit dem Namen Dif^ 
fusion bezeichnet. 

Dutrochet hat (1827) zuerst diese Erscheinung mit Hilfe seines 
Endosmometers untersucht^). Der Apparat besteht aus einem Fläsch- 
chen, dessen Boden von einer Membran (Schweinsblase) gebildet wird, 
und dessen Hals sich in eine getheilte Röhre verlängert. Füllt man 
das Fläschchen mit Alkohol und taucht den Apparat in Wasser ein, 
so bemerkt man ein Ansteigen der Flüssigkeit in der getheilten Röhre; 
es ist durch die Membran Wasser zum Alkohol und Alkohol zum 
Wasser übergetreteten. Dutrochet nennt die beiden Strömungen En- 
dosmose und Exosmose. In ähnlicher Weise geht der Austausch von 
Flüssigkeiten im lebenden Organismus vor sich. 

Nach Versuchen von JoUy, Eckhard, Ludwig u. a. mit Wasser 
und verschiedenen Salzlösungen hängt die Diffusionsgeschwindigkeit 
von der Natur der Flüssigkeit, von der Concentration der Lösung 
und von der Membran ab. Sobald die Concentration der Lösung auf 
beiden Seiten der Membran gleich ist, so hört die Diffusion auf. 

Die Diffusion ohne Scheidewand, die sogenannte freie Diffu- 
sion hat zuerst Graham (1850) untersucht. Die zu untersuchende 
Lösung wird mittelst einer Pipette auf den Boden eines mit Wasser 
gefüllten Glascylinders gebracht; nach einigen Tagen saugt man mit 
einem capillaren Heber Proben aus verschiedenen Höhen ab und 
analysirt sie. Graham fand, dass die Salzmengen, die aus den Lösungen 
herausdiffundieren, abhängen von der Natur des Salzes, proportional 
sind der Concentration der Lösung und mit der Temperatur wachsen. 

Die Bewegungen rühren offenbar von Druckdifferenzen her, welche 
durch das Zusammenwirken der Cohäsionen der zu mischenden Stoffe 



1) VioUe. Lehrb. U. S. 676. 
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und der Adhäsion zwischen ihnen bedingt ist. Vom Standpunkte des 
Energieprincipes spielt jedenfalls die Oberflächenenergie eine wichtige 
Rolle. Ist in der Berührungs schichte beider Stoffe die doppelte 
Spannung infolge der Adhäsion grösser als die Summe der Cohäsions- 
spannungen (§ 61, S. 213), dann ist die Flächenenergie in dieser Doppel- 
schichte negativ, es wird bei der Ausbreitung derselben Arbeit ge- 
wonnen. Bei dem Bestreben des Systems, das Minimum der 
potentiellen Energie zu erreichen, wird die Doppelschichte in 
die inneren leeren Räume eines Stoffes eindringen, der Stoff wird 
aufgelöst und bei der Ausbreitung desselben möglichst in seine Ele- 
mente zerlegt. Ist die Lösung eine gleichmässige, so ist auch der 
Druck im ganzen Volumen derselbe und es herrscht Gleichgewicht. 

Eine Anwendung findet die Diffusion zur Trennung der Krystalloide 
von Colloiden, weil die Krystalloidlösungen rascher diffundieren. 
(Dialyse.) 

§ 67. Mlschungs- und Losungsarbeit ^). Die Moleculararbeit einer 
Lösung oder Mischung ist bei jeder Flüssigkeit durch die hydrosta- 
tische Grundgleichung, beziehungsweise durch die Volumenergie ge- 
geben; sie ist bestimmt durch das Product aus dem herrschenden 
Druck (dem Wirkungsgrad) in das Volumen (den Wirkungsraum). 
Der erstere soll unter der Voraussetzung entwickelt werden, dass die 
Lösung in allen in der Rechnung zu benützenden Volumelementen 
dieselbe Zusammensetzung besitzt. Es ist nur nöthig, die wirkenden 
Kräfte in der Oberflächenschichte zu bestimmen. Denn diese üben 
den ganzen Druck auf das Flüssigkeitsvolumen aus; die inneren Kräfte 
heben einander gegenseitig auf. 

Die oberste Schichte von der Dicke der Wirkungsweite eines 
Molecüles, für sich allein betrachtet, befindet sich im Gleichgewichte 
und übt keinen Druck nach abwärts aus, wenn von dem Einfluss 
einer etwaigen Krümmung abgesehen wird. Erst durch die Wirkung 
der Nachbarschichte von gleicher Dimension auf die erste entsteht 
der Oberflächendruck. Die Rückwirkung auf die zweite Schichte trägt 
zum inneren Drucke nichts bei, weil auf sie von der äusseren und 
inneren Seite gleiche Kräfte wirken, die einander gegenseitig aufheben. 
Aus demselben Grunde sind auch alle folgenden inneren Schichten 
auf den Druck ohne Einfluss. 

Die Molecularkräfte zwischen den zwei obersten Schichten auf 
die Oberflächenschichte bestehen nun aus der Cohäsion K^ des ge- 
lösten Stoffes, der Cohäsion K^ des Lösungsmittels, der Adhäsion A' 
zwischen dem gelösten Stoffe in der Oberflächenschichte und dem 
Lösungsmittel in der Nachbarschichte und endlich der Cohäsion A' 
zwischen dem Lösungsmittel in der Oberflächenschichte und dem 

1) Siehe meine Schrift über d. Oberflächendruck. 1890. S. 37. 

Jannschke, Erhaltung der Energie. 15 



226 rV. Molecularkräfte. [§ 67. 

gelösten Stoffe der Nachbarschichte. Der Druck für die Flächen- 
einheit ist somit 

Die einzelnen Molecularkräfte lassen sich nun aus den Massen ^ der 
beiden obersten Schichten über der Flächeneinheit, beziehungsweise 
aus der Dichte d und dem Gewichte q der betreffenden Stoffe und 
aus dem Volumen v der ganzen Lösung in allgemein giltiger Form 
wie folgt darstellen: 

Hierin ist r^ die Entfernung der Massenmittelpunkte der beiden Nach- 
barschichten; sie wird durch die Wirkungsweite der Molecüle bestimmt, 
— Ähnlich erhält man für die Cohäsion des Lösungsmittels 

K,'=a,.{^y.f(r,) 
und för die Adhäsion 

Damit wird der Arbeitswert der Lösung oder Mischung 
W=P'V 

Um die Arbeit zu finden, welche durch die Bildung der Mischung 
aus den gegebenen einzelnen Stoffen verrichtet wird, müssen wir von 
W die Arbeitswerte W^ und W^ der letzteren in Abzug bringen. 
Sind v^ und v^ die Volumen der Flüssigkeiten vor der Mischung, so 
sind ihre Volumenenergien 

Tr,= K,v, = «1 . (fj-fin) • «i und W,= K,v,= a,. {fj • f(r,) • v, 

und die Mischtingsarbeit wird 
^Tr= TT— (TFi+TTj) 

X z 

Im allgemeinen ist die Summe der Volumen der einzelnen Stoffe vor 
der Mischung nicht gleich dem Volumen der Mischung; wir benützen 
deshalb einen Contractionscoefficienten y und setzen 

Damit und durch Einführung der Moleculardrücke der ungemischten 
Stoffe K^, jKg und Ä erhält man 
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= - :^ • [Äi + Ä, - 24] + f ( TT, + TF,) . 

Diese Mischungsarbeit kann positiv oder negativ sein, und dar- 
nach tritt entweder eine äquivalente Erwärmnng oder Abkühlung ein. 
Ist die Raumänderung der sich mischenden Stoffe und damit auch y 
sehr gering, so können wir behaupten, dass eine Erwärmung dann 
eintritt, wenn die Adhäsion grösser ist, als das arithmetische Mittel 
der beiden Cohäsionswerthe; ist aber das Mittel der Cohäsion grösser 
als die Adhäsion, so wird die Mischung abgekühlt. Thatsächlich 
treten beide Erscheinungen ein; so zeigt sich bei einer Mischung von 
Äther und Chloroform Erwärmung, bei Äther und Schwefelkohlenstoff 
Abkühlung. Viele Salze lösen sich unter Wärmeverbrauch und werden 
deshalb zu Kältemischungen benützt, wie z. B. Kochsalz, Salmiak, Sal- 
peter u. a. Solche Salze werden sich bei Erwärmung der Flüssigkeit 
leichter lösen. Die wenigen Salze, welche beim Lösen Wärme er- 
zeugen, wie Kalkhydrat, schwefelsaures Cer und Natrium, sind bei 
höherer Temperatur weniger löslich. 

Die Arbeit ^ W beziehungsweise die äquivalente Wärme ist auch 
von dem Mischungsverhältnis abhängig und wie leicht zu erweisen 
ist, wird sie am stärksten sein, wenn die Volumen v^ und V2 der zu 

mischenden Stoffe einander gleich, nämlich gleich — v sind. Der 
grösste Wert der Mischungsarbeit ist dann 

Mit Rücksicht auf das Verhältnis y der Volumsveränderung wird 
man sagen können, dass eine Raumverminderung, wobei y positiv ist, 
stets erwärmend, dagegen eine Raumvergrösserung abkühlend wirkt. 
Die betreffende Wirkung wird durch Steigerung des Druckes, wo- 
durch die Cohäsionen K verstärkt werden, im entsprechenden Sinne 
vermehrt. Nach der Zustandsgieichung ist Kv der absoluten Tem- 
peratur proportional, daher steigende Temperatur im Sinne der Druck- 
vermehrung wirkt. Diese Gesetze hat Braun experimentell bestätigt^). 

In eine innige Beziehung würde die Mischungsarbeit zur Ober- 
flächenspannung treten, wenn die Oberflächenschichte nur aus 
einer Lage von Molecülen bestände und die Wirkungsweite 6 beider 
Stoffe gleich gross wäre; unter dieser Voraussetzung sind (nach § 59, 
S. 206) 

H^ = ^K^'6 und H^^^Ki'6 



1) F. Braun. Winkelmann's Handb. d. Phye. S. 466. 
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und die Spannung in der Berührungsschichte (nach § 61) 



Damit wird bei Vernachlässigung einer etwaigen Volumsänderung die 
Mischungsarbeit 

^Tf= — 2.^^ .ff. 

vj6 ist unter allen Umständen der Oberfläche der aufgelösten Substanz 
proportional; das Product mit H gibt die Arbeit der Obenflächen- 
spannung bei der Lösung; dieser Arbeit ist auch die gesammte Lö- 
sungs- oder Mischungsarbeit proportional. Je nachdem nun die Span- 
nung positiv oder negativ ist, also zusammenziehend oder ausdehnend 
wirkt, je nachdem wird Arbeit verbraucht oder gewonnen, es tritt 
beziehungsweise eine Erwärmung oder Abkühlung ein. 

§ 68. Der osmotische Druck. Derselbe ist durch die Druckände- 
rung einer Flüssigkeit infolge der Auflösung eines Körpers bestimmt. 
Das Studium desselben wurde von Traube (1867) vorbereitet durch 
die Erfindung seiner künstlichen Zelle oder Niederschlags- 
membran. Man erhält eine solche z. B. indem man in eine Lösung 
von Kupfersulfat einen Tropfen Ferrocyankalium träufelt; an der 
kugelförmigen Grenzfläche der beiden Flüssigkeiten bildet sich dann 
eine Niederschlagsmembran von Ferrocyankupfer, welche den Tropfen 
umschliesst. Durch richtige Concentration der Lösungen kann man 
der Membran die hier wesentliche Eigenschaft ertheilen, dass sie 
keines von beiden Salzen durchlässt, wohl aber Wasser, dass sie halb- 
durchlässig, ein moleculares Sieb ist. Nach Pfeflfer's osmo- 
tischen Untersuchungen (1877) kann auch eine Thonzelle halb- 
durchlässig sein und zur Darstellung und Messung des osmotischen 
Druckes dienen: Eine unverglaste Thonzelle, deren Boden und Wände 
mit einem Niederschlag von Kupferferrocyanid, Eisenoxyd, Kiesel- 
säure 0. dgl. überzogen wird, wird mit einer Salz- oder Zuckerlösung 
gefüllt, auf der offenen Seite mit einem Kolben geschlossen und ins 
Wasser gelegt. Boden und Wand lassen das Wasser, nicht aber das 
Salz hindurchtrefcen, sie sind halbdurchlässig. Ist nach Wasser- 
eintritt Gleichgewicht hergestellt, so herrscht im Innern der Lösung 
gegenüber dem Lösungsmittel der osmotische Druck. 

Nach van't Hoff (1887) gilt für den osmotischen Druck ver- 
dünnter Lösungen das Gasspannungsgesetz. Wir wollen für den- 
selben aus dem vorstehend abgeleiteten Gesammtdruck der Lösung 
eine Beziehung zur Cohäsion und Adhäsion ermitteln. Zu diesem 
Zwecke bilden wir die Differenz aus dem Lösungsdrucke P und dem 
Cohäsionsdrucke K^ des Lösungsmittels und erhalten im Anschluss an 
den. vorhergehenden Paragraph den osmotischen Druck 
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P=P — Zi 

= :^ [«1 • äi* • f(ri) + «2 • 28* • /■(»•«) + 2 • ag ■ gi • 22 /"(rj)] — Oj (^)*- / (r,) 
= -^ • [«1 • 2i* • fi^i) + «»•&*• ^^i^ • /".(»-s) + 2as • «1 • 2» • /"(»'s)] 

= 5 • K • «1 - -K* • C«' + fä) + 2^ • Vj]. 

Bei sehr verdünnten Lösungen kann das Glied mit dem Volumen v^ 
des gelösten Stoffes vernachlässigt und das Volumen v^ der Flüssig- 
keit dem Gesammtvolumen v gleich gesetzt werden; darnach ist 

Der osmotische Druck ist demnach dem Mischungsverhältnis in Volum- 
theilen und dem Unterschiede zwischen der Adhäsion und der Cohä- 
sion des Lösungsmittel proportional. Messungen bestätigen die erstere 
Beziehung. Nach Pfeffer beträgt p für 17^ Zuckerlösung ^/^ Atm., 
für Salpeterlösung 3 Atm. und wächst proportional der Concentration. 
Die erhaltene Gleichung gibt in der Form eines Arbeitswertes 

Übereinstimmung mit dem Gasspannungsgesetze, beziehungsweise mit 
dem Gesetze von van't Hoff. Die Vervollständigung des Gesetzes 
bietet die Wärmelehre, in der gezeigt wird, dass der Arbeitswert der 
absoluten Temperatur proportional ist. Durch Versuche wird nach- 
gewiesen, dass der betreffende Proportionalitätsfactor mit jenem der 
Gase übereinstimmt. Darauf weist aber auch der Vergleich des Arbeits- 
wertes W (S. 226) für verdünnte Lösungen hin, wenn man den aus 
der letzten Gleichung folgenden Wert für 2Av^ einführt; man erhält 
unter Vernachlässigung des Gliedes mit v^ die Gleichung 

in der die Form des Gasspannungsgesetzes pv = R enthalten ist. 
Zuverlässig folgt bereits aus der abgeleiteten Gleichung die Grösse 
der Arbeit, wenn durch eine Kolbenbewegung mit dem Drucke p 
Wasser vom Volumen ^v aus der Lösung herausgedrückt wird; die- 
selbe ist 

Der osmotische Druck ist die bewegende Kraft bei den Diffusions- 
erscheinungen. 

§ 69. Mischung und Lösung der Gase. Während sich zwei Flüs- 
sigkeiten, die man zusammenbringt, nicht in allen Fällen mischen, thun 
dies zwei Gase immer. Diese Thatsache hat Berthollet (1803) durch 
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ein berithmtes Experiment nachgewiesen^). Von zwei mit Hahn- 
fassungen versehenen Ballons, die aufeinander geschraubt werden 
können, wird der eine mit Wasserstoff und der andere mit Kohlen- 
säure gefüllt. Nachdem dieselben in der Weise verbunden worden 
sind, dass der mit Wasserstoff gefüllte sich oben befindet, öffnet man 
die beiden Hähne. Nach einigen Tagen findet man, dass in jedem 
der Ballons der Druck gleich dem ursprünglichen Atmosphärendrucke 
geblieben ist, und dass sich in jedem derselben ein Gremisch aus 
gleichen Theilen Wasserstoff und Kohlensäure befindet. Auch ein 
einfacher und effectvoUer Versuch von Volta gehört hierher. Hält 
man zwei Reagensgläser, von denen das obere mit Wasserstoff und 
das untere mit Luft gefüllt ist, mit ihren Offuungen einige Augen- 
blicke aneinander, so erfolgt nach dem Auseinandernehmen bei An- 
näherung einer Kerzenflamme in jedem Glase eine Explosion. Damit 
wird die Mischung der beiden Gase bewiesen. 

Der Vorgang der Mischung heisst Diffusion. Derselbe kann 
ebenso wie bei Flüssigkeiten durch poröse Scheidewände oder 
frei erfolgen. Für den ersteren Fall hat Graham (1834) das Gesetz 
aufgestellt: Die Diffusionsgeschwindigkeit ist umgekehrt proportional 
der Quadratwurzel aus der Dichte der Gase. Das Gesetz kann als 
eine Folge des Ausflussgesetzes der Gase (§ 44) betrachtet werden. 
Bunsen hat allerdings nachgewiesen, dass das Gesetz nicht streng 
gilt, weil die Poren der Wände capillare Wirkungen ausüben. 

Ist nach der Diffusion Gleichgewicht eingetreten, so ist jedes 
Gas in dem ganzen jRaum der Mischung gleichmässig ausgebreitet 
und verhält sich so, als ob es in dem Räume allein vorhanden wäre, 
vorausgesetzt, dass keine chemische Wirkung stattfindet. Dieses Gesetz 
hat Dal ton 1801 aufgestellt. Dasselbe wird leicht aus dem Gas- 
spannungsgesetze, als Arbeitswert oder Volumenergie aufgefasst, ge- 
wonnen. Haben einzelne Gase die Volumen v^^v^, v^ und die Drücke 
P17P27PS7 ^^^ ^^^ ^® Mischung das Volumen V und den Druck P, 
so ist, da Arbeitsleistung von äusseren und inneren Kräften aus- 
ge^hlossen ist, der Arbeitswert der Mischung gleich der Summe 
der Arbeitswerte der einzelnen Gase, also 

p. r = p^v^ + p^v^ + p^v^ , 
Sind die Volumen gleich geworden, nämlich v^=v^ = v^==V, so folgt 

P = Pi+P2+Pb, 
der mathematische Ausdruck für das Dalton'sche Gesetz. 

Es ist aber auch nach E. Dühring für das Gleichgewicht die 
Bedingung berechtigt, dass die Drücke der einzelnen Gase in der 
Mischung einander gl6ich seien, dass also p^=p^=p^ = P-^ dann folgt 

1) VioUe, Lehrb. Deutsche Ausgabe, ü. S. 869. 
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r^V^ + v^ + v^ 

der Satz: das Volumen der Mischung ist der Summe der Volumen 
der einzelnen Mischungsbestandth^ile gleich. 

Die angegebenen Gesetze der Gasmischungen gelten nur unter 
denselben Bedingungen wie das Boyle'sche Gesetz. — 

Gase können auch von flüssigen und festen Körpern auf- 
genommen, absorbiert werden. Die Aufnahme in einer Flüssigkeit 
wird auch Auflösung genannt. Dieselbe geht nach folgendem Gesetz 
vor sich, das von Henry (1802) herrührt: 

In der Lösung eines Gases, welche sich bei einer gegebenen 
Temperatur im Gleichgewichte befindet, besteht ein constantes Ver- 
hältnis zwischen dem Drucke des gelösten und dem des äusseren 
Gases. Dieses constante Verhältnis heissi? der Absorptionscoeffi- 
cient des Gases für die betreffende Flüssigkeit. 

Ein Gesetz für die Berechnung dieses Coefficienten ß ergibt sich 
aus dem Gasspannungsgesetze^ beziehungsweise aus dem Gesetze der 
Gasmischungen. Henry und Bunsen bestimmten das Volumen v und 
den Druck p eines Gases, gaben dann in den Gasraum die Flüssigkeit 
und förderten durch Schütteln die Auflösung des Gases. Der Gas- 
druck des ungelösten Gases ist dann nach Henry's Versuch unver- 
ändert gleich Py das Volumen v^, der Druck des gelösten Gases ßp 
und das Volumen Vg. Nach dem Gasmischungsgesetz ist 

p , V =p- v^ -^ ß »p- v^ 
und daraus 

ß=''-"^ 



^2 



Diesem Ausdrucke entsprechend wird der Absorptionscoefficient 
auch als das constante Verhältnis zwischen dem Volumen des gelösten 
Gases und dem Volumen der absorbierenden Flüssigkeit erklärt. Der- 
selbe hängt ab von der Natur der Flüssigkeit, der Natur des Gases 
und von der Temperatur. 

Die Absorptionscoefficienten einiger Gase in Wasser bei ver- 
schiedenen Temperaturen (nach Bunsen 1857) sind: 

Wasserstoff Stickstoff Sauerstoff Kohlensäure Ammoniak 

0<>C. 00193 00204 00411 1*7967 1050 

10« C. 00193 00161 00325 11847 813 

20^0. 0-0193 00140 00284 0*9014 654 

Absorbierte Gase sind enthalten in Mineralwässern, Säuerlingen, 
moussierenden Getränken; bei Verminderung des äusseren Druckes oder 
bei Erwärmung entweicht ein Theil der absorbierten Kohlensäure und 
veranlasst das Schäumen. Beim Döbereiner'schen Feuerzeug wird 
durch die Arbeit der Volumverminderung des vom Platinschwamm 
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absorbierten Wasserstoffes so viel Wärme erzeugt, d^ss sich der 
Wasserstoff entzündet. Hygroskopische Stoffe (Haare, Fischbein, 
Salze etc.) absorbieren den Wasserdampf der Luft; manche Salze und 
Steine thun dies bei feuchtem Wetter in solchem Masse, dass sich 
der Wasserdampf condensiert und die Salze gelöst werden. Bei Gra- 
hams Versuchen absorbierte Palladium das lOOOfache Volumen Wasser- 
stoff; dabei wird dieses Gas wahrscheinlich flüssig, ja sogar fest; 
denn auch im Vacuum entweicht es nicht. In diesem Zustande be- 
sitzt der Wasserstoff das specifische Gewicht 0*8, welches ebenfalls 
auf den festen Zustand hindeutet. Graham nennt diesen Wasserstoff 
Hydrogenium. Um solchen zu erzeugen, sollen nach Böttger (1874) 
auch Kobalt, Nickel und Zinn geeignet sein. 



V. Wärme. 

§ 70. WärmeersclieliLiuigeiL. Wenn wir zur Winterszeit im Freien 
mit Eis, Wasser, Steinen, Luft u. a. Körpern in Berührung kommen, 
so erscheinen uns alle diese Gregenstande kalt; im Sommer erschei- 
nen uns das Plusswasser, der Regen, die Luft kühl oder auch lau, . 
und Steine, welche die Sonne beschien, und Wasser, das am Feuer 
stand, rufen in uns Gefühle hervor, die wir als warm, beziehungs- 
weise als hei SS bezeichnen. Wir nennen die angegebenen Empfin- 
dungen „W ärmeempfindungen" und die Ursache derselben „ W arme". 
Dabei nehmen wir an, dass jeder Körper eine bestimmte Wärmemenge 
besitzt, die um so grösser ist, je wärmer uns der Körper erscheint. 

Es war zu allen Zeiten bekannt, dass die Wärme auf alle Körper 
eine mächtige Wirkung ausübt: Durch Berührung mit Feuer wird 
jeder Körper heiss, die Strahlen der Sonne erwärmen die Körper, sie 
schmelzen auch den Schnee; erhitztes Wasser verdampft und durch 
Abkühlung wird der Dampf wieder in Wasser verwandelt. Die be- 
kannten Wärmewirkungen wurden auch seit den ältesten Zeiten in 
Anwendung gebracht, so z. B. zur Bereitung der Speisen, zum Formen 
von Waj9fen, Werkzeugen und Gefässen; um sich vor Hitze und Kälte 
zu schützen, benützte man schlechte Wärmeleiter wie Holz und 
Stroh für den Bau der Hütten und Pelze für Kleider; da Metalle 
gute Wärmeleiter sind, indem sie sich im Feuer rasch erhitzen, 
so wurden an Feuerwerkzeugen zum Schutze der Hände Handgriffe 
aus Holz verfertigt. Ebenso wurde die Wärmestrahlung der Sonne 
benützt zum Trocknen der Kleider und des Getreides, zum Reifen der 
Früchte u. s. w. Es sind also die Erscheinungen der Erwärmung 
durch Leitung und Strahlung und die Änderung des Aggregat- 
zustandes längst allgemein bekannt. 

Ein genauer Einblick in die Erscheinungen der Wärme und eine 
solche Verwendung, wie sie diese Kraft heute in der Technik findet, 
war aber solange nicht möglich, als die Wärmezustände der Körper 
nach der menschlichen Empfindung beurtheilt wurden; denn diese ist 
ein ganz unverlässlicher Massstab: Im Winter erscheint uns die Luft 
im Vorhause kalt, wenn wir aus dem warmen Zimmer kommen, 
dagegen warm, wenn wir vorher einen Schneesturm empfunden haben; 
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ein Stück Eisen erscheint uns kälter als ein ebenso kaltes Stück Holz. 
Unser Urtheil über den Wärmezustand eines Körpers hängt nicht 
bloss von dem Körper, sondern vielmehr davon ab, ob uns derselbe 
mehr oder weniger Wärme entzieht oder zuführt. Eine sichere Be- 
stimmung des Wärmezustandes muss unabhängig von unserer Empfin- 
dung erfolgen; ein Mittel hierzu bietet die Ausdehnung der Körper 
durch die Wärme. 

§ 71 a. Ausdehnung. Temperatur, a) Die Ausdehnung der Körper 
durch die Wärme war bereits Heron von Alexandria (um 100 v. Chr.) 
bekannt. Den ersten messenden Versuch über die Ausdehnung zum 
Zwecke der Bestimmung des Wärmezustandes machte der Araber 
Alkhazini (1120) mit seiner „Wage der Weisheit, indem er das 
specifische Gewicht des Wassers im Winter und im Sommer be- 
stimmte ; er fand, dass das Wasser durch die Wärme specifisch leichter, 
also ausgedehnt werde, und sah auch seine Messung als eine genaue 
Bestimmung des Wärmezustandes des Wassers an^). Verwendbarer 
war das Thermoskop von Galilei (1597). Dasselbe bestand aus 
einer Glasröhre, an welcher eine Kugel angeblasen war; die Luft in 
dem Gefässe war durch einen verschiebbaren Wassertropfen abgesperrt. 
Wird ein solches Thermoskop mit einem anderen Körper in Berüh- 
rung gebracht, so dehnt sich die Luft aus oder zieht sich zusammen, 
jenachdem sie Wärme aufnimmt oder abgibt. Nach einiger Zeit wird 
das Volumen constant, der Wärmezustand wird nicht mehr geändert; 
es wird also angenommen, dass das Thermoskop und der dasselbe 
berührende Körper gleiche Wärmezustände besitzen. Das Instrument 
kann nur dazu dienen, die Änderungen des Wärmezustandes zu 
erkennen; zu einer genauen Messung ist es nicht geeignet, weil auch 
Luftdruckdijfferenzen mitwirken, die sich von der Wärmewirkung nicht 
unterscheiden lassen. 

Die Florentiner Akademie construierte (1657 und 1667) 
Thermometer in der Form von Glasröhren, die luftleer gepumpt, 
theilweise mit Weingeist gefüllt, vollständig geschlossen und mit einer 
Eintheilung versehen waren. Die Fixpunkte waren aber unzuverlässig; 
man benützte zu deren Bestimmung die grösste Winterkälte und die 
grösste Sonnenhitze in Florenz. Der Abstand beider Punkte war in 
12 Theile oder Grade getheilt. 

Newton verwendete als thermometrische Substanz Leinöl und 
als Fixpunkte den Stand der Flüssigkeit, wenn das Thermometer von 
schmelzendem Eise umgeben war, und den Stand, wenn die Thermo- 
meterkugel im Munde oder unter dem Arm eines gesunden Menschen 
gehalten wurde; der erstere Punkt wurde mit „0^^ bezeichnet, der 
Abstand beider Punkte in 12 Theile oder Grade getheilt und die Ein- 

1) Siehe Rosenberger*s Geschichte d. Phys. 



§ 71«.] V. Wärme. 235 

theilung nach oben und unten fortgesetzt^). Die Anzahl der Grade, 
welche alsdann das Thermometer bei Berührung mit einem anderen 
Körper angibt, heisst die Temperatur dieses Körpers. Dieselbe 
gibt also den bestimmten Grad eines Wärmezustandes, gemessen 
durch das Volumen der thermometrischen Substanz in einem eigenen 
Masse, an. 

Newtons Fortschritt wurde aber nicht allgemein beachtet. Erst 
durch Fahrenheit (1724) wurde das richtige Constructionsprincip 
zur Geltung gebracht. Dieser verfertigte erst Weingeistthermometer 
und dann auch, angeregt durch Amontons Untersuchungen über die 
Ausdehnung des Quecksilbers, Quecksilberthermometer. Als Null- 
punkt wählte er die Temperatur der grössten Kälte im strengen 
Winter 1709, benützte femer eine Mischung von Wasser und Eis, 
bestimmte den Eispunkt xmd bezeichnete denselben als 32. Tem- 
peraturgrad. Nach dieser Eintheilung siedet das Wasser bei 212 ^ 

Der Abstand vom Eis- bis zum Siedepunkte wird als Funda- 
mentalabstand betrachtet; Reaumur bezeichnete (1730) den Eis- 
punkt mit 0« und den Siedepunkt mit 80<^; Celsius führte (1742) 
die hunderttheilige Scala ein, indem er den Eispunkt mit 0** und den 
Siedepunkt mit 100^ bezeichnete. 

Gegenüber dem Quecksilberthermometer hoben Dulong und Petit 
(1812) die Vorzüge des Luftthermometers hervor und Regnault stellte 
dieselben (1847) für präcise wissenschaftliche Messungen vollends klar. 
Für Temperaturen zwischen dem Eis- und Siedepunkte sind die An- 
gaben des Quecksilber- und Luftthermometers nur sehr wenig von- 
einander verschieden, aber das Geltungsgebiet des letzteren ist ein 
viel grösseres als das des ersteren. 

b) Mit Hilfe des Thermometers, das die Temperatur der Körper 
zu messen gestattet, vermag man nun auch die Ausdehnung der 
Körper genau zu untersuchen. Lavoisier und Laplace (1778) be- 
stimmten die Verlängerung eines festen Körpers in Stabform mittelst 
des Fühlhebels, dessen Drehung leicht abgelesen und zur Berechnung 
der Verlängerung benützt werden konnte. Matthiessen benützte den 
Auftrieb im Wasser, um die Volumsänderung erwärmter Metalle und 
Legierungen zu bestimmen, und den Auftrieb, den geschliffene Glas- 
stücke in mehr oder minder erwärmten Flüssigkeiten erfahren, um 
die Ausdehnung der Flüssigkeiten zu ermitteln. 

Gay-Lussac verwendete das sogenannte Gewichtsthermometer zur 
Erforschung der Ausdehnung der Flüssigkeiten; er bestimmte das 
Gewicht der Flüssigkeit in einem Glasgefässe, erwärmte sodann, ent- 
fernte die Flüssigkeit, die sich über den früheren Stand erhob und 
wog wieder ab. Aus den Gewichten der kalten und erwärmten Flüs- 



1) E. Warburg, Experimental-Phys. S. 192. 
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sigkeit konnte die Ausdehnung berechnet werden. Die Methode ist 
ungenau^ wegen des Einflusses der gleichzeitigen Volumsveränderung 
des Gefasses. 

Dulong und Petit (1816) benutzten für Flüssigkeiten das Princip 
der communicierenden Gref ässe. — 

Zur Bestimmung der Ausdehnung der Gtsse gebrauchte Gky- 
Luösac ein Dilatometer, eine Röhre mit angeblasener Kugel, in der 
sich trockene Luft befand, die durch einen Quecksilbertropfen in des* 
Eöhre abgesperrt war. Die Röhre war eingetheilt, das Verhältnis 
der einzelnen Scalentheile zum Volumen der Kugel war bestimmt. 
Die Kugel wurde neben einem Thermometer ins Wasser getaucht 
und das Wasser erwärmt; aus der Stellung des Quecksilbertropfens 
ergab sich die Ausdehnung der Luft. Verbesserungen dieses Ver- 
fahrens wurden von Magnus, Regnault u. a. angegeben. 

Um eine Beziehung zwischen der Temperatur- und Volumsände- 
rung aufeustellen, benützt man den Begriff des Ausdehnungscoef- 
ficienten. Der lineare Ausdehnungscoefficient ist die Verlängerung 
der Längeneinheit eines Stabes bei der Temperaturerhöhung um 1®; 
wird derselbe mit a bezeichnet, so ist die ganze Verlängerung eines 
Stabes von der Länge l gleich a-L Wird die Temperatur um t^ er- 
höht und bleibt a constant, so ist die Verlängerung l - a » t, also die 
Länge des Stabes nach der Erwärmung um t^ 

Die angegebenen Versuchsmethoden gestatten, ?;, l und t zu messen 
und darnach a zu berechnen. Die Resultate zeigen, dass, wenn l auf 
den Eispunkt bezogen wird, die Metalle zwischen dem Eis- und Siede- 
punkt einen constanten Ausdehnungscoefficienten a besitzen, dass sie 
sich also regelmässig ausdehnen. 

Einige lineare Ausdehnungscoefficienten in Millionteln der Länge 
sind; Quecksilber 61, Silber 20, Kupfer 17, Gold 15, Eisen 12, 
Stahl 11, Platin 9, Glas 8, Holz 3. — Quecksilber dehnt sich zwischen 
— 20^ und 200^ C. ziemlich gleichmässig aus. 

Der cubische Ausdehnungscoefficient gibt die Vergrösserung der 
Volumseinheit bei der Erwärmung um einen Temperaturgrad an. Er 
steht mit dem linearen Ausdehnungscoefficienten in einer einfachen 
Beziehung, die gewonnen werden kann, wenn man z. B. die Volums- 
vergrösserung eines Würfels aus den Kantenlängen Iq bei der Tem- 
peratur von 0^ C. für den Fall einer Temperaturerhöhung um fi be- 
rechnet; man erhält so 

»< = [Ul + «0]' = »o(l+3aO- 
Bei Vernachlässigung höherer Potenzen von a ist daher der cubische 
Ausdehnungscoefficient das Dreifache des linearen. Einige cubische 
Ausdehnungscoefficienten sind in Millionteln: für Äther ca. 1500, 
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Weingeist 1000, Olivenöl 800, Schwefelsäure 600, Wasser 500, Queck- 
silber 180. Mit Ausnahme des Quecksilbers 'dehnen sich die Flüssig- 
keiten unregelmässiger aus als die Metalle; ihre Ausdehnung ist bei 
höherer Temperatur grösser. 

Ein ganz abweichendes Verhalten zeigt das Wasser zwischen 0^ 
und 4** C, indem es sich hier bei der Erwärmung zusammenzieht und 
bei der Abkühlung ausdehnt. Ist sein Volumen bei 0^= 1, so ist 
dasselbe nach Kopp bei 4^ = 0'999875, bei 100 = 1000124, bei 
20<> = 1-001567 und bei 100^= 1-042986, woraus die unregelmässige 
Volumsänderung zu entnehmen ist ^). Während des Erstarrens dehnt 
sich das Wasser noch weiter aus. Boyle hat diese Erscheinung bereits 
gekannt; er erwies sie durch Sprengen von Plintenläufen. Das ab- 
weichende Verhalten des Wassers in Bezug auf die Volumsänderung 
zwischen 0® und 4® C. ist im Haushalte der Natur von grosser Be- 
deutung. (Eisbildung an der Oberfläche, das Sprengen der Felsen 
beim Gefrieren u. s. w.) 

Der Ausdehnungscoefficient der verschiedenen Gase, die entsprechend 
weit von ihren Condensationspunkten entfernt sind, ist nach Unter- 
suchungen von Charles (1787), Dalton (1801), Gay-Lussac (1802) 
und nach genaueren Arbeiten von Regnault, Rudberg, Magnus und 
JoUy sehr nahe gleich 1/273 oder 0'00367, bezogen auf das Volumen 
bei 0« C. 

c) Das Charles-Boyle'sche Gesetz, auch das Mariotte-Gay- 
Lussac'sche Gesetz genannt. Die Gesetze der Zusammendrückung und 
der Ausdehnung der Gase lassen sich zu einem einzigen Gesetze ver- 
binden. Wir gelangen zu dem mathematischen Ausdrucke dafür, 
wenn wir die einzelnen Gesetze für folgende Zustandsänderungen 
eines Gases anwenden: Es werde die Luft, deren Volumen Vq sei, 
von 0** auf t^ C. erwärmt und dann zusammengedrückt, so däss der 
Druck von Pq auf p erhöht und das Volumen auf v gebracht werden. 
Für die Erwärmung gilt die Gleichung 

Vt = Vq{1 -f at) 
und für die Zusammendrückung nach Boyle 

Vt 'Po = V • p. 

Aus beiden Gleichungen folgt 

i>-^=Po-^o(l + «0; 

das vereinigte Charles -Boyle'sche Gesetz. 

Aus dem Gesetze ergibt sich ohne weiteres der „ Spann ungs - 
coefficent" der Gase. Bleibt nämlich das Gasvolumen ungeändert, 



1) Reis, Lehrb. 8. Aufl. S. 509; Fliedner, Aufg., Aiihang 16. 
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ist also V = Vq, und wird die Temperatur von 0^ auf t^ erhöht^ so 
wird 

Hierin hat a die Bedeutung des Spannungscoefficienten; der Wert 
desselben ist gleich dem des Ausdehnungscoefficienten. 

Vielfache Anwendung findet das Charles -Boyle'sche Gesetz zur 
Reduction der Gasvolumen auf 0® C. und den Normaldruck von 
760 mm Barometerstand, femer zur Berechnung von Gasgewichten. 

Aufg. 1. Wie viel Meter beträgt der Längenunterschied einer bei 
0® C. a = 19 Meilen (zu 7500 m) langen Schienen strecke zwischen 
— 1 7 ^ und + 3 1 ® C. ? Der Ausdehnungscoefficient des Eisens « = 12-10-^ 
Wie viel Spielraum muss zwischen den einzelnen Schienen gelassen wer- 
den, wenn auf jede Meile h = 1600 Zwischenräume kommen? — 
(d:= a- 7500 • 48a = 82'08 m; x = d/ah = 2*7 mm). 2. Eine Silber- 
stange hat bei 0® C. eine Länge von Iq = 1000 mm und bei ^^ = 100** C. 
von \ = 1002 mm, ist aber bei der Eothglühhitze Zg = 1011*6 nam lang. 
Wie gross ist die Temperatur des rothglühenden Silbers? — (580®.) 

3. Zwei um l = 10 m von einander entfernte Wände sind um d = 0*06 m 
auseinander gewichen; man will sie durch Zusammenziehung eines heissen 
Eisenankers wieder zurückführen. Auf welche Temperatur muss die Eisen- 
stange vor der Verankerung erhitzt werden? a=12-10~~^ — (500®.) 

4. Ein eisernes Pendel von Z = 994 mm Länge schwingt bei t = 11^ F 
Secunden. Wieviel wird die durch das Pendel regulierte Uhr in 24 Stun- 
den gewinnen, wenn die Temperatur auf t^ = — 12® R. sinkt? Für 
1® C. ist a = 12 • 10-^ — (20*736 See.) 5. Es ist in der Gestalt eines 
Rostes ein Secunden- Compensationspendel aus Messing und Stahl anzufer- 
tigen. Wieviel Centimeter von jedem der beiden Metalle hat der Mecha- 
niker zu nehmen, wenn von 0® bis 100® Stahl lun et = 1/800 und Mes- 
sing um ß = 1/500 seiner Länge sich ausdehnt? (Ist die Länge des 
Messingstabes, auf einer Hälfte des Rostes gemessen, M und jene des 
Stahles S, so ist S—M= ajit^ und Sa=^Mß, wonach Ä'= 265*056 cm 
und M = 165*66 cm.) 6. Bei einer Temperatur t = 12® C. und einem 
Barometerstande & = 730 mm ist ein Volumen atmosphärischer Luft 
F = 7*5 cm^ Wie gross ist das auf 0® C. und 6'= 760 mm reducierte 
Volumen? Wieviel wiegt dasselbe, wenn 773 cm^ unter dem Drucke 
fe'== 760 mm und bei 0® C. 1 g wiegen? — (F'= 6*9007 cm»; 
f = 0*00893 g.) 7. Wie viel Milligramm wiegt ein Liter Luft bei einem 
Barometerstande 6 = 608 mm und einer Temperatur t = 30® C, wenn 
das spec. Gewicht der Luft bei 760 mm Barometerstand und 0® C. 
/•= 0*0012936 ist? — (932*42 mg.) 8. Ein Luftpyrometer aus Platin 
habe bei 0® C. das Volumen F = 20 cm»; dasselbe nehme nach der 
Erhitzung und dem darauf folgenden Abkühlen in eiskaltem Wasser 
Fl = 16 cm» Wasser auf. Wie hoch war die Temperatur, wenn der 
lineare Ausdehnungscoefficient a = 88-10"""^, der cubische A.-C. der Luft 
ß = 0*003665 beträgt? — (Aus (F— Y^){1 + ßt) == F(l + af) folgt 
f = 1132®.) 9. Es soll der bei ^ = 20® C. beobachtete Barometerstand 
1) = 764*4 mm auf 0® C. reduciert werden. Dabei soll berücksichtigt 
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werden, dass die Messingscala für 0® C. richtig ist. Der lineare A.-C. des 
Messings sei a = 192 • 10""', der cubische A.-C. des Quecksilbers 
ß = 18153 • 10-«. — 

(h^ = 6(1 + cct)/{l -}- ßt) = h[l — (ß — a)t] = 761*92 mm.) 

10. Um die Ausdehnung des Wassers zu finden, hat man ein Glasrohr 
mit fein ausgezogener Spitze mit Wasser gefallt und das Gewicht dieser 
Wassermenge bei 0^ C. zu g' = 157 g gefanden. Durch Erwärmen bis 
zu ^= 100^ C. waren d=ß g ausgetreten. Wie gross ist die Ausdehnung 
des Wassers von 0® bis 100^ C? Der lineare A.-C. des Glases ist 
« = 86-10^1 — (Aus {q — d)(l-^x)/(l + 3at) = q folgt a; = 0'0424.) 

11. Man hat den Gewichtsverlust eines festen Körpers, welchen man in 
eine Flüssigkeit von 0^ C. brachte, q = ^0 g gefunden; der Gewichtsver- 
lust,- desselben Körpers in derselben Flüssigkeit betrug bei ^=20^ 
q'= 49*26 g. Der cubische A.-C. des festen Körpers ist a = 0*00008. 
Wie gross ist der cubische Ausdehnungscoefficient der Flüssigkeit? — 
(0*000832.) [Budde.] 

§ 71/$. Wärmemessung. Galorie. Schon die einfachste Über- 
legung zeigt^ dass die Temperatur nicht die Wärmemenge eines 
Körpers unmittelbar angeben kann; denn es ist ohneweiters klar, 
dass zwei Körper von gleichem Stoffe, z. B. 1 kg und 100 kg Wasser, 
zu einer Temperaturerhöhung um 10® unmöglich auch gleiche Wärme- 
mengen erfordern — die Wärme mag irgend etwas noch ganz Un- 
bestimmtes sein. 10 kg des schwereren Korpers enthalten offenbar 
schon so viel Wärme als der ganze erstere, 10 kg schwere Körper, 
wenn beide Körper gleiche Temperatur besitzen; und zur Erwärmung 
braucht der schwerere Körper mehr Wärme als der leichtere. 

Black (1760) und Wilcke (1762) haben die Mischungsmethode 
angewandt, um die Wärmemenge zu messen^). Nach derselben mischt 
man z. B. 1 kg Wasser von 10® C. mit 1 kg Wasser von 30® C. und erhält, 
wie das Thermometer zeigt, eine Mischung von 20® C. Das erstere Wasser 
gewinnt, das letztere verliert 10® C. Mischt man 3 kg Wasser von 10® C. 
und 1 kg Wasser von 30® C, so erhält man eine Mischung von 15® C. 
Dabei wird die Temperatur der 3 kg Wasser um 5® C. erhöht und jene 
von 1 kg Wasser um 15® C. erniedrigt. Bei dem Versuche kommt daher 
jedes Kilogramm Wasser zur Geltung. Man wählt nun jene Wärme- 
menge als Wärmeeinheit oder Calorie, welche 1 kg Wasser um 
1® C. zu erwärmen vermag, oder die 1 kg Wasser bei der Abkühlung 
um 1®C. abgibt. Der angedeutete Versuch ergibt, dass das eine 
Wasser 3x5=15 Cal. Wärme aufgenonunen und das andere Wasser 
1 X 15 = 15 Cal. Wärme abgegeben hat. Die Wärmeeinheit, welche 
sich auf 1 kg Wasser bezieht, heisst auch kg-Cal. zum Unterschiede 
von der g-Cal., die auf 1 g bezogen wird. Bei sehr genauen Mes- 
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sungen benützt man als Wärmeeinheit jene Wärmemenge, welche 
1 kg Wasser von 0^ auf 1^ C. erwärmt, oder nach Bunsen die 
mittlere Calorie, d. i. den 100. Theil der Wärme, welche 1 kg 
Wasser von 0® auf 100® C. zu erwärmen imstande ist. 

Etwas anders wie bei gleichen Stoffen gestalten sich die Mischungs- 
resultate bei Anwendung verschiedener Stoffe. Werden 1 kg Wasser 
von 31® C. und 1 kg Eisenfeilspäne von 20® C. zusammengemischt, 
so zeigt schliesslich die Mischung 30® C. ; das Wasser hat eine Wärme- 
einheit den Eisenfeilspänen abgegeben, und diese wurden um 10® C. 
erwärmt. 1 kg Eisen braucht daher nur ungefähr Ol Cal. zur Tem- 
peraturerhöhung um 1® C. Die Wärmemenge, die erforderlich ist, 
um die Temperatur von 1 kg irgend eines Stoffes um 1® C. zu er- 
höhen, heisst die speci fische Wärme dieses Stoffes. 

Bestimmungen der specifischen Wärme nach der angegebenen 
Mischungsmethode haben bereits Black und Wilcke ausgefohrt. Dar- 
nach lässt sieh die specifische Wärme C eines Körpers folgender- 
massen ermitteln: Ist das Körpergewicht Q^ dessen Temperatur T, 
femer das Wassergewicht im Calorimeter q^ die Temperatur des 
Wassers anfangs t und nach dem Temperaturausgleiche beider Stoffe 
T', so ist die von dem Körper abgegebene und vom Wasser aufge- 
nommene Wärme 

C^Q(T—T') = q(r—t) 

und daraus die spec. Wärme 

Lavoisier und Laplace (1780) benützten zur Messung der 
Wärmemenge die Eisschmelzmethode. Dabei wird als Wärme- 
einheit jene Wärme angenommen, welche 1 kg Eis von 0® C. in 
1 kg Wasser von 0® C. zu verwandeln imstande ist; die Anzahl der 
geschmolzenen Küogramme Eis gibt auch die Zahl der Wärmeein- 
heiten an. Eine Reduction dieser Wärmemenge auf Calörien wird 
leicht durch Multiplication mit 80 durchgeführt, indem 80 Cal. Wärme 
zum Schmelzen von 1 kg Eis erforderlich sind. 

Die specifischen Wärmen für einige Körper zwischen 0® und 
100® C. nach Dulong, Petit und Regnault sind: Eisen 01098, Kupfer 
00949, Quecksüber 0-0330, Alkohol 0-602, Äther 0521, Schwefel- 
kohlenstoff 0-218. 

Dulong und Petit (1818) bemerkten, dass das Product aus der 
specifischen Wärme und dem Atomgewichte für alle festen Grund- 
stoffe (mit Ausnahme des Kohlenstoffs) ungefähr eine und dieselbe 
Zahl, im Durchschnitt 6*4 ist. 

Um die specifische Wärme der Gase zu bestimmen, wird 
nach Delaroche und Berard (1813) eine Gasmasse vom Gewichte q in 
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jeder Minute durch ein Schlangenrohr eines Ölbades geleitet, in wel- 
chem das Gas auf die Temperatur t^ gebracht wird, sodann durch ein 
Schlangenrohr eines Kühlgefässes, in welchem es auf f^ abgekühlt 
wird. Wurde das Kühlwasser vom Gewichte Q um t^ erwärmt, so 
ist die vom Gase abgegebene Wärme 

und die spec. Wärme 

C= ^ ' 



Regnault fand mittelst sehr sorgfältiger Versuche für Luft 0*23741, 
für Sauerstoff 0-21751, für Wasserstoff 3*4090 und für Stickstoff 
0-2438. 

Von der so gefundenen specifischen Wärme Cp bei con- 
stantem Drucke unterscheidet sich die specifische Wärme Cp 
bei constantem Volumen. Um das Verhältnis beider specifischen 
Wärmen zu finden, erwärmt man z. B. 1 kg Luft um t^ bei einem 
bestimmten äusseren Drucke; die zugeführte Wärme ist Cp-t. Bei der 
Temperaturerhöhung hat das Gasvolumen um avt zugenommen. Bringt 
man nun rasch durch erhöhten Druck die Luft auf ihr ursprüngliches 
Volumen, so erwärmt sie sich noch um t^; der Wärmegewinn hierbei 
ist Ct,r. Dieselbe Wärme, die beim Zusammendrücken des Gases 
gewonnen wurde, wurde bei der früheren Ausdehnung verbraucht, 
und es folgt, dass die Wärme Cp . t das Gas um die Temperatur 
(^ + r) zu erwärmen vermöchte, wenn keine Ausdehnung stattfände; 
daher ist Cp , t = Cp{t -\- r) . Die Temperaturerhöhung x wurde von 
Clement und Desormes (1819) mittelst eigener Apparate nach genauer 
Bestimmung der wirkenden Drücke aus der Gleichung i> =i>o(l "i" ^0 
berechnet. Für das Verhältnis der beiden specifischen Wärmen fanden 
die genannten Forscher 

^ = 1-357. 

Neuere Rechnungen ergaben 1*410. 

Aiifg. 1. ^ = 80g Quecksilber von ^=98®C. wurden in q^=112g 
Wasser von t^== lOP C. gegossen. Nach Ausgleichung der Temperatur 
ergab sich dieselbe zn J'=12®C. Wie gross ist hiemach die spec, 
Wärme des Quecksilbers? (0032558.) 2. Welche Temperatur erhält 
man, wenn man q= 10 kg Quecksilber von t= 22*5® mit 9'i = 8 kg 
Wasser von t^ == 100^ C. mischt? Spec. Wärme des Hg ist 0-033. — 
(96-93^ C.) 3. Man mischt ^ = 325 g Schwefelkohlenstoff von ^ = 18®C. 
mit q^ = 400 g Wasser von t^ == 20^ C. und erhält eine Mischungstem- 
peratur von T= 19*7® C. Wie gross ist die spec. Wärme des Schwefel- 
kohlenstoffes? (0-217.) 4. Eine glühende Platinkugel, die q= 208-5 g 
wiegt, wird in q^ = IS^l g Wasser geworfen, das t^ = 10-5® C. warm 
ist. Die spec. Wärme des Platins ist c = 0*0398. Wie hoch ist die 

Januschke, Erhaltung der Energie. 16 
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Temperatur der Platinkugel, wenn das Wasser auf T= 16^ C. erwärmt 
wird? (1273®.) 5. In einem Eiskalorimeter werden ^ = 0*35 kg Eis 
von ^1 = 3 kg Kupfer, dessen Temperatur t = 95® C. ist, geschmolzen. 
Wie gross ist die spec. Wärme des Kupfers? (0-098248.) 6. Welche 
Wärmemenge ist erforderlich, um die Luft in einem Zimmer, welches 
/ = 5 m lang, & == 4 m breit und Ä = 4 m hoch ist, von 0® auf 17® C. 
zu erwärmen, wenn die Luft 773 mal leichter als Wasser und ihre spec. 
Wärme c = 0*2375 ist? (417-85 Cal.) [Budde.] 

§ 72. Hypothesen über das Wesen der Wärme, a) Aristoteles 
sah die Wärme als eine elementare Qualität an, die vor allem dem 
Feuer, aber mit diesem auch allen Körpern eigen sei, und Demokrit 
nahm an, dass sie in der Bewegung der Körperatome ihren Grund 
habe. Beide Ansichten in mehr oder minder veränderter Form fanden 
zu allen Zeiten ihre Anhänger. Auch seitdem die Theorien auf ge- 
naue Beobachtungen gestützt werden, war zeitweise die eine, dann 
wieder die andere Ansicht vorherrschend. Im 18. Jahrhundert, als 
Black und Wilcke die Versuche über die specifische Wärme und über 
die Schmelz- und Verdampfungswärme angestellt hatten, als man er- 
kannte, dass die aus einem Körper austretende Wärmemenge voll- 
ständig in einen anderen übergeht, und dass sie in diesem „frei^^ 
oder „gebunden (latent)" bis zum Wiederaustritt verbleibt, gewann 
die Stofftheorie das Übergewicht. Dem angenommenen Wärme- 
stoffe wurden alle der Wärme zukommenden Eigenschaften, nament- 
lich Ausdehnsamkeit, zugeschrieben. 

Schon vorher hatten Boyle und Baco die Wärme als eine aus- 
dehnende Bewegung der Körperatome und Newton als Schwingungen 
des zwischen den Körperatomen vorhandenen Äthers erklärt. Diese 
Bewegungshypothesen vermochten damals nicht mehr zu leisten als 
die Stofftheorie. Auch die bei der Reibung und Pressung der Körper 
entwickelte Wärme wurde von der letzteren aus einer entsprechenden 
Vertheilung des Wärmestoffes in den verschiedenen Körpern erklärt; 
es sollte durch Ausquetschen Wärmestoff von einem Körper zum 
anderen übergeführt werden. — Erst die folgenden Versuche unter- 
stützten wesentlich die mechanische Theorie. 

Rumford (1798) liess in der Kanonenbohranstalt zu München 
einen stumpfen Bohrer mit einem Drucke von 10000 Pfund auf den 
Boden einer fertigen Kanone drücken und dann durch Pferde unge- 
fähr 32mal in der Minute um seine Achse drehen. Die Kanone 
stand in einem Holzkasten, welcher 26*6 Pfand Wasser enthielt. 
Nach 2y2 Stunden war das Wasser bis zum Siedepunkt erhitzt. Der 
Versuch zeigte deutlich, dass keine Wärme von einem Körper zum 
anderen übergegangen sei. Rumford zog den Schluss, dass die Be- 
wegung des Bohrers den Metalltheilchen mitgetheilt worden sei und 
so die Erscheinung der Wärme hervorbrächte. Er schätzte auch die 
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geleistete Arbeit, welche der Entwickelung einer Wärmeeinheit ent- 
spricht. 

Davy (1799) zeigte, dass bei der Reibung beide geriebenen 
Körperwärme gewinnen; er brachte nämlich unter der Glocke einer 
Luftpumpe, die durch eine Kältemischung unter 0® C abgekühlt war, 
durch Reibung zwei Eisstücke zum Schmelzen. 

Von grosser Wichtigkeit waren die Versuche Mellonis (1835), 
durch welche er die Theorie der .strahlenden Wärme begründete. 
Melloni wies nach, dass die Wärmestrahlen sich ebenso fortpjBanzen, 
ebenso reflectiert, gebrochen und absorbiert werden wie die Licht- 
strahlen, und folgerte, dass Licht- und Wärmestrahlen ihrem Wesen 
nach einerlei . seien. Zur Zeit Mellonis war die Wellentheorie des 
Lichtes von Huygens bereits allgemein anerkannt, und daher musste 
angenommen werden, dass auch der Wärmezustand ein Bewegungs- 
zustand sei. Die Anschauung fand in dem immer allgemeiner werden- 
den Gebrauche der Dampfmaschine eine wesentliche Unterstützung, 
indem bei derselben die Verwandlung von Wärme in mechanische 
Arbeit deutlich zutage tritt. 

Eine entscheidende Wendung in den Ansichten über die Natur 
der Wärme trat aber erst mit der Anerkennung des Principes der 
Erhaltung der Energie ein, das zuerst der deutsche Arzt Robert Mayer 
(1842) allgemein aussprach und dessen Geltung für die Wärmelehre 
damit begründete, dass er durch einen Compressions versuch mit der 
Luft die Umwandlung jeder Arbeitseinheit in eine äquivalente Wärme- 
menge zijQFermässig nachwies^); der Versuch soll im folgenden Para- 
graphen dazu verwendet werden, um das mechanische Äquivalent der 
Wärmeeinheit zu berechnen. 

Nach Mayer haben Joule, Hirn u. a. genauere Bestimmungen 
des mechanischen Wärmeäquivalentes vorgenommen. Im Jahre 1843 
fand Joule, dass beim Durchgang des Wassers durch enge Röhren 
Wärme erzeugt wird; später liess er in einer Wassermasse ein Schaufel- 
rad durch ein fallendes Gewicht in Bewegung versetzen und ermittelte 
das Verhältnis der geleisteten Arbeit zur erzeugten Wärme. Hirn 
bestimmte das mechanische Wärmeäquivalent, indem er Bleimassen, 
die sich zwischen einem aufgehängten grossen Eisenblock und einem 
Steinblocke befanden, durch den stossenden Eisenblock deformierte 
und erwärmte und alsdann das Verhältnis der aufgewandten Arbeit 
zur entwickelten Wärme berechnete. 

Diese Nachweise, dass eine geleistete Arbeit nicht verloren geht, 
sondern in eine gleichwertige Wärmemenge verwandelt wird, die 
wieder in Arbeit zurückverwandelt werden kann, brachte die An- 
schauung, dass die Wärme in einem Bewegungszustand begründet 
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sei, zur allgemeinen Geltung; die auf dieser Grundanschauung ent- 
wickelte Theorie heisst die mechanische Wärmetheorie. Um nach 
derselben die Wärmeerscheinungen zu behandeln, ist es nicht noth- 
wendig, eine bestimmte Art der Bewegung als Wärme anzunehmen; 
es lassen sich vielmehr viele quantitative Beziehungen der Wärme- 
grössen unmittelbar aus dem Principe der Erhaltung der Energie 
aufstellen. Ja es kann vom Standpunkte dieses Principes sogar dahin 
gestellt bleiben, ob die Wärme überhaupt ein Bewegungszustand sei; 
R. Mayer war der Ansicht, dass die Wärme aufhören müsse, Bewegung 
zu sein, um Wärme werden zu können, und W. Ostwald bekämpft 
in neuester Zeit geradezu die mechanische Auffassung. 

Da die mechanische Wärmetheorie der Forderung der An- 
schaulichkeit entspricht, so ist sie für die Naturlehre von grösster 
Bedeutung. Die Theorie erreicht ihren Zweck schon damit, dass sie 
allgemein annimmt, die Wärme bestehe aus der lebendigen Kraft der 
Molecüle und Atome des Körpers. 

Einzelne Forscher haben indessen versucht, von den Vorgängen 
im Körper ein bestimmteres Bild zu entwerfen. Redtenbachers An- 
schauung (1857), die früher von Poisson, Cauchy, Lame u. a. aus- 
gesprochen worden war, geht dahin, jedes Körperatom bestehe aus 
einem ponderablen Kerne, der mit einer Atherhülle umgeben sei; die 
Atheratome seien viel kleiner als die Körperatome; die ersteren wirken 
abstossend auf einander und anziehend auf die letzteren; die schweren 
Massentheilchen üben eine unvermittelte Anziehung auf einander aus. 
Ein Atom mit seiner Atherhülle nennt Redtenbacher Dynamide. 
Wenn die Abstossung der AtherhüUen überwiege, so sei der Körper 
gasförmig; hielten Anziehung und Abstossung einander das Gleich- 
gewicht, so sei der Körper flüssig oder fest. Die Wärme bestehe — 
dies ist Redtenbachers eigene Hypothese — aus einer oscillatorischen 
und zwar radialen Bewegung der AtherhüUen, also aus einer zu- 
sammenziehenden und ausdehnenden Bewegung der Athersphären; die 
Temperatur sei der lebendigen Kraft der bewegten Athertheilchen 
proportional. Beim Erwärmen geschehe die Oscillation rascher, die 
Abstossung der Theilchen wachse und der Körper dehne sich aus. 

Die Theorie Redtenbachers stützt sich auf unbegreifliche Kraft- 
qualitäten, auf Anziehung und Abstossung, die von Atom zu Atom 
unvermittelt in die Ferne wirken sollen. Sie vermag die Wärme- 
absorption und den Unterschied zwischen Wärmeleitung und -Strahlung 
nicht zu erklären. Wenn Wärmestrahlen durch einen Körper hin- 
durchgehen, so muss der Äther im Körper in Schwingungen versetzt 
werden; nach Redtenbachers Annahme müsste dann auch die leben- 
dige Kraft der AtherhüUen und somit auch die Temperatur des 
Körpers zunehmen; dagegen spricht aber die Erfahrung, die lehrt, 
dass ein Körper beim Durchgang von Wärmestrahlen nicht erwärmt 
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wird. Die Wärme könnte sich nur von Atherhülle zu Ätherhülle 
fortpflanzen, und es wäre nicht einzusehen, wodurch die Wärmeleitung 
d. i. die Fortpflanzung der Wärme von einem Körpertheilchen zum 
anderen, von der Wärmestrahlung, die den Körper nicht erwärmt, 
unterschieden werden sollte. 

Zweckentsprechender ist die Hypothese, die bereits von Boyle 
und Baco aufgestellt und von Clausius (1856) vervollkommnet wurde, 
nach welcher es eine Bewegung der Molecüle selbst ist, die wir als 
Wärme empfinden. Die Hypothese ist heute ziemlich allgemein an- 
genommen. Nach derselben vollführen die Molecüle der Gase eine 
fortschreitende Bewegung (vgl. § 42, Aufg. 1) und üben durch ihren 
Stoss an die Gefässwände die Gasspannung aus; durch die häufigen 
Zusammenstösse kommen die Molecüle auch in rotierende Bewegung 
und ihre Bestandtheile, die Atome, werden in Schwingungen versetzt. 
Die Wärme wird durch die gesammte lebendige Kraft der Molecular- 
und Atombewegungen bestimmt; sie ist der lebendigen Kraft der 
fortschreitenden Bewegung der Molecüle proportional. Die Hypothese 
heisst die kinetische Gastheorie. — Im festen Körper wird 
die Bewegung so gedacht, dass sich die Molecüle um gewisse Gleich- 
gewichtslagen bewegen, ohne dieselben ganz zu verlassen; ausser den 
vibrierenden Bewegungen der Molecüle kommen auch noch die 
Schwingungen der Atome in Betracht; letztere können hin- und her- 
gehende und drehende um den Schwerpunkt des Molecüles sein. — 
Im flüssigen Zustande oscillieren die Molecüle nicht um be- 
stimmte Gleichgewichtslagen, sondern sie bewegen sich so lebhaft, 
dass sie in ganz veränderte und immer neue Lagen zu einander 
kommen. Schon Clausius hat anlässlich der Erklärung der Elektro- 
lyse angenommen, und die Theorie des osmotischen Druckes hat 
neuerdings dazu geführt, die Bewegung der Flüssigkeitsmolecüle von 
gleicher Art wie jene der Gase anzunehmen, also auf die Flüssig- 
keiten die kinetische Gastheorie anzuwenden. Die Ausdehnung der 
Körper aller drei Aggregatzustände durch die Wärme wird aus der 
Vergrösserung der Molecülbahnen erklärt. Die strahlende Wärme 
wird zum Unterschiede von der geleiteten als eine Bewegung des 
Äthers betrachtet, der sich zwischen den Körpermolecülen befindet. 

Die angegebene kinetische Moleculartheorie vermag nur das Aus- 
dehnungsbestreben der gasförmigen und flüssigen Körper infolge der 
Wärme gut zu erklären; jedoch bei den festen Körpern genügt sie 
hiezu allein nicht. Es müssen deshalb neben der kinetischen Theorie 
noch aus Redtenbachers Dynamidenlehre die anziehenden Kräfte 
zwischen den ponderablen Molecülen und die Abstossung zwischen 
Ätheratomen herangezogen werden. Der Mangel der Theorie folgt 
aus einer einfachen Überlegung. Nähert sich ein Molecül einem an- 
deren, so wächst die Cohäsion, die Anziehung wird stärker und die 
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Annäherung wird beschleunigt; es besteht aber kein Grund zur Um- 
kehr des Molecüles. Auch bei Beachtung der Einwirkung aller um- 
liegenden Molecüle auf ein in Bewegung befindliches Molecül findet 
man immer nur noch stärkere Annäherung an die nächsten Molecüle, 
aber keine Kraft zum Entfernen von denselben. Es muss daher eine 
besondere Ausdehnungskraft angenommen werden; als Träger der- 
selben werden nach Redtenbacher die AtherhüUen um die Molecüle 
betrachtet. 

Nach Bankine (1850) besteht jedes Körperatom aus einem Kerne, 
umgeben von einer elastischen Atmosphäre, welche durch anziehende 
Kräfte von dem Kerne in ihrer Lage gehalten wird. Die elastische 
Kraft der Wärme entsteht durch Rotation und Vibration der elasti- 
schen Atmosphäre der Atome, und die Wärmemenge eines Körpers 
ist die lebendige Kraft dieser Rotationen und Vibrationen. Die Ab- 
sorption von Licht und Wärme wird als Übergang der Bewegung 
von den Atomkernen des betreffenden Mediums zu ihrer Atmosphäre 
und die Strahlung durch die umgekehrte Übertragung dargestellt. 
Die Atomkerne sollen unabhängig oder fast unabhängig von ihren 
Atmosphären vibrieren. 

b) Wir versuchen im Folgenden, die unbegreifliche Annahme 
der anziehenden und abstossenden Kräfte fallen zu lassen und ohne 
diese die Wärme mechanisch zu erklären. Geeignet hiezu ist eine 
Modification der Rankine'schen Hypothese, eine Anpassung derselben 
an die Anschauungsweise Faradays über das Kraftfeld^). Faraday 
nimmt an (vgl. §§19 und 53), dass eine Masse mittelst des rings um 
sie befindlichen Kraftfeldes auf andere entfernte Massen wirke. Das 
Kraftfeld befindet sich in einem Zwangszustande, der bei der Bildung 
der Masse erzeugt worden sein muss. Will man keine neue Materie 
in die Lehren der Physik einführen, so muss der Äther als Träger 
des Kraftfeldes betrachtet werden, und für die Molecularkräfte folgt 
sofort, dass ihr Sitz in dem die Molecüle umgebenden Äther ist, dass 
die moleculare Äthersphäre auch die Wirkungssphäre darstellt. Zwei 
Molecüle treten in Wechselwirkung, wenn ihre Kraftfelder mindestens 
theilweise über einander zu liegen kommen. Die bei der Verände- 
rung des gemeinschaftlichen Kraftfeldes geleistete Arbeit bestimmt 
die Wechselwirkungsenergie. (Vgl. § 53 c.) 

Hiemach erscheint der Äther nm die Molecüle als Träger der 
anziehenden Cohäsionskräfte, und er kann daher nicht mehr für ab- 
stossende Kräfte und für die Wärme in Anspruch genommen werden; 
die letzteren Kräfte müssen durch einen Bewegungsznstand der 
Molecüle erklärt werden. Hiezu genügt die fortschreitende Be- 



1) Siehe meine Schrift über den Ätherdruck als einheitl. Naturkraft. S. 54 
Teschen 1898. 
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wegang für den Fall, als die Molecüle den Planeten oder Kometen 
im Himmelsraume ähnliche Bahnen beschreiben können; dann vermag 
die lebendige Kraft eines Molecüles dasselbe wieder aus der Wirkungs- 
sphäre eines Nachbarmolecüles hinauszuführen. Wenn die lebendige 
Kraft der fortschreitenden Bewegung nicht so gross ist, wenn die 
Molecüle so gehäuft sind, dass die einzelnen Molecüle stets innerhalb 
der Wirkungssphären der umliegenden gehalten werden und mehr an 
eine Stelle gebunden sind, wie es bei Flüssigkeiten und namentlich 
bei den festen Körpern der Fall zu sein scheint, dann muss eine 
andere Art der Bewegung zur Versinnlichung der Wärme heran- 
gezogen werden. 

Es liegt nun nahe, die rotierende Bewegung in Erwägung zu 
ziehen. Soll diese die Erscheinung der Ausdehnung hervorbringen, 
so wird man zu einer weiteren Annahme über die Constitution der 
Molecüle genöthigt. Denn es ist ohneweiters klar, dass etwa ein 
festes kugelförmiges Molecül durch Rotation keine Fliehkraft ent- 
wickelt, welche den Schwerpunkt des Molecüles verschieben könnte. 
Zweckentsprechend ist die Annahme, dass die Molecüle Wirbel 
bilden, deren Form veränderlich ist: Es können kleinste Massen- 
theilchen (Atome der Urmaterie) auf der Oberfläche des Molecüles 
sich bewegen und etwa Kreise daselbst beschreiben. Ist das Molecül 
von allen Seiten gleichmässig durch Kräfte in Anspruch genommen, 
so sind alle Richtungen der Ebenen mit den kreisförmigen Bahnen 
gleichberechtigt, die in allen möglichen grössten Kreisen rotierenden 
Massentheilchen bilden ein kugelförmiges Molecül. Die Fliehkräfte 
sind nach allen Seiten hin gleich und üben überall den gleichen 
Druck aus. 

Werden zwei Molecüle einander genähert, so werden dieselben 
durch die Kraft des Feldes deformiert, bis jedes die Form einer 
Niveaufläche in Bezug auf die Cohäsion und die Fliehkraft der eigenen 
Wirbel angenommen hat; die Molecüle erhalten die Eiform und sind 
mit den abgeplatteten Seiten gegen einander gekehrt. Aus Gründen 
der Symmetrie rotieren die kleinsten Massentheilchen an der Ober- 
fläche der Molecüle um deren Achsen und entwickeln bei einer be- 
stimmten lebendigen Kraft in den nach auswärts gelegenen kleineren 
Kreisen stärkere Fliehkräfte, die geeignet sind, der Cohäsion entgegen 
zu wirken. Bei weiterer Annäherung der Molecüle aneinander nimmt 
die Deformation zu, es wächst die lebendige Kraft und damit auch 
der Uberschuss der nach auswärts wirkenden Fliehkräfte. Die leben- 
dige Kraft der Rotationsbewegung wäre die Wärme; dieselbe wirkt 
infolge der Formveränderung der Molecüle in der angegebenen Weise 
der Cohäsion entgegen und sucht die Körpertheilchen von einander 
zu entfernen. Zum Unterschiede von der Körperwärme ist die strah- 
lende Wärme eine fortschreitende Wellenbewegung im Äther des 
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Kraftfeldes*, die elastischen Deformationen, welche dabei die Molecüle 
erleiden, entsprechen elektrischen Polarisationen, deren Existenz 
von der elektromagnetischen Lichttheorie gefordert wird. Da diese 
Deformationen mit Schwerpunktverschiebungen verbunden sind, so 
nehmen die Molecüle selbst an den Schwingungen der Wärmestrahlen 
Theil, und darin besteht die Übereinstimmung der hier vertretenen 
Wirbeltheorie mit der Theorie von Rankine. Ähnlich wie bei dieser 
ist auch die Wärmeabsorption aus der Umwandlung von Schwingungs- 
bewegungen in rotierende Molecularbewegung zu erklären. Nach 
mechanischen Gesetzen erfolgt dieselbe besonders bei einer Überein- 
stimmung der Periodendauer beider Bewegungen, und auch die Er- 
fahrung steht mit diesem Satze im Einklänge. 

Der beschriebene Molecülwirbel entspricht auch der von der 
kinetischen Gastheorie geforderten Elasticität der Molecüle, indem das 
Gesetz der Fliehkraft der Wirbel für jede Formveränderung das Elas- 
ticitätsgesetz liefert. Bezüglich des Abstandes vom Molecülmittelpunkte 
kann die Abstossungskraft unter verschiedenen Umständen verschieden 
sein. Bleibt bei einer Deformation, z. B. bei einem Zusammenstoss 
die lebendige Eo-aft constant, dann ändert sich die Fliehkraft F=^mu^/r 
in dF = mvfJT^ • rfr, die rückwirkende Kraft ist dem Quadrate von r 
umgekehrt proportional. Wird aber die Winkelgeschwindigkeit ge- 
ändert, etwa durch einen centripetalen Druck, für den das zweite 
Kepler'sche Gesetz über die Constanz der Flächengeschwindigkeit 
(t^.r=const.) gilt, so ist die Fliehkraft J?'=MVr=c/r^, und eine Ände- 
rung derselben ist der 4. Potenz der Entfernung vom Mittelpunkte 
umgekehrt proportional. Auch dieses Abstossungsgesetz wird von der 
kinetischen Gastheorie verwendet. 

Ob ein Molecülwirbel aus einer Gruppe von Atomwirbeln 
bestehe, oder ob mehrere Atomwirbel zu einem einzigen Molecülwirbel 
vereinigt seien, ob im Inneren des Molecüles eine Verdünnung oder 
eine Verdichtung der kleinsten Massentheilchen gegenüber der Um- 
gebung vorhanden sei, kann vom physikalischen Standpunkte dahin 
gestellt bleiben. Der Fall einer Verdichtung entspräche einer Mole- 
cülbildung im Sinne der Kant-Laplace'schen Weltbildungstheorie. Die 
Entstehung eines Molecülwirbels aus kleinsten Massentheilchen kann 
durch Anwendung der kinetischen Gastheorie auf diese und durch 
deren Beschränkung auf das Molecülvolumen erklärt werden. Durch 
die häufigen Zusammenstösse der kleinsten Massentheilchen wird 
deren Bewegungsrichtung beständig geändert, und es muss ein sta- 
tionärer Bewegungszustand eintreten, wenn die Bewegungen auf einer 
Niveaufläche vor sich gehen, wenn die Bahnen kreisförmig gewor- 
den sind. 
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§ 73. Mecliaiiisclie Zusanunenstellung, deren Zustand dem Wärme- 
zustand der Körper älinlicli Ist^). Wir denken uns eine elastische 
Kugelfläche (Fig. 60), an der im Innern n kleine kugelförmige Massen- 
theilchen m, gleichmässig vertheilt, anliegen. Alle Theilchen sollen 
sich mit der gleichen Geschwindigkeit u um die Achse Z drehen und 
durch ihre Fliehkräfte die elastische Fläche anspannen. Es ist zu- 
nächst der Druck normal zur Kugelfläche 
und dessen Beziehung zur lebendigen 
Kraft der rotierenden Masse zu bestim- 
men. Die Aufgabe kann mittelst des 
Gesetzes für die Fliehkraft in einfach- JP"^ 
ster Weise gelöst werden. Um die Ähn- 
lichkeit mit dem Folgenden deutlich zum 
Ausdrucke zu bringen, wenden wir das 
Energieprincip und zwar zuerst auf ein 
Massentheilchen an. Wird das Theil- 
chen m während seiner Drehung um Z 
um die Strecke dr nach auswärts ver- 
schoben, so wird von der äusseren Kraft eine Arbeit F • dr geleistet 
und die lebendige Kraft um mu^du geändert; es ist die Arbeit 

dA'= F ' dr -{- mu'du. 

Führt man anstatt F den normalen Druck p auf die Einheit der 
Kugelfläche ein, also die vorläufig als Mittelwert geltende Grösse 

S' F- cos a 

und berücksichtigt, dass t?i? • cos a = rfr und die Änderung des 
Volumens 

dv = 4cW^ • dB, 

so erhält man die Arbeit für alle n Massentheilchen 

dA = p ' dv -\- n ' mu • duj 

d. h. die geleistete Arbeit dient zur Änderung der lebendigen Kraft 
der bewegten Massentheilchen und zur Verrichtung einer äusseren 
Arbeit, nämlich zur Verschiebung der Oberfläche, auf welcher der 
Druck p lastet. Der Satz entspricht bereits dem ersten Haupt- 
satze der mechanischen Wärmetheorie, wenn die lebendige 
Kraft der Massentheilchen mit der Körperwärme verglichen wird. 

Herrscht ein stationärer Zustand, so ist die Arbeit dÄ'= und 
ebenso dÄ = . Aus der ersten Bedingung und aus der Beziehung 
von u zur Winkelgeschwindigkeit, nämlich aus u = r coy ergibt sich 
zunächst 



1) Siehe meine Abhdlg. über die Hauptsätze d. mech. Wärmeth. Rlschlztsch. 
Wien. 1890. S. Ö24. 
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^ du mu* 

F = — m - u ' :j- = 

dr r 

Dies ist der Wert für die entwickelte Fliehkraft, welcher der äussere 
Druck das Gleichgewicht halten muss; die zur Kugelfläche normale 
Componente derselben ist 

i • cos a = cos a = s- • 

r Jt 

Dieselbe ist über die ganze Fläche constant, wenn in allen Parallel- 
kreisen die gleiche Geschwindigkeit u herrscht. Unter dieser Vor- 
aussetzung ist auch der Oberflächendruck p überall derselbe; man 
erhält dafiir ohne Rücksicht auf das Vorzeichen 

n-JPcosa nmu^ 

oder auch 

p- V = — 'fi ' ~ m ' u^ , 

Die Gleichung stimmt mit dem nach der kinetischen Gastheorie 
(§ 42, Aufg. 1) entwickelten Spannungsgesetze, mit der Zustands- 
gieichung der Körper nach dem Elasticitätsgesetze (§ 48) und mit dem 
Charles -Boyle^schen Gesetze (§ 71c, S. 237) überein. p gibt in allen 
genannten Gesetzen den Druck an, unter welchem das Volumen v 
steht; p ist für die Volumenergie der Intensitätsfactor oder der Wir- 
kungsgrad, und V ist der Extensitätsfactor oder der Wirkungsraum. 
Durch Vergleich mit dem Charles -Boyle^schen Gesetze erhalten 
wir eine Beziehung zwischen der Temperatur und der lebendigen Kraft, 
nämlich 

oder 

Po'^o^i^ + ^) = Y ^' ^ ' ^^'^ 

für t = — — = — 273^ C wird die linke Seite der Gleichung gleich 

Null und es muss auch die lebendige Kraft der rechten Seite ver- 
schwinden. Man nennt die Temperatur, bei welcher die lebendige 
Kraft der Massentheilchen, die nach der mechanischen Wärmetheorie 
die Wärme darstellt, gleich Null ist, den absoluten Nullpunkt 
der Temperatur. Werden die Temperaturgrade von diesem Punkte 
gezählt, so erhält man die absolute Temperatur; dieselbe ist 

1 



1 2 2 



nmu* 



der lebendigen Kraft in der Volumseinheit proportional, da nmjv^ 
die Masse in der Volumseinheit angibt. Soweit die Gase dem' Boyle- 
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Charles'schen Gesetze Folge leisten, macht ein Gasthermometer An- 
gaben, die den Forderungen der absoluten Temperaturmessung ent- 
sprechen. 

Mittelst der obigen Werte für p und v und der Beziehung 
u = (o ' r lässt sich die für eine Zustandsänderung der ganzen Zu- 
sammenstellung erforderliche Arbeit bestimmen; man erhält 

dÄ = n • mu ' du -{' p ' dv 



q dr , 9 dM 



9 »^ I 5 

n • mvr 1- w • mW 



2 9 dM .1 dr dR 

' n ' m u^' -r^> weil — = ^ , 

d. h. die bei einer Zustandsänderung geleistete Arbeit ist der leben- 
digen Kraft sämmtlicher Massentheilchen proportional. Auf die Wärme- 
lehre übertragen, sagt die Gleichung aus, dass jede Wärmeänderung 
eines Körpers dessen absoluter Temperatur proportional ist; sie ent- 
spricht dem zweiten Hauptsatze der mechanischen Wärmetheorie. 
Man erhält auch eine Form, welche der gebräuchlichen, im Fol- 
genden zu entwickelnden ähnlich ist, indem man die vorstehende Glei- 
chung auf Zustandsänderungen eines Kreisprocesses bezieht, der wieder 
auf den ursprünglichen Zustand zurück führt. Dafür ist 

2f^' -2f' ¥ - 2(log A, - logü.) - 0. 

Wäre dieser Summenwert unmittelbar gewonnen worden, so hätte 
daraus die Proportionalität von dÄ und der lebendigen Kraft gefol- 
gert werden können. 

Der vorstehende Ausdruck für dÄ gestattet auch, die ganze 
Arbeit zu berechnen, welche imstande ist, die Massentheilchen aus 
ihrer Ruhelage im Kugelmittelpunkte in ihren gegenwärtigen Be- 
wegungszustand überzuführen. Berücksichtigt man, dass die Werte 
für die Änderung der lebendigen Kraft und für die äussere Arbeit 
(nach den letzten Werten für dÄ) beständig gleich sind, so erhält 
man sofort für die gesuchte Arbeit die doppelte lebendige Kraft, also 

Ä = n'mu^ = 3'pv. 

Die vorstehenden Analogien lassen sich in noch einfacherer Weise 
geben, wenn man anstatt einer rotierenden Kugel einen rotierenden 
Cylinder betrachtet. (Siehe § 42, Aufg. 2.) 

§ 74. Erster Hauptsatz der meclianisclien Wärmetheorie. Die 
mechanische Wärmetheorie stützt sich auf die Verwandlung von Arbeit 
in Wärme und umgekehrt. In letzterer Beziehung bieten die Dampf- 
und Gasmaschinen allgemein bekannte Beispiele; deren grossartige 
Verwendung im letzten halben Jahrhunderte hat jedenfalls zur An- 
erkennung der mechanischen Wärmetheorie wesentlich beigetragen. 
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Versuche über die Verwandlung von Arbeit in Wärme, welche för 
die Theorie grundlegend waren, wurden bereits im § 72 angeführt. 
Hier wollen wir uns darauf beschränken, die Gleichwertigkeit von 
Arbeit und Wärme nach der Methode von ß. Mayer (1842) nach- 
zuweisen. 

Wird eine Gewichtseinheit Luft bei constantem Volumen um 
die Temperatur dt erwärmt, so ist die zugeführte Wärme Cp-dty wenn 
Cj, die spec. Wärme bei constantem Volumen bedeutet. Lässt man 
bei der Erwärmung den äusseren Druck unverändert, so dehnt 
sich die Luft aus und schiebt den äusseren Druck zurück; die dabei 
zugeführte Wärme ist Cp-dt, wenn Cp die spec. Wärme bei constantem 
Druck und dt die Temperaturerhöhung angeben. Während der letz- 
teren Erwärmung muss auch die mit der Volumsvergrösserung ver- 
bundene äussere Arbeit p-dv geleistet werden; die dieser Arbeit ent- 
sprechende Wärme ist im zweiten Falle mehr nothwendig als im 
ersten. Damach besteht zwischen dem Wäjmeüberschuss im zweiten 
Falle und der äusseren Arbeit die Gleichung 

J{cp — Ci,)'dt=p ' dVj 

aus der der Arbeitswert J einer Calorie berechnet werden kann. 
Nach dem Charles -Boyle'schen Gesetze ist 

p ' V = PqVq(1 + at) 
und somit 

J= ^^^^ = 427 kgm = 419 • 10^ Ergs. 

in « 

Hierin ist 

p = 10321 kg, Vq = 1/0001293 dm», a = 1/273, c„ = 0,23741 

und Cp — Cf, = 0,0685 kg-cal. 

Die letztere Zahl ist etwas unsicher und daher auch der Wert von J 
nicht ganz genau; derselbe entspricht aber dem Mittel derjenigen 
Werte, die aus verschiedenen Versuchen, insbesondere aus jenen der 
letzten Zeit (von Miculesco u. a.) gewonnen wurden. 

Alle Vergleiche zwischen Arbeit und Wärme führen mehr oder 
minder genau zu derselben Verhältniszahl J, die deshalb als con- 
stantes mechanisches Wärmeäquivalent betrachtet wird. Gleich- 
zeitig wird durch die Versuche dargethan, dass bei Verwandlung von 
Arbeit in Wärme oder bei dem umgekehrten Processe keine dieser 
physikalischen Grössen verloren geht, sondern dass jede derselben 
nur in die Form der gleichwertigen anderen übergeführt wird, d. h. 
es wird bewiesen, dass die Wärme eine Energie ist, die sich dem 
Gesetze der Erhaltung der Energie entsprechend verhält. 

Mit Hilfe dieses Energieprincipes kann man für die der Gewichts- 
einheit irgend eines homogenen Körpers zugeführte Wärme dQ fol- 
gende Verwendung angeben. Erfolgt die Erwärmung bei constantem 
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äusseren Drucke p, so ist die aufgenommene Wärme dQ = Cp* dt] 
dieselbe dient zur Erwärmung und zur Leistung einer inneren und 
einer äusseren Arbeit. Die zur Temperaturerhöhung nothwendige 
Wärme ist Cp-dt] die Arbeit zur Überwindung des äusseren Druckes, 
etwa des Luftdruckes p auf der Oberfläche ä, ist p- S - dr = p-dv, 
wenn S - dr = dv die Volumsänderung bedeutet, und die innere 
Arbeit, die man sich durch Kräfte P, welche der Cohäsion gleich 
aber entgegengesetzt gerichtet sind und normal zur Oberfläche wirken, 
verrichtet denken kann, ist P - dv. Die zugeführte Wärme muss nun 
ihren Leistungen gleich sein, also ist 

dQ = Cp ' dt = Ci, ' dt -\- -j (P -\- p) ' dv. 

Die Gleichung bringt den ersten Hauptsatz der mechanischen 
Wärmetheorie zum Ausdrucke. 

Vom mathematischen Standpunkte erscheint darin die Wärme 
als Function von Temperatur und Volumen aufgefasst-, t und v sind 
als unabhängig veränderliche Grössen angenommen; und somit kann 
man für die Differentialquotienten setzen 

Thatsächlich entspricht der erstere dem Begriffe der speci fischen 
Wärme bei constantem Volumen und der letztere folgt auch aus der 
Beziehung der Energieänderung zur wirkenden Kraft. Daher bestim- 
men die beiden letzten GleichuDgen zugleich den Wärmeverbrauch be- 
ziehungsweise bei constantem Volumen und bei constanter Temperatur. 

Aufg. 1. Um wie viele Grade Celsius wird eine mit 200 m Ge- 
schwindigkeit aufschlagende Bleikugel erwärmt, die vollständig ihre leben- 
dige Kraft verliert? Spec. Wärme des Bleies = 003 14. 

(^ = -1 m . 2007 w • 10 • 0-0314 . 427 = 14.9'2^ C.) ^) 

2. Mit welcher Geschwindigkeit müsste eine Bleikugel aufschlagen, um 
bis zum Schmelzpunkte von 326^ erwärmt zu werden? — (296 m.) 3. Mit 
welcher Geschwindigkeit würde ein Körper auf die Erde stürzen, der in- 
folge der Anziehung aus unendlicher Feme herabfiele? Erdhalbmesser 
i2= 860 • 7500 m, Schwerebeschleunigung a = 9*81 m. — (Aus dem Po- 
tential vy2 =^xM/B und a = kM/B^ folgt t; = 11250 m.) 4. Wie 
gross wäre die Temperaturerhöhung des Wassers, das nach der in der 
vorhergehenden Aufgabe angegebenen Weise auf die Erde fiele, wenn der 
Aggregatzustand ungeändert bliebe? Wie gross jene des Eisens? Spec. 
Wärme des Wassers = 1 und jene des Eisens = 0*11. 

(^1 . = 15000® C, ^2 = 139000® C.) 
5. Wie lautet die ümkehrung der Aufgabe 3 und deren Lösung ? 6. Wenn 
Sternschnuppen oder Meteore in die Atmosphäre unserer Erde gelangen 

1) Siehe Holzmüller, Mech.-techn. Plaudereien in d. Ingen.-Zeitsch. Bd. 33. 
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und infolge des Luftwiderstandes eine Verzögerung der Geschwindigkeit 
von 8 auf 6 Meilen a 7*5 km erfahren, wie gross ist die Erwärmung 
jedes Kilogramms jener Körper? 

[64 — 36) 7500V2 • OSl • 427 = 188000 Cal.] 

7. Wie gross wäre nach der vorigen Aufgabe die Temperaturerhöhung 
eines Eisenmeteores, wenn die spec. Wärme des Eisens =0*11 ist und 
von einem etwaigen Schmelzprocess abgesehen wird? — (1710000® C.) 

8. Die auf einen vollkommen schwarzen Körper fallenden Sonnenstrahlen 

entwickeln nach Angström in jeder Minute und auf jeden zu ihnen normal 
stehenden dm^ der Oberfläche eine Wärme von 0*4 Cal., wenn von der 
Wärmeabsorption in der Luft abgesehen wird; wie gross müsste darnach 
eine schwarze Fläche sein, wenn die von ihr aufgenonunene Sonnenwärme 
einer Maschinenleistung von 10 Pferdekräffeen in der Secunde gleich kom- 
men sollte? (2*63 m^.) 9. Welche Arbeit und welche Wärme wird von 
jedem Kilogramm (= 0*1 Masseneinheiten) eines auf die Sonne fallenden 
Körpers entwickelt? Die Beschleunigung auf der Sonnenoberfläche 
= 280 m, Sonnenhalbmesser B = 100000 • 7500 m*). — 

{W = 0'1 X • M/B = 28E = 21 . 10^ kgm = 49 • 10« Cal.) 

10. Die jährliche Wärmestrahlung der Sonne beträgt nach Pouillet 
27163 • 10^« Cal. Welche Masse müsste zum Ersätze für diese Wärme 
in die Sonne stürzen? — (55 . 10^^ kg.) — IL Wenn ein Körper von dem 
Gewichte der Erde, nämlich von 6 • 10^ kg in die Sonne stürzte, für 
welche Zeit erhielt dadurch die Sonne die zur Ausstrahlung nothwendige 
Wärme? — (Nach Aufg. 10 ungefähr 100 Jahre.) — 12. Nach § 18, 
Aufg. 9 ist das Potential der Erde auf sich selbst = 23 • 10*^ kgm. 
Welcher Wärmewert entspricht dieser Arbeit, und wie viel Kohle müsste 
verbrannt werden, um die gleiche Wärme zu entwickeln, wenn 1 kg 
Kohle bei der Verbrennung 6000 Cal. Wärme entwickelt? — (54 • 10*'' Cal. 
und 9 • 10** q Kohle.) 13. Welche Wärme wurde durch die Vereinigung 
der Sonnenmasse erzeugt, nachdem die betreffende Arbeit (§ 18, Aufg. 10) 
ungeföhr gleich 253 • 10^® kgm ist? — (59 • 10^ Cal.) 14. Wie gross ist 
die Wärmeentwickelung, wenn der Sonnenhalbmesser B durch Zusammen- 
ziehung der Sonne um 75 km verkleinert wird? B = 95000 Meil. 
a T"5 km. — (Nach § 18, Aufg. 10 ist die Gravitationsarbeit der Sonne 
W= 3kM^/bB, daher ist ^T7= W- JB/B = 62 • 10^* Cal. — Hehn- 
holtz's Theorie der Erzeugung der Sonnenwärme.) 15. In welcher Zeit 
wird die nach der vorigen Aufgabe durch' Zusammenziehung der Sonne 
entwickelte Wärme ausgestrahlt, wenn die Wärmeausstrahlung jährlich 
27 • 10*^ Cal. beträgt? — (In 2300 Jahren.) 16. Wenn in den wärmeren 
Gegenden des Oceanes jährlich eine Wasserschichte von 5 m Tiefe ver- 
dunstet, so beträgt die verdunstete Wassermasse ca. 1100 Mill. m*; wie 
gross ist die Arbeitsleistung der Sonne und wie viele Calorien Sonnen- 
wärme werden verbraucht, wenn diese Wassermenge durchschnittlich auf 
eine Höhe von 3 km gehoben wird? — (33 • 10^* kgm = 77 • 10" Cal.) 



1) R. Mayer^s Theorie der Entstehung der Sonnenwärme. Siehe seine 
Mechanik der Wärme. S. 170. 
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17. Welche Kohlenmenge würde hei ihrer Verbrennung dieselbe Wärme 
liefern, wie die nach der vorigen Aufgabe verbrauchte? 

(77 • ir/V6 • 10^ = 13 . 10« kg oder 13 Mill. Metercentner.) 

18. Ein Pferd kann täglich 8 Stunden lang in jeder Minute eine Arbeit von 
4400 kgm leisten; welche Kohlenstoffinenge wird zu dieser Arbeit verbraucht, 
wenn 1 g C bei der Verbrennung 8*56 Cal. entwickelt?^) — (578 g C.) 

19. Ein 72 kg schwerer Mann besteigt einen 3000 m hohen Berg; welche 
Kohlen stoflinenge muss zum Zwecke dieser Arbeitsleistung im Organismus 
verbrannt werden, wenn 1 g C 8*56 Cal. entwickelt? — (59 g C.) 20. Der 
mechanische Effect, den der linke Herzventrikel bei einer Systole liefert, 
lässt sich aus der beförderten Blutmenge von 150 cm* und dem Druck 
von 16 cm Quecksilberhöhe berechnen; er ist 32600 gem. Welche Koh- 
lenstoffinenge muss zum Zwecke dieser Leistung täglich verbrannt werden, 
wenn in der Minute 70 Pulsschläge angenonunen werden, und die von 
1 g C entwickelte Wärme 8*56 Cal. beträgt? 

(W = 32860 kgm = 77 Cal., 9 g C.) 

21. Wenn die Leistung des rechten Herzventrikels die Hälfte von der des 
linken beträgt, wie gross ist dann der von beiden Herzkammern in einem 
Tage gelieferte mechanische Effect? — (49 290 kgm = 11 0*5 Cal.) 22. Welche 
Kohlenstoffmenge oder welche Wasserstoffmenge würde bei der Verbren- 
nung die von der vorhergehenden Aufgabe geforderte Arbeit zu leisten 
imstande sein? — 1 g C entwickelt 856 Cal., 1 g H 34*66 Cal. (13*5 g C 
oder 3*3 g H.) 

§ 75. Zustandsgleichimg für homogene Körper^), a) Die erste 
Hauptgleichung für die Gewichtseinheit eines homogenen Körpers, 
nämlich 

dQ = Cp ' dt = c„ ' dt -{- -j (P -\- p)dv 

gibt den Arbeitswert 

(P -\-p)dv = J' (cp — C9)dt. 

Führen wir hierin den Ausdehnungscoefficienten a ein, für welchen 
die Beziehung dv = a - Vq- dt gilt, und multiplicieren beide Seiten der 
Gleichung mit (1 -f" <^0? '^öbei t Temperaturgrade des Celsiusthermo- 
meters bedeutet, so erhält man 

iP-\-p).v = j(c,-c;)(-^ + t) 

oder 

wenn 

E = J(cp — c„) . 

1) B. Mayer, die Mechanik d. Wärme. S. 79 ff. 

2) Siehe meine Abhdlg. i. d. Zeitsch. f. d. Rlw., Wien, 1890, S. 632 und 
meinen Vortrag i. d. Verhdlg. d. Naturforsch ergesllsch. 1894. 
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Dies ist die Zustandsgieichung, in welcher auch die Temperatur be- 
berücksichtigt erscheint. (Vgl. § 48.) 

Die Gleichung enthält das in erster Annäherung für Gase giltige 
Charles-Boy le'sche Gesetz (§§ 41 und 71c.) Insofern als die Gase dem 
vollkommenen Gaszustand entsprechen, ist die Gohäsion P = 
und der Ausdehnungscoefficient cc = 1/273 const. und die Gleichung 
nimmt die Form des Gasspannungsgesetzes an, nämlich 



p.v = B(^-\-t) = B-T. 



T = 273 -{- i bedeutet die absolute Temperatur, mit welcher gleich- 
zeitig auch die Gasspannung p = wird. 

Die linke Seite der allgemeinen Gleichung hat aber nicht bloss 
bei den Gasen, sondern auch bei Flüssigkeiten und festen Körpern 
die Bedeutung der Ostwald*schen Volumenergie oder der in dem 
Volumen vorhandenen potentiellen Energie der Gohäsion und des 
äusseren Druckes. Wie bereits schon früher bemerkt wurde, ent- 
spricht der Ausdruck der hydrostatischen Grundgleichung in der ihr 
von J. Stefan gegebenen Form eines Arbeitswertes. Von diesem Ge- 
sichtspunkte bedarf die Gleichung einer Correctur, wenn nicht das 
ganze Volumen v als Energiefeld betrachtet werden kann. Eine dies- 
bezügliche Verbesserung, also eine weitere Annäherung an die wirk- 
lichen KörperzusiÄnde, bietet die Zustandsgieichung von van der 
Waals (§§ 42 und 48), in welcher von v das Molecülvolumen co ab- 
gezogen wird. Hier soll nur diese Correctur berücksichtigt werden, 
der Cohäsionsdruck P soll im allgemeinen als eine imbestimmte 
Function des Volumens angenommen werden. 

Aus der obigen Gleichung folgt der Druck im Energiefelde 

Dies ist der Intensitätsfactor der Raumenergie. Wird {y — co) als 
Energievolumen betrachtet und gilt für dieses der Ausdehnungscoef- 
ficient «', so ist 

(v — (o) = {vq — ß}o)(l + a'O 

und man erhält durch Multiplication der beiden letzten Gleichungen 
die Energiegleichung 

oder 

(P + p)(i;-a,) = JB'(i+<), 
wenn ^** ^ 

Dies ist die Zustandsgieichung in der van der Waals*schen Form; 
sie gilt für homogene Körper aller drei Aggregatzustände. Dass 
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darin (— ? -{" 7 ^ine für alle Körper giltige Temperaturfunction, näm- 

licli die absolute Temperatur angibt, lehrt der zweite Hauptsatz 
der mechanischen Wärmetheorie. Vorläufig soll nur angenommen 
werden, dass a für einen und denselben Körper constant ist, d. h. 
dass sich der Energieraum {v — co) bei Temperaturerhöhungen regel- 
mässig ausdehnt. Die Anwendung der Zustandsgieichung auf Erschei- 
nungen soll die Brauchbarkeit der Hypothese darthun. P soll als 
unbestimmte Function des Volumens gelten. 

§ 76. Isothermisclie und adiabatische Zustandsänderungen. Be- 
findet sich ein Körper in Verbindung mit einem anderen, dessen 
Temperatur durch Wärme-Zu- oder Abfuhr constant erhalten wird, 
so kann durch Druckänderung das Volumen des ersteren Körpers 
geändert werden, obwohl auch seine Temperatur constant bleibt; eine 
solche Zustandsänderung heisst isothermisch. Die hiebei dem Körper 
zugeführte Wärme ist nach dem ersten Hauptsatze und der Zustands- 
gieichung 

1 1 

Die Integration ist vom Anfangsvolumen v^ bis zum Endvolumen Vg 
ausgeführt zu denken. 

Die äussere Arbeit bei der Volumsänderung ist 

W, =fp . dv ==^y{F+p)^dv —fP ' dv 

2 2 



-(^+')/.^"-A-*- 



Die Zeiger 1 sind den Grössen, die sich auf den Anfangszustand be- 
ziehen und die Zeiger 2 den Grössen, die sich auf den Endzustand 
beziehen, beizufügen. Für vollkommene Gase ist jB'= JR = const., 
«'=1/273, P = und (0=0; damit wird 

Q, = ^BT\og^^ und W,^BT\o^^ = JQ,, 

Wird durch Änderung des Druckes p das Körpervolumen geän- 
dert, ohne dass Wärme zu- oder abgeführt wird, so heisst die Zu- 
standsänderung adiabatisch oder isentropisch. In diesem Falle 
liefert der erste Hauptsatz für die Gewichtseinheit eines Körpers die 
Beziehung 

0=c,>'dt + ^{T+p)dv. 
Mit Benützung der Zustandsgieichung erhält man allgemein 

Januschke, Erhaltung der Energie. 17 
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T- dt B'dv 

J,Q . = , 

und wenn c^, constant ist (Gesetz von Dulong-Petit), oder wenn dafür 
ein Mittelwert gesetzt wird, so folgt durch Integration 

2 






Die durch die Volumsänderung bedingte äussere Arbeit ist 

2 2 2 

TTg =fp'dv = —jfc'dt —fP • dv 



1 

2 



= — JCr,(t^ — t,) —fP • dv. 

1 - 

In den folgenden Entwicklungen ist keine Einschränkung für Cp er- 
forderlich. Für vollkommene Gase erhält man als Beziehung 
zwischen der specifischen Wärme und der Temperatur durch Ausfüh- 
rung der vorstehenden Integrationen 



und wenn man für 



Jc,log^ = JRlog^, 

B . 

= X — 1 



Je 

V 



setzt, wobei x = — ? 



Ti . Vj^-i = T^ . t;^«-! 



'2 

Femer ist die Arbeit des Gases 

W, = -Jc,(t,—t^). 

§ 77. Gasmaschine. Kreisprocess. (Carnot 1824.) a) Sowohl 
Gas- als auch Dampfmaschinen beruhen darauf, dass beim Wärme- 
übergang von einem wärmeren zum kälteren Körper äussere Arbeit 
geleistet wird. Behufs Umsetzung der Wärme in Arbeit muss der 
betreffende Körper sein Volumen ändern. Wir betrachten eine voll- 
kommene Gasmaschine nach Carnot, bei welcher ein Gas infolge von 
aufeinanderfolgenden isothermischen und adiabatischen Zustands- 
änderungen einen Kreisprocess vollführt. Der Vorgang hierbei ist 
folgender (vgl. § 30, Aufg. 14—17): Ein vollkommenes Gas befinde 
sich in einem Cylinder mit beweglichem Kolben; sein Gewicht sei 
gleich Eins, sein Druck p^^ und sein Volumen v^. Wir stellen diese 
Grössen in Fig. 61 als Goordinaten dar, indem 0Ä'= v^ und ÄÄ^^ =Pi 
auf die Achsen V und P aufgetragen werden. Das Gas stehe auch 
in Verbindung mit einer Wärmequelle von constanter absoluter Tem- 
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Flg. 61. 



peratur 2\ = [- 1^, Bei einer Heissluftmaschine sind die Wärme- 
quelle die Feuergase, bei der Dampfmaschine ist sie der Dampf im 
Dampfkessel, der von der Feuerung auf gleicher Temperatur gehalten 
wird. Nun lässt man das Gas bei 
der Temperatur tj^ C. ausdehnen, 
das Volumen wächst auf v^ = OB' 
und der Druck nimmt bis auf 
P2 = BB' ab. Die dabei stattfin- 
dende iso thermische Zustands- 
änderung wird durch das Boyle'sche 
Gesetz bestimmt und entspricht in 
geometrischer Darstellung einer 
gleichseitigen Hyperbel; es ist näm- 
lich 

i>i^i =P2%' 
Die zugeführte Wärme ist nach den vorhergehenden Paragraphen 

imd die geleistete Arbeit 

2 

TT, ' 

1 

Aus der graphischen Darstellung des Arbeitswertes fp-dv folgt, dass 
diese von der Fläche ÄBA'B' angegeben wird. 

Nun brechen wir die Verbindung des Gases mit der Wärme- 
quelle ab, lassen das Gas adiabatisch bis v^= OC ausdehnen, 
dabei nimmt der Druck bis p^=z CG' ab und die Tempertaur sinkt 




J8' C 



V, 



^.•i«g^ 






bis 1^ = \- t^. Die nun geleistete Arbeit ist 



8 



w. 



2 



2 



Dieser Arbeitswert wird durch die Fläche 5(75' C dargestellt. Zwischen 
Temperatur und Volumen gilt die oben für adiabatische Zustands- 
änderungen abgeleitete Beziehung 



^1 



V, 



X— 1 



= To • V 



2 "'S 



x — l 



Bei beiden bisher betrachteten Zustandsänderungen hat sich das Gas 
ausgedehnt, der Kolben wurde nach vorwärts getrieben, gehoben. 
Die Verbindung des Kolbens durch Kolbenstange, Leitstange und 
Kurbel vermittelt die Bewegung einer Welle, von der sie auf Arbeits- 
maschinen übertragen wird. 

Nachdem das Gas seine grösste Ausdehnung, der Kolben seine 

17* 
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höchste Lage erreicht hat, wird dieser zurückbewegt; das Gas tritt 
in Verbindung mit einem Kühler von der constanten Temperatur 
4® C. und wird nun isothermisch zusammengedrückt bis zum Volu- 
men v^ = OD' und zum Drucke DD'= p^. Die dabei abgegebene 
Wärme ist 



und die Arbeit 



Q^ = ^RT,log^ 



W^=—J*P'dv= —eT". §2. 



Die Arbeit muss von der lebendigen Kraft des Schwungrades geleistet 
werden und ist negativ; die sie darstellende Fläche CD CD' ist von 
der früheren Arbeitsfläche in Abzug zu bringen. Endlich wird die 
Verbindung mit dem Kühler unterbrochen und das Gas wird wieder 
auf adiabatischem Wege zu seinem Anfangszustand zurückgebracht; 
die Arbeitsleistung dabei ist * 

Dieselbe ist ebenso wie die vorhergehende negativ. Die Beziehung 
zwischen Temperatur und Volumen ist 

Alle Zustandsänderungen geben einen Kreisprocess, der beendet 
ist, wenn das Gas sich wieder in seinem Anfangszustand befindet. 
Die im ganzen geleistete Arbeit wird durch die Fläche AB CD dar- 
gestellt; sie ist 

d. h. die nach aussen abgegebene Arbeit ist gleichwertig der Diffe- 
renz der aus der Wärmequelle entnommenen und dem Kühler zuge- 
führten Wärme. 

Mittelst der Beziehungen zwischen Temperatur und Volumen bei 
den zwei adiabatischen Zustandsänderungen folgt, dass vjv^ = ^vjv^^ 
und somit wird 

Q2 = Qi'Y^ oder -^ = -J = const. 
und die Arbeit j, rp 

Es wird demnach nur ein Theil der der Wärmequelle entnommenen 
Wärme in Arbeit verwandelt, und dieser Theil ist proportional der 
Temperaturdifferenz zwischen Wärmequelle und Kühler. Camot gab 
den Wert unmittelbar an, indem er annahm, dass die Wärme Q^ ein 
Stoff sei, welcher ähnlich wie ein fallendes Gewicht von dem Wärme- 
niveau i\ auf Tg herabfalle. Clausius passte den Satz der mechani- 
schen Wärmetheorie an. 
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Das Güteverhältnis oder der ökonomische Coefficient wird durch 
das Verhältnis der nutzbaren Wärme zu der ganzen der Wärmequelle 
entzogenen Wärme bestimmt; dasselbe ist 

ft - ft _ ^1 ~ ^2 

Das Verhältnis hängt nur von den im Kreisprocesse vorkommenden 
Temperaturen ab und ist unabliängig von allen charakteristischen 
Constanten des Gases. 

Durch die letzte Gleichung wird zugleich dargethan, dass eine 
nutzbare Arbeit nur geleistet wird, wenn T^ > jPg? ^- t- wenn Wärme 
von einem wärmeren zu einem kälteren Körper übergeht. — Würde 
Tj < Tg, so müsste auch Q^ < ^2 sein; zur Vollführung des Kreis- 
processes würde Arbeit verbraucht werden, die Maschine würde Arbeit 
aufnehmen; bei Überführung der Wärme von niederer zu höherer 
Temperatur muss also eine Verwandlung von Arbeit in Wärme statt- 
finden. Der letztere Fall kann an der vorstehenden Fig. 61 anschau- 
lich gemacht werden, wenn man die Zustandsänderungen in der Reihen- 
folge ADCBA hervorgerufen denkt; die Temperaturen T^ und Tg 
würden dabei ihre Plätze tauschen, da die niedrigere Temperatur 2\ 
bei dem niedrigeren Druck vorkommt. Auch die vorstehenden Glei- 
chungen lassen sich dann auf die Umkehrung des Kreisprocesses 
geltend machen. Die von der Maschine aufgenommene Arbeit 
erweist sich darnach ebenso gross als die abgegebene beim directen 
Kreisprocess. (Anwendung bei Kälte- oder Eismaschinen.) 

b) Es sei ein dem vorhergehenden ähnlicher Kreisprocess mit 
einem beliebigen homogenen Körper, für den die Zustandsgieichung 
gilt, durchzuführen und die dabei geleistete Arbeit und der ökono- 
mische Coefficient zu bestimmen. Man erhält nach § 76 für die 
Wärmemengen 

8 



«. = !& + '.) /Iz^ 



und 



e. - 7 C^ + '.)j^. 



ferner die Beziehungen 

s 2 



Somit wird 



rBj_dv__ rj dt ^ r R'dv 

J ^-«^ ~J ^'' X + t J '''-''' 
2 - 1 a' ^ 4 



öl - Ö2 = Qi ^ 
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und die ganze Arbeit 



= J{Qi - Qd -2f^ ■dv = j.Q,-\ 



r7 + <i 



CK 



Die algebraische Summe der Arbeiten der Cobäsion P ist gleich 
Null, weil der Anfangs- und Endzustand des Körpers derselbe ist. 
Der angegebene Ausdruck für W ist daher richtig, die Cohäsion kann 
dabei eine beliebige Function des Volumens sein. Die mathematische 
Form des Arbeitswertes W stimmt demnach mit jener für Gase über- 
ein; ebenso muss auch der ökonomische Coefficient übereinstimmen. 
Zum Nachweise völliger zahlenmässiger Übereinstimmung ist noch 
erforderlich, zu zeigen, dass die Ausdehnungscoefficienten a und a 
dieselben Werte haben. Dies geschieht durch den zweiten Hauptsatz 
der mechanischen Wärmetheorie. 

§ 78. Zweiter Hauptsatz, a) Clausius (1850) hat den Kreis- 
process dazu benützt, um den Nachweis zu liefern, dass jede Wärme- 
änderung eines Körpers bei constanter Temperatur dieser proportional 
ist^). Es ist ersichtlich, dass, wenn Gas und Dampf beim Durch- 
laufen je eines Kreisprocesses die gleiche Arbeit W leisten sollen, in 
beiden Fällen auch die in Arbeit verwandelte Wärme, d. i. nach obiger 
Bezeichnung Q^ — Q^^^Qia^ sein muss. Der Schluss ist nach dem Princip 
der Erhaltung der Energie, beziehungsweise nach dem ersten Haupt- 
satze der mechanischen Wärmetheorie nothwendig. Die verbrauchte 
Wärme Q^ — Q^ muss eine gleichwertige äussere Arbeit W liefern, 
weil beim Kreisprocess die Summe aller inneren Arbeiten gleich Null 
ist. — Nun kann weiter dargethan Werden, dass auch vom Gase und 
vom Dampf die gleiche Wärmemenge Q^ aufgenommen und ebenso 
die gleiche Wanne Q^ abgegeben wird: Würde der Dampf die Wärme 
öl "f" 2 ^®i der Temperatur t^ aufnehmen, so müsste er auch die 
Wärme Ö2 "I" Ö' ^®i ^^^ Temperatur ^ abgeben, damit die Wärme- 
differenz wieder {Q^ — ^2) wäre. In. dem letzteren Falle könnte man 
aber durch den Kreisprocess mit dem Gase die Wärmemenge Q^ von 
der Wärmequelle mit der Temperatur t^ auf den Wärmebehälter 
oder Kühler mit der niederen Temperatur t^ übertragen, und sodann 
durch den umgekehrten Kreisprocess mit dem Dampfe die Wärme 
(Ö2 + 2) ^on dem Wärmebehälter mit niederer Temperatur ^ zu dem 
Wärmebehälter mit höherer Temperatur t^ überführen. Nach beiden 
Kreisprocessen wären sowohl Gas als Dampf wieder in ihren ursprüng- 
lichen Zuständen; es wäre nur die Wärmemenge q von niederer zu 
höherer Temperatur übergeführt worden, ohne dass dadurch eine Ver- 
wandlung von Arbeit in Wärme stattgefunden hätte. Clausius erklärt 



1) Clausius, Die mach. Wärmetheorie, 3. Aufl. I. S. 72 — 113. — Cliristian- 
sen, Theor. Phys. S. 368. 
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dies für unmöglicli, indem er den Grundsatz aufstellt: „Die Wärme 
kann nicht von selbst aus einem kälteren in einen wärmeren Körper 
übergehen^^, oder ,,ein Wärmeübergang aus einem kälteren in einen 
wärmeren Körper kann nicht ohne Compensation stattfinden". Unter 
Compensation versteht Clausius eine gleichzeitige Verwandlung von 
Arbeit in Wärme oder einen Wärmeübergang von einem wärmeren 
zu einem kälteren Körper. 

Die Gleichung für die Arbeit und für den ökonomischen Coef- 
ficienten sind daher ebenso wie für Gase auch für andere Körper 
giltig^ und man hat allgemein die Beziehung 

^^^ = ^^^ oder | = |=const. 

Die letzte Gleichung, welche die Proportionalität zwischen der auf- 
genommenen, beziehungsweise abgegebenen Wärme und der zuge- 
hörigen Temperatur ausdrückt, gibt in der Form 

die zweite Hauptgleichung der mechanischen Wärmetheorie. 8 
nennt .Clausius Entropie oder Verwandlungsinhalt. 

Clausius stellt den zweiten Hauptsatz auch noch in anderer 
Form dar, nämlich als den Satz von der Äquivalenz der Verwand- 
lungen. Man kann nämlich das Resultat eines Kreisprocesses dahin 
aussprechen, dass zwei Verwandlungen eingetreten sind: eine Ver- 
wandlung von Wärme in Arbeit (oder umgekehrt) und eine Ver- 
wandlung aus Wärme von höherer Temperatur in Wärme von nie- 
derer Temperatur (oder umgekehrt), und die Beziehung zwischen 
diesen beiden Verwandlungen ist es, welche durch den zweiten Haupt- 
satz ausgedrückt werden soll. Betrachtet man Q/T als mathemati- 
schen Ausdruck der Verwandlung der Wärme Q bei der Temperatur 
T in Arbeit und ^(l/jPg — l/^i) ^Is den Verwandlungswert beim 
Übergang der Wärme Q von der Temperatur T^ zu Tg; ^^ erhält 
man für den beschriebenen Kreisprocess als Verwandlungswerte der 
Wärme (^^ — Q2) von der Temperatur T^ in Arbeit, die negativ ge- 
zählt wird, — {Q^ — Q^/Ti und als Verwandlungswert des Über- 
ganges der Wärme Q^ von der. Temperatur T^ zu T^, die positiv 
gezählt wird, Q^{l/Ty^ — l/^a)? ^® Äquivalenz beider Verwandlungs- 
werte bringt deren Summen auf Null; man erhält darnach 

oder 



+ «^(i-^)=ö 



9^ — 9x 



d. i. die zweite Hanptgleichung. 
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b) Zur mathematischen Form des zweiten Hauptsatzes gelangt 
man auch nach dem Grundsatze von Clausius und mit Benützung der 
Zustandsgieichung, in welcher der Cohäsionsdruck P als eine belie- 
bige Function des Volumens angenommen werden kann. Beachten 
wir nämlich, dass die im vorhergehenden Paragraphen gewonnenen 
Arbeitswerte für ein vollkommenes Gas und für einen beliebigen 
homogenen Körper nach dem Satze von Clausius gleich sein 
müssen, wenn bei dem Kreisprocesse jedes Körpers die Wärme Q^ 
bei der Temperatur ^^ aufgenommen und die Wärme Q^ bei der Tem- 
peratur ^2 abgegeben wurde, so folgt bei der Bezeichnung der Aus- 
dehnungscoefficienten beziehungsweise mit a^ und a^' die Gleichung 

-+«, -T+h 

Daraus ergibt sich die Gleichheit der Ausdehnungscoefficienten des 
Gases und des Energievolumens des anderen Körpers a^ = a^ und 

für die Summen \- L = — -, -\- U = T. die für vollkommene Gase 

«1 ' ^ «1 • ^ ^ 

geltend gemachte absolute Temperatur. 

Durch Einführung von T in die Zustandsgieichung erhält diese 

die Form 

(P+p){v — üi) = K'T. 

Nun folgt leicht die zweite Hauptgleichung aus der Verbindung der 
ersten mit der Zustandsgieichung. Man erhält nämlich für die Wärme- 
änderung dQ eines Körpers bei constanter Temperatur T 

wenn 



J' (V — CO) 

c) Um die Temperaturfunction in der Zustandsgieichung zu be- 
stimmen, kann man ähnlich wie bei den einfachen Maschinen und 
bei den Flüssigkeiten in communicierenden Gefässen mit zwei im 
Wärmegleichgewicht befindlichen Körpern eine virtuelle Bewegung vor- 
nehmen, wenn etwa ein fester Körper sich in einer Flüssigkeit oder 
in einem Gase befindet, den einschliessenden Körper etwas zusammen- 
drücken; bei einem iso thermischen Vorgange gilt alsdann für die 
Cohäsionen P^ und Pg der beiden Körper und für den äusseren 
Druck p die Arbeitsgleichung 

Der Verschiebungsraum dv vertheilt sich auf beide Körper, daher ist 
dv = dVj^ -]- dv2 und femer 

(P, + p)dv, + (P, -\-p)dv, = 0. 
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Führt man für die Drücke die aus den entsprechenden Zustands- 
gleichnngen (§ 75) folgenden Werte ein, so erhält man 

R,'(^-\-t) -^^ + iJ,' (1 + # ) -^^ = . 

Im Zustande des Wärmegleichgewichtes sind beide Temperaturen t 
einander gleich. Der Wert von t ist beliebig, daher gilt die Glei- 
chung auch für ^ = 0, und es ist 



a. V. — CO, a« t?a — tö. 



Durch Einführung dieser Bedingung in die vorhergehende Gleichung 
erhält man a^^ = a^ und somit für 

die für zwei beliebige und somit für alle Körper giltige absolute 
Temperatur. Mit Hilfe derselben gewinnt die Zustandsgieichung die 
bereits unter b) angegebene Form 

{P+p)(v — c3) = RT, 
d) Die zweite Hauptgleichung 

kann unmittelbar damit begründet werden, dass die Wärme in ihre 
zwei Energiefactoren zerlegt wird, von denen der Intensitätsfactor T 
die absolute Temperatur ist, die nach der Erfahrung für das Wärme- 
gleichgewicht massgebend ist. Wärmeerscheinungen mit veränder- 
licher Temperatur beruhen auf einer Änderung der Energie von 
höherer zu niederer Intensität oder umgekehrt. Nach W. Meyerhoffer 
bleibt die Intensität der Energie dabei solange constant, als die 
Körper dieselbe Anzahl der Molecüle besitzen^). 

§ 79. Die Grössen der Zustandsgleichung. a) Der Ausdeh- 
nungscoefficient. Die Zustandsgieichung wurde mit Hilfe zweier 
Ausdehnungscoefficienten gewonnen, nämlich mittelst des Ausdehnungs- 
coefficienten a für das gesammte Volumen v, wofür 

gilt, und mittelst des Ausdehnungscoefficienten a= 1/273 für das 
Volumen (v — co), entsprechend der Beziehung 

v — a)==(v^ — ©o) (l + 2^) • 

1) W. Meyerhoffer in Ostwald's Ztsch. f. phys. Chem. VII. S. 544 ff. Über 
das Entropie-Princip siehe M. Planck, Wied. Ann. Bd, 31 u, 32, ferner L. Dressel, 
Lehrb. d. Phys. S. 310 ff. u. S. 685. 
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Durch Elimination von v aus beiden Gleichungen folgt 



flj — (»0 , «0— o>o 



Benützt man auch den Ausdehnungscoefficienten ß für das Volumen 

cjj indem man annimmt 

a> = a)o(l + ßt), 
SO wird 



i7o ^ ' 273 . v^ 



Der Ausdehnungscoefficient a ist also abhängig von dem Ausdeh- 
nungscoefficienten ß des Molecülvolumens co; ist dieser constant, so 
ist auch a constant. Wird ß negativ, so kann auch a negativ werden; 
der Fall ist anwendbar auf die Erwärmung des Wassers zwischen 0** 
und 4® C. Eine Zusammenziehung des Wassers wäre hiemach durch 
eine Abnahme des Molecülvolumens co zu erklaren. Der Energie- 
raum (v — (o) würde sich dabei regelmässig ausdehnen. — 

Da das anormale Verhalten des Wassers besonders in der Nähe 
des Schmelzpunktes stattfindet, wo nach E. Wiedemann der Schmelz- 
process noch theilweise fortdauert, und da das Eis aus nadelformigen 
Krystallen gebildet wird, zwischen denen sich Hohlräume befinden, 
so schliesst die Grösse co auch die Hohlräume in sich, und mit dem 
Verschwinden dieser muss sich o verkleinem. Aber auch eine 
Änderung der Molecüle durch Umlagerung der Atome, ein Zu- 
sammentreten mehrerer Molecüle zu einem einzigen oder umgekehrt 
eine Zerlegung ist höchst wahrscheinlich. Solche Änderungen in der 
Molecülgruppierung und die damit verbundene Änderung des Mole- 
cülvolumens CO dürften auch die Ursache der unregelmässigen Aus- 
dehnung des Wassers bei höheren Temperaturen sein. Die Verschie- 
denheit im chemischen Verhalten, die verschiedene Lösungskraft bei 
verschiedenen Temperaturen sprechen deutlich dafür. 

Ahnliche Anomalien wie das Wasser zeigen auch Jodsilber und 
andere Jodsalze, gewisse Sorten des Schwefels, die leicht flüssigen 
Metalllegierungen und die Alaune. Auch bei diesen Stoffen müssen 
Übergänge in andere Modificationen, Polymerisationen und Depoly- 
merisationen besonders in der Nähe des Schmelzpunktes angenommen 
werden. 

In der vorstehenden Gleichung erscheint auch ß durch den Aus- 
dehnungscoefficienten a bestimmt; dehnt sich ein Körper regelmässig 
aus, so erleidet auch ß kieine Veränderung. 

Es ist nicht möglich, aus der Gleichung Werte für ß zu berech- 
nen, weil auch oJq unbekannt ist. Wohl aber kann man unter ge- 
wissen Annahmen für ß Werte für cj^ finden. Es liegt die Voraus- 
setzung nahe, dass bei einem Körper, der sich regelmässig ausdehnt, 
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keine Molecularveränderung vor sich gehe, dass also /J = sei; unter 
dieser Voraussetzung wird 

""' — ^ und ^=l--273a. 



v^ — a>Q 273 a v^ 



Dieselbe Bedingung folgt durch Differentiation der Zustandsgieichung 
nach V und T, wenn co und JB' als Constante betrachtet werden, 
und durch Einfährung des Ausdehnungscoefficienten a, Sie trifft 
zunächst fiir vollkommene Gase zu, für die a = 1/273 und somit 



(Oq = ist. 



Benützen wir die Gleichung auch für einige andere Körper, so 
erhalten wir für 

Athyläther bei 0« C, a= ~y -^ = 0-596 

Schwefelkohlenstoff „ „ ;? 877 ' » 0*688 

Äthylalkohol „ „ „4' '' ^'^^^ 

Quecksilber „ „ ;; 5^' ;. 0950 

Blei „ „ „ -^^ .. 0-976 

Silber „ „ „ ^:^, ., 0-984 





3 




;; 


35100' 
3 


>; 


v 


52400 ^ 
3 


V 


;; 


58200 ^ 
3 


77 


jf 


116100^ 
3 


j} 


7? 


116700 ' 


97 



Kupfer „ „ „ ssiöö' " O'^^ß 

Glas „ „ .. ^J^, .. 0-993 

Platin „ „ .. rr4xx, .. 0-9977. 

Einige in ähnlicher Weise berechnete Werte für Wasser weisen 
auf eine grosse Veränderlichkeit von o hin; so ist für 

Eis bei -10»C, «= g^, ^ = 0-9587 

Wasser „ 14« C, „ nSÖÖ' " ^'^^l 

Wasser „ 100» C, „ ^> „ 0-876. 

b) Die absolute Temperatur. (W. Thomson [Lord Kelvin] 
1854) In den §§ 77 und 78 wurde für die Arbeit eines umkehrbaren 
Kreisprocesses der Ausdruck ermittelt 
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und als Beziehung zwischen der zugeführten und abgeleiteten Wärme 
und deren Temperaturen gefunden 






= const. 



Es zeigte sich, dass dieselbe Beziehung auch für alle anderen Körper 
gilt, und dass somit die Temperaturfanction 

allgemeine Giltigkeit besitzt. Damach kann die Temperatur im 
dynamischen Masse gemessen werden, wenn T als Temperaturmass 
betrachtet wird. Aus der Betrachtung über den zweiten Hauptsatz, 
speciell aus der vorstehenden Beziehung folgt für die Temperatur- 
änderung m 

dT=^'dQ = const. X dW. 

Die Temperaturänderung ist also der Arbeitsleistung bei einem um- 
kehrbaren Kreisprocesse proportional. Gleichen Temperaturänderungen 
entsprechen gleiche Arbeitsleistungen. Mit Rücksicht darauf lässt 
sich eine absolute Temperaturscala verfertigen, die von der Art des 
Körpers unabhängig ist. Die vollkommenen Gase liefern durch ihre 
Volumsänderung eine dieser Forderung entsprechende Scala, und die 
Anwendung der Zustandsgieichung zur Berechnung der Arbeit beim 
umkehrbaren Kreisprocess hat ergeben, dass ebenso wie die Gase 
auch das Energievolumen (v — co) anderer Körper sich ausdehnt, 
dass also 

4 + ^ = 273 + ^ = T 

die absolute Temperatur darstellt. 

c) Der Cohäsionsdruck. Um einen Wert für den Druck, 
unter welchem das Körpervolumen steht, zu erhalten, unterwerfen wir 
den Körper bei constantem Volumen einer verschwindend kleinen 
Temperatur- beziehungsweise Druckänderung. Dabei bleibt v und 
somit auch P und co unverändert, und auch R' betrachten wir als 
constant. Die Zustandsgieichung ei^ibt somit die Beziehung 

(v — (o)'dp = R''dT 

oder 

(dp\ B^ ^ P + p 

\dT/v~v — (o T 

Mit Benützung des cubischen Compressionscoefficienten x, für welchen 

die Gleichung gilt 

'n • dv = — V ' dp 
und der Ausdehnung 

dv = a ' V(. ' dt =^ -7—. — ; dt, 
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die ebenso gross sei als die Compression, erhalten wir für den ge- 
suchten Druck den bereits von E. Dühring angegebenen Wert 

Bei festen Körpern ist x zu ermitteln aus dem Elasticitätsmodul E 
und dem Verhältnisse s der Änderungen der Länge zur Dicke des 
durch Zug oder Druck in Anspruch genommenen Körpers. Wirkt 
auf die ganze Oberfläche ein gleicher Druck, so ist x = E/3(l — 2«); 
wirkt nur ein Zug oder Druck der Länge nach auf einen prismati- 
schen Körper, so ist k = E/(1 — 26), (Vgl. § 49a, S. 174.) Wir 
setzen nach Wertheim € = 1/3; damit wird im ersten Falle x = E, 
Zur Berechnung specieller Werte wäre die Kenntnis von x und 
«, bezogen auf einen und denselben Körperzustand, erforderlich; da 
aber solche Messungen nicht bekannt und beide Grössen von den 
molecularen Zuständen wesentlich abhängig sind, so werden die 
Resultate mit bekannten Angaben für x und a nur näherungsweise 
Geltung beanspruchen können. In folgender Zusammenstellung wer- 
den für X die im §48 und für a die vorstehend unter (a) angegebenen 
Werte verwendet^). Damit erhält man für 

Äther, wenn x = 7400, bei 0« C P = 2980 kg/cm* 

Alkohol, x= 12500, P= 3550 kg 

Schwefelkohlenstoff, wenn x = 11360, Pj = 3540, 

und wenn x = 18500, P^ = 5930 kg 

Quecksilber, x = 389000, bei 0^ C P = 16820 kg 

Silber, x = 71400, P = 11100 kg 

Kupfer, x = 105090, Pi= 14800 kg 

und wenn x = 17170, Pg = 24200 kg 

Platin, X = 15518, P = 10900 kg 

Glas, x= 6722, P^= 4700, 

und wenn x = 3880, Pg = 2740 kg/cml 

Für Wasser erhält man namentlich wegen der Veränderlichkeit des 
Ausdehnungscoefficienten bei den verschiedenen Temperaturen sehr 
verschiedene Werte; so z.B. bei ca. 14^0 P = 430kg und bei 
100® C P = 4000 kg. Mit diesen Resultaten stimmen die später 
aus der Verdampfangswärme zu berechnenden Werte nicht überein, 
indem diese bedeutend grösser sind. Wohl aber stehen für die anderen 
Flüssigkeiten die ebenfalls aus den Verdampfangswärmen abzuleiten- 



1) Angegebene zweite Werte von x sind Winkebnanns Handb. d. Phys. 
entnommen. 
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den Werte, die später angegeben werden sollen, mit den vorstehen- 
den in gutem Einklänge. Die von van der Waals berechneten Werte 
sind von jenen ungefähr die Hälfte^). 

Im ganzen dürfen die Werte nur als Näherungswerte gelten, weil 
die benützten Compressionscoefficienten unsicher sind, und weil, wie 
bereits bemerkt wurde, die verwendeten Compressionscoefficienten 
und die Ausdehnungscoefficienten, strenge genommen, nicht zusammen- 
gehörige Grössen sind. 

d) Die specifische Wärme Cp. Wenn man in der Zustands- 
gieichung den gesammten Druck (P + ;p) mittelst des Ausdehnungs- 
und Compressionscoefficienten in der oben angegebenen Weise dar- 
stellt, so kann man darnach einen zur Berechnung brauchbaren Wert 
für die specifische Wärme bei constantem Volumen c„ finden; man 
erhält nämlich nach § 75, S. 255 aus der Gleichung 



und darnach 



{F+jß)v = R[^ + t) 



a 



a 



«x- T'V 



Cf,— Cp j(ij^^ty 



Da der Ausdehnungscoefficient a in der zweiten Potenz erscheint, so 
ist 2? stets positiv, also Cp > c„. Besondere Werte ergeben für 

Äther bei T= 273«, c^ = 03725, <?, = 0-3455, c^/c, = 1*078 
Schwefel- 
kohlenstoff „ „ „ 01315, „ 0-1054, „ 1-248 
Quecksüber „ „ „ 0-0245, „ 0-0147, „ 1-66 . 

Die specifische Wärme bei constantem Volumen wird dazu be- 
nützt, um das Dulong-Petit'sche Gesetz von der Gleichheit der Atom- 
wärme zur Temperaturerhöhung um einen Grad nachzuweisen. Um- 
fassende Versuche und Berechnungen von Regnault, E. Wiedemann u. a. 
haben aber gezeigt, dass die so berechneten Atomwärmen nicht con- 
stant sind, sondern dass sie bei verschiedenen Stoffen und auch bei 
einem und demselben Stoffe bei verschiedenen Temperaturen etwas 
verschieden sind. So erhält man z. B. für Schwefelkohlenstoff, 
wenn man c«, mit dem Moleculargewichte 76 multipliciert und durch 
die Atomzahl 3 dividiert, die Atomwärme 2*67; für Äther erhält 
man aus c«,, dem Moleculargewichte 74 und der Atomzahl 15 die 
Atom wärme 1-70 und bei höherer Temperatur 3-05. Der einatomige 



1) Van der Waals, die Continuität d. gasf. u. flüssg. Zustd. S. 165, 
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Quecksilberdampf liefert 2*94^). Dieser letztere Wert sollte allen 
Atomwärmen zukommen. Da es nicht der Fall ist, so folgt, dass 
unter .den gemachten Annahmen das Gesetz von Dulong und Petit 
nicht ganz richtig ist. Will man indessen doch an demselben fest- 
halten, so muss man schliessen, dass c^ noch nicht die wahre spe- 
cifische Wärme oder die Wärmecapacität ist, die im Sinne von Clau- 
sius nur zur Vermehrung der lebendigen Kraft der Atome dient, 
sondern dass darin auch ein Äquivalent von Moleculararbeit ent- 
halten ist. 

Für feste Körper kann man die im Vorstehenden (c) berechneten 
Cohäsionsdrücke benützen, und man erhält damit: 

Quecksilber, Dichte = 13-6 , Cp — c^ = 00052 
Kupfer, „ 8-88 „ „ 0-0020 

Silber, „ 10*47 „ „ 0-0017. 

Für Gase, deren Cohäsionsdruck P vernachlässigt werden darf, kann 
die Differenz der specifischen Wärmen JB = J{Cp — c„) direct aus dem 
Charles-Boyle'schen Gesetze berechnet werden. Man erhält für die 
Gewichtseinheit eines solchen Gases 

T 273 273. (?o' 

und für ein Gewicht, das mittelst der Anzahl n der Gasatome und 
dem Atomgewichte m bestimmt werden mag, 

n ' m ' Jti == — — -* 

273 

Für Wasserstoff ist- E/J= 3-4240 — 2-4269 == 0-9971 und m = 1, 

daher -j- = 1 
„ Sauerstoff „ „ 02185 — 0-1563 = 00622 und m = 16, 

daher — y- = 1 

„ Stickstoff „ •„ 0-2446 — 0-1738 = 0-0708 und m = 14, 

j , mR . M 
daner — y- = 1 . 

Den Gasen kommt also die gleiche Atom wärme mM zu. Haben die 
Gase auch noch gleiche Volumen, gleichen Druck und gleiche Tem- 
peratur, so muss nothwendig auch n gleich sein, d. h. haben ver- 
schiedene Gase gleichen Druck und gleiche Temperatur, so enthalten 
gleiche Volumen auch gleich viele Atome. Die Erweiterung dieses 
Satzes auf alle Gase gibt das Gesetz von Avogadro. 

Da die Atom- und Moleculargewichte nur Verhältniszahlen sind, 
so nimmt man gewöhnlich den für das Moleculargewicht m gil- 

1) Winkebnaims Handb. d. Phys. S. 387 u. 392. 
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tigen Wert m- B = 2 als allgememe Gasconstante an und gewinnt 
damit für das Charles -Boyle'sche Gesetz folgende einfache Form 

p ' V = 2 - n ' J- Ty 

worin n die Anzahl der Gasmolecüle bedeutet. 

Ähnliche Betrachtungen wie für Gase lassen sich auch für andere 
homogene Körper mittelst der Zustandsgieichung anstellen; auch für 
diese erhält B' denselben Wert, wenn der gleiche Energieraum 
(v — 0?) unter gleichem Druck (P + 2?) steht; und E. Dühring hat 
(in seiner Schrift: Neue Grundgesetze d. Phys. u. Chem.) auch das 
Avogadro'sche Gesetz für allgemein geltend erklärt. Würde auch für 
flüssige und feste Körper im Wärmemasse gemessen m • B'= 1 sein, 
so liessen sich hiernach die Molecülgewichte dieser Körper berech- 
nen. Nach dem unter (a), S. 267 angegebenen Ausdruck für 

(vQ — a)o)/vQ = 21Sa 

wird B'= B(vq — Oo)/273aVo=== JB, 

und wir erhalten die hypothetischen Werte m = 1/B für Queck- 
süber = 200, Kupfer = 500 = 63 • 8, Silber = 590 = 108 • 5. 

Damach bestände das flüssige Quecksilber aus denselben Mole- 
cülen wie das gasförmige, die Molecüle des festen Kupfers wären 
aber aus acht und jene des festen Silbers aus fünf Gasmolecülen 
zusammengesetzt. 

e) Bestimmung von Cp/c„ mittelst der Schallgeschwindig- 
keit^). Nach Newton kann man das in § 54, S. 190 abgeleitete Gesetz 
für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit longitudinaler Wellen in elasti- 
schen festen Körpern näherungsweise auch für Gase anwenden. 
Laplace hat jedoch gezeigt, dass die betreffenden Ausdrücke zu Resul- 
taten führen, die von der wahren Grösse der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit um den Factor YYi = Ycp/Cf, abweichen. Da das Gesetz von 
Laplace den Wert x = Cp/Ct, zu berechnen gestattet, so soll es im 
Folgenden entwickelt werden. 

Die Annahmen für die Ableitungen sollen dieselben sein, wie 
jene im § 54. Wir betrachten eine Luftsäule, deren Achse mit der 
Fortpflanzungsrichtung der Welle zusammenfalle, und fassen drei in 
unendlich nahen Abständen dx liegende Querschnitte, beziehungsweise 
die zwischenliegenden Luftschichten ins Auge. Ist der Querschnitt 
des Cylinders gleich der Flächeneinheit, dann gilt für eine Luftschichte 
nach dem Spannungsgesetze die Gleichung 

p • dx =Pq' dxQ - a ' Tj 

wobei p die Spannung, a den Ausdehnungscoefficienten und T die ab- 
solute Temperatur der Luft bedeuten. Werden nun infolge der an- 



1) Siehe meine Abhdlg. in d. Ztsch. f. d. Rlschw. Wien 1883. S. 696. 
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kommenden Welle die Querschnitte verschoben, so werden die Span- 
nung um dp, das Volumen dx um d| und die Temperatur um dt 
geändert, und man erhält mit Bezug auf das negative Vorzeichen 
für rfg 

dp ' dx — JP • ^1 = JPo • ^^0 ' cc ' dt. 

Die Temperaturerhöhung dt erhält man aus dem ersten Hauptsatze 
der mechanischen Wärmetheorie, den man auf die hier stattfindende 
adiabatische Zustandsänderung anwendet, nämlich aus 

= J' dxQ ' f* Ct,' dt — p - d^j f = spec. Gfew. 
Damit wird 






Das letzte Glied in der Klammer lässt sich nach dem Gasspannungs- 
gesetze anders gestalten; es ist 

f.B=f' J{Cp — Cr,) =Po'CC. 

Mit Rücksicht darauf, und wenn man für Cp/c^ = x setzt, wird 

In der Nachbarschichte findet derselbe Compressionsprocess statt. Die 
hier auftretende Druckvermehrung ist analog 

dt 



dp'= X • p 



dx 



Der Überdruck wirkt auf die vorhergehende Schichte zurück und die 
Differenz d^p = (dp — dp) ist die die Schichte zu longitudinalen 
Schwingungen anregende Kraft; sie ist 

d^ä 

Bei dem Vergleiche dieses Ausdruckes mit dem für die bewegende 
Kraft in § 54, S. 190 finden wir für den Elasticitätsmodul E hier x^p. 
Da die weiteren Entwickelungen von dort sich auch hier geltend machen 
lassen, so erhalten wir mit Hilfe der angedeuteten Substitution sofort 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen in Gasen, 
speciell in der Luft 



Daraus wird 



=y'i- 



c^'d (332-4)* • 1-293 ^ .. 

X = = --^1Z~ ^ ^ r. ~ = l'4l . 



p 10333 . 9-81 

Mittelst dieses Wertes kann nun auch das mechanische Äquivalent J 
der Wärme berechnet werden. Aus dem Gasspannungsgesetze ergibt 
sich JR, und JB = J{Cp — c„). Daraus folgt J = B/(Cp — Cp). 

Jannschke, Erhaltung der Energie. 18 
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§ 80. Latente Ausdehnungswänne (Clapeyron 1834). Dieselbe 
ergibt sich aus der Verbindung des ersten Hauptsatzes der mechani- 
schen Wärmetheorie mit der Zustandsgieichung. Clapeyron folgerte 
den betreffenden Ausdruck aus dem Camot'schen Principe. Nach dem 
ersten Hauptsatze ist eine Wärmeanderung, welche nur zur Ausdeh- 
nung und nicht zu einer Temperaturanderung dient, 

und aus der Zustandsgieichung folgt (vgl. auch § 79 c) 

daher ist die latente Ausdehnungswärme für eine Volumseinheit 

^_dQ_T (dp\ 
^ dv ~ J ' \dT/v' 

Das Gesetz findet Anwendung zur Bestimmung der Gefrierpunkts- 
emiedrigung und der Siedepunktserhöhung unter erhöhtem Drucke. 

§ 81. Gleichung von Thomson (1853). Dieselbe gibt die Grössen- 
beziehungen bei einer adiabatischen Zustandsänderung eines Körpers 
an. Um sie in einfacher Weise zu gewinnen, stellen wir zunächst 
eine Wärmeänderung dQ durch Temperatur und Druck als un- 
abhängig Veränderliche in ähnlicher Weise dar, wie beim ersten 
Hauptsatze (§ 74) durch Temperatur und Volumen. Es ist 

= €p • dt -\' -j (v — cd) ' dp. 

Die Bedeutung des ersten Differentialquotienten folgt aus dem Begriffe 
der specifischen Wärme bei constantem Drucke, jene des zweiten aus 
dessen Bedeutung als Extensitätsfactor der Energie, beziehungsweise 
aus der hydrostatischen Grundgleichung. Bei einer adiabatischen Zu- 
standsänderung ist nun dQ = 0, folglich besteht die Gleichung 

Cp' dt == — -j{y — (o)'dp. 

Nun ist bei constanter Temperatur die Arbeit 

(v — a))-dp = {P -{- p)' dVy 

femer ist nach S. 268, c) 

{P + p)-dt = T.dp 
und damit wird 

JXf.dt = — Ti^dp. 
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Dies ist die Thomson'sche Gleichung. Wird dieselbe auf die 
Dehnung eines Stabes angewendet^ so kann man setzen 



m 



/dl\ , a 



wenn f das Gewicht der Längeneinheit des Stabes angibt, und man 
erhält 

Diese Form wurde zuerst von Joule (1859) experimentell geprüft. 
Sie gab richtige Resultate; so z. B. beim Kautschuk. Wenn der- 
selbe durch eine grössere Kraft gedehnt ist, so verkürzt er sich beim 
Erwärmen und verlängert sich bei der Abkühlung; der Diiferential- 
quotient (dv/df) oder a ist in diesem Falle negativ. Dementsprechend 
zeigt der Kautschuk auch die Eigenschaft, dass er bei starker Deh- 
nung durch Zunahme der Dehnung sich erwärmt, sowie es die Glei- 
chung verlangt. Für Wasser zwischen 0® und 4^ hat Joule das 
Gesetz ziflfermässig richtig befunden. Für Metalldrähte hat Haga 
den Nachweis der Richtigkeit geliefert^). 

§ 82. Sclunelzen. a) Schmelzpunkt und Schmelzwärme. 
Dass Eis und viele andere feste Körper durch die Wärme in den 
flüssigen Zustand übergeführt werden können, war zu allen Zeiten 
bekannt. Genauere Bestimmungen über die Erscheinung des Schmel- 
zens erfolgten aber erst in den letzten Jahrhunderten. Deluc liess 
im Winter 1754/55 Wasser in einem Glase gefrieren, in welches er 
ein Thermometer gestellt hatte. Wenn er das Gefäss ans Feuer 
brachte, so stieg die Temperatur nur solange, bis das Eis zu schmelzen 
anfieng; dann wurde alle Wärme verschluckt und das Thermometer 
blieb auf 0^ stehen, solange noch schmelzendes Eis vorhanden war. 
Die Temperatur, bei welcher das Schmelzen stattfindet, heisst Schmelz- 
punkt. Einige Schmelzpunkte sind: für Quecksilber* —- 39^ C, Eis 
0^ C, Butter 32^ C, Wachs 58« C, Zinn 220^ C^ Wismut 265^ C, 
Blei 325« C, Zink 420« C, Kupfer 1050« C, Schmiedeeisen 1600« C, 
Platin 1775« C. 

MetalUegierungen haben meist einen niederen Schmelzpunkt als 
ihre Bestandtheile, z. B. Rose's MetaU, bestehend aus Wismut, Zinn 
und Blei, 94-5« C. 

. Black fand (1757), dass beim Eintauchen einer Eismasse in 
warmes Wasser die Mischung nicht die mittlere Temperatur annahm, 
sondern dass eine bedeutende Wärmemenge dazu verbraucht wurde, 
um das Eis zu schmelzen. Wenn man 1 kg Eis von 0« C in 1 kg 
Wasser von 80« C gibt, so reichen die 80 Calorien des letzteren eben 



1) Siehe Winkelmann, Hdb. d. Phys. II. S. 476. 

18' 
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Mn, um das Eis zum Schmelzen zu bringen. Das Ergebnis des Vor- 
ganges ist, dass das Eis in Wasser verwandelt wurde, und dass beide 
Kilogramme Wasser schliesslich die Temperatur von 0^ C haben. Die 
zum Schmelzen verbrauchte Wärme nennt Black latente oder ge- 
bundene Wärme; sie wird heute allgemein Schmelzwärme ge- 
nannt. Die Bestimmung derselben geschieht mittelst der eben ange- 
deuteten, von Black angegebenen Mischungsmethode; sie ist für 
Eis = 80 Cal für 1 kg. 

Das Schmelzen ist ein umkehrbarer Process. Wenn man einer 
Flüssigkeit, die bis zum Schmelzpunkt abgekühlt ist, Wärme ent- 
zieht, so erstarrt sie; der Vorgang heisst Erstarrung, die betref- 
fende Temperatur der Erstarrungspunkt und die Wärme, welche 
der Flüssigkeit entzogen wird, ohne die Temperatur zu ändern, die 
Erstarrungswärme. Das Wasser gefriert oder erstarrt bei 0^ C, 
und jedes Kilogramm desselben gibt während des Erstarrens unge- 
fähr 80 Cal Wärme ab. 

Eine Beziehung zwischen Schmelzpunkt und Druck liefert die 
Gleichung für die latente Ausdehnungswärme (§ 80); dieselbe lautet 

d£_T (dp\ 
dv J ' \dT/v' 

Bezogen auf den Schmelzprocess bedeutet dQ die Schmelzwärme, dv 
die Volumänderung beim Schmelzen und (dp/dT)^ das Verhältnis der 
Änderungen des äusseren Druckes p und der Schmelztemperatur T. 
Da man durch Erwäimung beliebig viel Eis in Wasser verwandeln, 
also das Volumen ändern kann, während p und T constant bleiben, 
so sind letztere Grössen von v unabhängig und das Verhältnis dp/dT 
gilt ohne Vorbehalt. Man erhält demnach für die Änderung des 
Schmelzpunktes infolge einer Druckänderung das Gesetz 

,^ T'dv , 
^^-jTdQ'^^' 

Für die speciellen Werte dp = l Atm. = 1033 g, (Zv = — 0-09 cm», 
dg=80g-cal, J=42700gcm und ^=273^ wird 6?^ = — 000740 C. 
Durch Druckerhöhung um 1 Atm. wird somit der Schmelz- oder Er- 
starrungspunkt des Eises um 0*00740 C erniedrigt. Darauf beruht 
die Regelation des Eises (Faraday 1850) bei Gletschern. In den 
Punkten des stärksten Druckes schmilzt das Eis und der Gletscher 
gibt nach; bei Verschiebung des Druckes gefriert das Wasser wieder. 
Der Gletscher zeigt infolge dessen das Verhalten einer zähen Flüssig- 
keit, er vermag in seiner Bewegung allen Thalformen zu folgen. 

Ein ähnliches Verhalten wie Wasser zeigen Wismut, Gusseisen 
und nach Nies und Winkelmann Zink, Kupfer und Antimon, femer 
Schwefelwismut und Kaliumnitrat. 

Dagegen tritt eine Volumsvermehrung beim Schmelzen ein, und 
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der Schmelzpunkt wird nach dem vorstehenden Gesetze durch Druck 
erhöht bei Blei, Cadmium, Zinn, Schwefel, Phosphor, Kalium, Natrium, 
Quecksilber, Paraffin, Wachs u. a. 

b) Erklärung des Schmelzens. Es wurde bereits (§ 72, S. 245) 
angeführt, dass man nach Clausius annimmt, die Molecüle fester 
Körper bewegen sich um Gleichgewichtslagen, ohne diese ganz zu 
verlassen, und ausser den vibrierenden Bewegungen der Molecüle be- 
stehen auch noch Schwingungen der Atome. Im flüssigen Zustande 
machen die Molecüle so lebhafte Bewegungen, dass sie von der Cohä- 
sion nicht an bestimmten Orten gehalten werden können, sondern 
dass sie immer in neue Lagen zueinander kommen. Die Cohäsion 
soll bei den Flüssigkeiten wesentlich vermindert sein. Schon Clau- 
sius hat bei Erkläining der Electrolyse darauf hingewiesen, dass die 
Molecüle einer Flüssigkeit in Theile, etwa auch in ihre Atome zer- 
setzt gedacht werden müssen, und in neuester Zeit wird aus der 
van't Hoffschen Theorie des osmotischen Druckes gefolgert, dass die 
Salzmolecüle in verdünnten Lösungen sich im gasförmigen Zustande 
befinden. Darauf gestützt, nimmt man gegenwärtig ziemlich allgemein 
an, dass die Molecüle einer Flüssigkeit ähnliche Bewegungen aus- 
führen, wie es die kinetische Gastheorie von den Gasmolecülen lehrt. 

Beim Schmelzen findet ein XJbergang vom festen zum flüssigen 
Zustande statt. Dabei erfolgt nach dem Gesagten eine Zerlegung der 
Molecülgruppen in einzelne Molecüle oder auch in Theilmolecüle, und 
diese beginnen eine lebhafte fortschreitende Bewegung, die durch 
häufige Zusammenstösse nur ihrer Richtung nach geändert wird. 

Durch Zerlegung der Molecülgruppen und durch Depolymeri- 
sation kann die Volumsänderung beim Schmelzen erklärt werden. 
Es mag z. B. ein Doppelmolecül in zwei Theile zerfallen; alsdann 
ist leicht ersichtlich, dass etwa vier unzerlegte Doppelmolecüle bei 
der Theilung sich auf einen grösseren oder kleineren Raum ausbrei- 
ten können, als ihre acht Theile. Es ist der Unterschied zwischen den 
Theilchen im festen und flüssigen Zustande etwa so aufzufassen, wie 
jener zwischen einem Sand- und einem Staubhaufen; der letztere kann 
bei gleicher Masse einen grösseren oder geringeren Raum einnehmen 
als der erstere. Der Vergleich wird bei jenen Körpern, die im Inne- 
ren Hohlräume enthalten, wie z. B. bei den Krystallen, gut zutreffen;, 
bei diesen kann dann eine Volumsverminderung durch eine Ausdeh- 
nung nach innen erklärt werden. 

Auch die verhältnismässig grosse Schmelzwärme lässt sich 
durch die Arbeit der Molecülzerlegung erklären. Femer wird damit 
die Veränderung der Grössen o und ü' in der Zustandsgieichung 
(§ 79 a und d) begründet, und die leichte Verschiebbarkeit der Flüs- 

sigkeitstheilchen und die geringe Oberflächenenergie \H = y Pö) 
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der Flüssigkeiten werden als Folgen der kleineren Molecüldimensionen 
(tf) leicht begreifUch (§ 59, S. 206). 

Nicht so widerspruchsfrei gestaltet sich die Anwendung der Hypo- 
these von Clausius auf die Änderung der Cohäsion. Dass die Mole- 
cüle in der Flüssigkeit sich so weit von einander entfernen, dass 
dadurch der Zusammenhang wesentlich gelockert werde, kann darum 
nicht angenommen werden, weil bei allen untersuchten Körpern die 
Dichte im festen Zustande nur wenig anders ist, als im flüssigen, bei 
einigen oben genannten Körpern die Dichte im festen Zustande sogar 
kleiner ist, als im flüssigen. Auch die lebendige Kraft der Massen- 
theilchen kann in beiden Zusammenhangsformen nicht so wesentlich 
verschieden sein, dass der kinetische Zustand der Flüssigkeitsmolecüle 
damit begründet wäre; denn die Temperatur, das Mass der lebendigen 
Kraft, bleibt ja während des Schmelzens unverändert. Ausserdem 
wurde auf Grund der Compressionscoefficienten (§48) daraufhingewiesen 
und im § 79c, S. 269 genauer ermittelt, dass die Cohäsion, nämlich 
der Druck auf die Flächeneinheit infolge der Molecularanziehung, bei 
Flüssigkeiten von der Grössenordnung der festen Körper ist, z. B. bei 
Alkohol 3550 kg/cm^ bei Quecksilber 16820 kg/cm^, bei Silber 
11100, bei Platin 10900 kg/cm^. Van der Waals und J. Stefan kom- 
men zu ähnlichen Resxdtaten; die Berechnung der letzteren mittelst 
der Verdampfungswärme soll unter den Aufgaben des folgenden Parar 
graphen angegeben werden. 

Mit Rücksicht auf diese Umstände und mit Bezug auf den elek- 
trischen Zustand, in welchen Flüssigkeiten versetzt werden können, 
wollen wir die für feste Körper angegebene Hypothese (§ 72b, S. 246) 
auch hier verwenden, um ein Bild für den Vorgang beim Schmelzen 
zu gewinnen. 

Nach unserer Hypothese ist ein moleculares Kraftfeld um jedes 
Molecül Träger der Cohäsion, und die lebendige Kraft einer Wirbel- 
bewegung der Molecüle ist die W är m e. Wir beschränken damit gewisser- 
massen die kinetische Theorie auf den Raum jedes einzelnen Mole- 
cüles. Im festen Zustande sind die Molecüle grösser und sind weiter 
von einander entfernt; die Stärke des Kraftfeldes zwischen den 
Molecülen ist nicht constant, sondern von Punkt zu Punkt verschie- 
den. Bei Verschiebung eines Molecüles wird eine grössere Masse einer 
grösseren Kraffcänderung unterworfen; die Kraft wächst rasch bei An- 
näherung an ein Nachbarmolecül, und die geleistete Arbeit wird in 
lebendige Kraft der Wirbelbewegung, beziehungsweise in Wärme um- 
gesetzt. Wird angenommen, dass die genäherten Molecüle an den 
zugewandten Seiten zusammengedrückt oder abgeplattet werden, so 
ist ersichtlich, dass die Fliehkraft in den kleineren Kreisen der von 
einander abgekehrten Seiten grösser wird und die Molecüle wieder in 
ihre Gleichgewichtslagen zurückziehen muss. Wird beim Schmelzen 
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jede Molecülgruppe in Einzelmolecüle zerlegt, die sich ungefähr im 
gleichen Räume ausbreiten wie die festen Molecüle, so treten die 
Flüssigkeitsmolecüle einander näher, das £[raftfeld wird gleichförmiger, 
die Kraft zwischen den einzelnen Theilchen wird geringer, 
aber der Druck auf die Flächeneinheit wird nicht wesentlich 
geändert. Denkt man sich das moleculare Kraftfeld in ähnlicher 
Weise wie ein elastisches Kraftfeld (§ 53 b und c) durch Ätherver- 
schiebung rings um die Molecüle erzeugt, so folgt leicht, dass die 
gegen einander gerichteten Verschiebungen der benachbarten Molecül- 
schichten einander gegenseitig aufheben, dass die Intensität des Feldes 
fast zum Verschwinden gebracht werden kann. Damit lässt sich die 
leichte Verschiebbarkeit der Flüssigkeitstheilchen erklären, indem der 
Zustand im Inneren der Flüssigkeit jenem der gasformigen Körper 
ähnlich ist. Der Unterschied zwischen dem Verhalten der Molecüle 
in festen und flüssigen Körpern kann durch einen Vergleich mit zwei 
einfachen Pendeln erläutert werden, von denen das eine mehr Masse 
besitzt und kurz ist und das andere eine kleine Masse und eine grosse 
Länge hat. Um beiden Pendeln eine gleiche Schwingungsweite zu 
ertheilen, muss auf das erstere eine viel grössere Arbeit verwendet 
werden als auf das letztere. 

Auch die weiteren Thatsachen stehen mit der Hypothese im Ein- 
klänge: der Cohäsionsdruck auf die Flächeneinheit ist bei demselben 
Körper im festen und geschmolzenen Zustande nicht wesentlich ver- 
schieden; bei Flüssigkeiten macht sich die Intensität des Cohäsions- 
feldes nur an der Oberfläche geltend, nur die Oberflächenschichte übt 
auf das Innere den Moleculardruck aus; bei Vergrösserung der Flüssig- 
keitsoberfläche ist die nothwendige Arbeit nur gering, weil der Wert 
für die Oberflächenenergie, als Wert der Raumenergie in der Ober- 
flächenschichte, die Dicke der Schichte als Factor enthält und diese 
sehr klein ist (§ 59). Bei einer Form Veränderung fester Körper 
ändert sich nicht bloss die Grösse der Oberfläche wie bei Flüssig- 
keiten, sondern es ist damit auch eine Volumsänderung verbunden, 
die zumeist eine grosse Arbeit erfordert. Für Wasser ist die Ober- 
flächenenergie pro Flächeneinheit gegeben durch die Oberflächenspan- 
nung = 7*7 und für Schwefelkohlenstoff = 3*3 mg-cm. Wenn aber 
z. B. Eisen bei einem Volumen i; = 10 cm* infolge einer Deformation 
eine Volumsänderung um 00001 • v erfährt, so ist die zu überwin- 
dende Cohäsionsarbeit P . jdv = 13500 • Ol == 1350 kgcm ; diese 
Arbeit ist ungefähr das 2-Millionenfiache der zur Oberflächen vergrösse- 
rung des Wassers um 100 cm* nothwendigen Arbeit. 

Aufg. 1. Zwei Kilogramm Eis von 0^ C werden mit 5 kg Wasser 
von 90^ gemischt und erzeugen die Mischtemperatur 41*6^ C; wie gross ist 
die Schmelzwärme des Eises? — (79*4 Cal.) 2. Wie viel Gramm Eis 
von 0® muss man zu 120 g Wasser von 80^ mischen, damit das Gemisch 
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sich um 60^ abkühle? — (72 g). 3. Black setzte eine gewisse Quantität 
Eis einer constanten Temperatur aus und beobachtete, dass sie 20 Min. 
Zeit zum Schmelzen, dann 25 Min. bis zum Sieden und dann 134 Min. 
zum Verkochen brauchte; was folgt hieraus für den Wärme verbrauch beim 
Schmelzen und beim Sieden? — (Schmelzwärme == 80 Cal, Dampfwärme 
= 536 Cal.) 4. Welche Arbeit wird beim Schmelzen von 1 kg Eis ver- 
braucht? — (34160 kgm.) 5. Wie gross ist die bei der Erstarrung von 
1 1 Wasser stattfindende Ausdehnung, wenn nach Bunsen das spec. Gew. 
des Eises = 0*91674 beträgt? — (90*9 cm^) 6. Welche äussere Arbeit 
wird durch die Ausdehnung von 1 kg Wasser beim Gefrieren in der Luft 
geleistet?— (p'Jv = 1*0328 * 0'9 = 0*9388 kgm.) 7. Durch welchen Druck 
wird der Gefrierpunkt um 1^ niedriger? — (135 kg.) 8. Die vorhergehende 
Frage kann auch mittelst folgender Daten gelöst werden: Der cübische 
Ausdehnungscoefficient des Eises ist 0*00015426; durch Druck werde die 
Ausdehnung des Eises nicht bis zu 1*09, sondern nur um 000015426 
weniger gestattet, und die Zusammendrückbarkeit des Eises sei 1 Milliontel 
durch 1 Atm. — (Man erhält 154 Atm.) 9. Wie viel Wasser erstarrt, 
wenn 6 kg bis auf — 12^ unterkühlt sind, und wenn das Gefrieren durch 
einen Anstoss erfolgt? — (0'9 kg.) (Reis.) 

§ 83. Verdampfimg und Sublimation, a) Schon bei gewöhnlicher 
Temperatur gehen die Flüssigkeiten an der Oberfläche in den gas- 
formigen Zustand über; die Erscheinung heisst Verdunstung. Die 
Kraft, welche dieselbe hervorruft, ist die Wärme; sie ist unter ge- 
eigneten Umständen imstande, an der Oberfläche die Cohäsion zu 
überwinden. Bei einer bestimmten Temperatur, dem Siedepunkte, 
tritt die Dampfbildung in der ganzen Flüssigkeit auf, die Flüssigkeit 
kommt in eine wallende Bewegung, sie siedet. 

Ebenso wie zum Schmelzen wird auch zum Verdampfen 
Wärme verbraucht, welche Verdampfungswärme genannt wird 
(Black 1762). 

Die Siedepunkte einiger Flüssigkeiten bei gewöhnlichem Luft- 
drucke sind nach Börnstein und Landolt: Zink 930^, Quecksilber 
357«, Wasser 100«, Äthylalkohol 78-4<>, Schwefelkohlenstoff 46-2«, 
Athyläther 34*9«. Einige Verdampfungswärmen sind nach An- 
drews: Wasser 536 Cal., Alkohol 202, Äther 90*5, Schwefelkohlen- 
stoff 86-7 Cal. 

Die angegebenen Siedepunkte gelten nur für den normalen Luft- 
druck, 760 mm Barometerstand. Ist der Luftdruck grösser, so flndet 
das Sieden erst bei höherer Temperatur statt; so siedet Wasser z. B. 
unter dem Drucke von 770 mm bei 100*4«, unter 720 mm Druck bei 
98*3« C; unter der Luftpumpe siedet es bei 50« C, wenn der Druck 
ungefähr 90 mm beträgt. Auf der Erhöhung des Siedepunktes durch 
Druckvermehrung beruht die Anwendung des Papin'schen Topfes. 

Das Gesetz der Abhängigkeit des Siedepunktes vom Druck ist 
dasselbe, wie jenes für die Beziehungen zwischen Schmelzpunkt und 
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Druck; man hat in diesem anstatt der Schmelzwärme die Verdampfungs- 
wärme zu setzen, und die entsprechende Volumsänderung bei der Ver- 
dampfung in Rechnung zu ziehen; demnach hat man (S. 276) 

Die specieUen Werte T= 273<>, J'= 427 kgm, dQ = 596*8 Cal und 
dt; =205 ergeben für die Temperatur von 0^ C das Verhältnis 

g« 4-55 kg/ml 

Das Gesetz über den Zusammenhang von Druck- und Temperatur- 
änderung wird nicht dazu benützt, um eine oder die andere dieser 
Grössen zu berechnen, sondern um die Dampf wärme dQ bei ver- 
schiedenen Temperaturen zu ermitteln. Die Beziehung zwischen Tem- 
peratur und Dampfdruck sind aus Versuchen bekannt; der Dampf 
befindet sich beim Siedepunkt immer im Maximum der Spann- 
kraft und diese Maximalspannungen wurden vielfach gemessen; sie 
erweisen sich nur von der Temperatur abhängig. Nach Magnus be- 
steht die Gleichung 

dp 7-4475 • 234-69 • 2-302585 

'di~ (234-69 + ty ^' 

Durch Verbindung derselben mit dem vorhergehenden allgemeinen 
Werte für dp /dt erhält man für die Dampfwärme bei 100^ C und 
dem Drucke p = 760 mm dQ =^ 324 Cal für 1 m^ Dampf, oder, da 
1 kg Dampf das Volumen 1*6504 m^ besitzt, d§ = 536 Cal für 1 kg. 

b) Den Übergang eines festen Körpers in Dampfform nennt man 
Sublimation. Auch dieser Process geht unter Wärme verbrauch 
und bei bestimmter Temperatur vor sich, und es gilt für ihn das 
vorstehende allgemeine Gesetz zwischen Temperatur und Druck. Die 
Sublimations wärme ist gleich der Schmelzwärme vermehrt um die 
Verdampfungs wärme; für Eis bei 0^ C ist sie also 

80 -f 596-8 = 676-8 Cal. 

Aus der Sublimationswärme 676'8 Cal, femer aus T=273, 
rf«; = 205 und /=427kgm folgt 

f = 5-16 kg/m^ 

e) Gleichgewicht der drei Phasen eines Körpers. Die 
vorstehende allgemeine Gleichung zwischen dp und dT, welche für 
den Verdampfungsprocess und für die Sublimation geltend gemacht 
wurde, gibt zugleich die Gleicbgewichtsbedingungen für die 
Fälle, als Dampf und Flüssigkeit, beziehungsweise Dampf und fester 
Körper mit einander in Berührung stehen. Denkt man für jeden 
Fall die Gleichung integriert, so erhält man die Bedingungsgleichungen, 
aus welchen sich für jede Temperatur der zugehörige Dampfdruck 
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berechnen lässt. Jeder Gleichung entspricht eine Curve, die sogenannte 
Dampfspönnungscurve^ deren Goordinaten durch p und T gegeben 
sind. Beide Gleichungen geben zwei Curven, deren Schnittpunkt den 
Druck und die Temperatur bestimmt, bei welcher alle drei Phasen 
eines Körpers, der feste, flüssige und dampfförmige, gleichzeitig neben 
einander bestehen oder im Gleichgewichte sind. JEs besteht nur ein 
solcher Punkt des Gleichgewichtes; beim Wasser ist es nahezu der 
Eispunkt, genauer 00075® C bei 4*57 mm Druck ^). Die beiden Dampf- 
spannungscurven haben aber in diesem Punkte verschiedene Rich- 
tungen; denn' dp/dT gibt die trigonometrische Tangente des Nei- 
gungswinkels, welchen die geometrische Tangente an dem betreffen- 
den Curvenpunkte mit der T- Achse bildet, und die Werte sind im 
Eispunkte für beide Curven verschieden: der Wert für die Dampf- 
spannungscurve über Wasser ist nach Obigem (a) dp/dt=^4rbb und 
der Wert far Dampf über Eis nach (b) ist dp/ dt = 516. Der Unter- 
schied der Tangenten beträgt 

(If)^— (^)^= 516 — 4-55 = 0-61 kg/m« = 0045 mm. 

d) Erklärung des Siedens. Die Theilchen im Inneren einer 
Flüssigkeit befinden sich unter dem Cohäsionsdrucke, den die Ober- 
flächenschichte ausübt; in dieser selbst macht sich die Cohäsion als 
ein starker Zug nach einwärts geltend. Die Wärme halt ihr das 
Gleichgewicht. — Wenn die Wärme imstande ist, die Cohäsion zu 
überwinden, einzelne Theilchen von dem Zusammenhange mit der 
übrigen Flüssigkeit zu befreien, dann tritt Verdampfung ein. 

Schon bei gewöhnlicher Temperatur gehen Flüssigkeitstheilchen 
an der Oberfläche in DampfPorm über, indem die Flüssigkeit ver- 
dunstet. Diese Erscheinung lässt sich mittelst der Hypothese (§§ 72 
und 82 b), nach welcher das Kraftfeld zwischen den Molecülen Träger 
der Cohäsion und die lebendige Kraft der Molecülwirbel die Wärme 
ist, leicht erklären. Der einseitigen Kraftwirkung der Cohäsion in 
der Oberflächenschichte entspricht eine Form der Molecüle, die mit 
einem Ei verglichen werden kann; in den oberen kleineren Kreisen 
wird eine ungleich grössere Fliehkraft entwickelt, und diese vermag 
auch die Molecüle aus der Flüssigkeit herauszuwerfen. Der damit 
verbundene Verlust an lebendiger Kraft macht sich als Verdunstungs- 
kälte geltend. Die Verdunstung wird uni so lebhafter vor sich gehen, 
je grösser die Oberfläche der Flüssigkeit ist, je schneller die entstan- 
denen Dünste durch die Luftbewegung weggeschafft werden und je 
wärmer die Flüssigkeit ist. (Erscheinungen: das Trocknen der 
Felder nach Regen durch Sonne und Wind, das Trocknen des Ge- 

1) Gratz in Winkelmanna Handb. d. Phys. U. S. 496. -- Planck in Wied. 
Ann. 15, S. 446. 
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treides und der Wäsche durch Ausbreiten, Erwärmung und Luftzug; 
Versuche mit dem KJryophor von Wollaston; Anwendung der Ver- 
dunstungskälte bei Äther- und Ammoniak-Eismaschinen.) 

Beim Sieden erfolgt die Dampfbildung auch im Inneren der 
Flüssigkeit; es bilden sich Dampf blasen, die aufsteigen und eine wal- 
lende Bewegung der Flüssigkeit hervorbringen. Die Dampfbildung 
geschieht zuerst in den Hohlräumen der Flüssigkeit, die gewöhnlich 
mit Luft erfüllt sind; sie kann ebenso erklärt werden wie die Ver- 
dunstung an der Oberfläche, nur begünstigt die concave Form der 
Flüssigkeitsfläche hier die Dampfbildung. Die anfangs im Inneren 
gebildeten Bläschen steigen auf, werden aber wieder condensiert, 
wenn sie beim Hindurchtreten durch die Oberflächenschichte Arbeit 
leisten und Wärme verlieren. Erst wenn die Spannung der Dampf- 
blasen so gross ist, um den äusseren Luftdruck zu überwinden, dann 
beginnt das Sieden. Der Siedepunkt ist darum abhängig von der 
Spannkraft der Dämpfe; er steigt und fallt mit dieser. Bei normalem 
Luftdruck muss der Wasserdampf beim Siedepunkte 760 mm Druck 
besitzen; bei geringerem Druck unter der Luftpumpe siedet das Wasser 
früher, im Dampfkessel wird der Siedepunkt wesentlich erhöht. 

Sind im Inneren der Flüssigkeit keine Luftblasen vorhanden, die 
zur Bildung von Dampf Gelegenheit bieten, so wird das Sieden ver- 
zögert, die Temperatur steigt über den normalen Siedepunkt hinaus. 
In diesem Falle kann der Beginn des Siedens nach unserer Hypothese 
durch eine einseitige Wärmebewegung einer Molecülgruppe erklärt 
werden; dieselbe ist als Folge einer stärkeren Erwärmung einer Stelle 
leicht möglich: Sind einige Molecüle weiter von einander entfernt, so 
ist das Kraftfeld zwischen ihnen auch weniger intensiv, und die 
Wärme der an das schwächere Feld angrenzenden Molecüle kann so 
überwiegen, dass sie die Molecüle aus der Wirkungssphäre ihrer Nach- 
bartheilchen herausreisst. An der Trennungsstelle ist nun ein leerer 
Baum, in welchem die Dampf bildung auch plötzlich und stossweise 
erfolgen kann. Nach Beobachtungen von Dufour und Krebs geschieht 
die Dampf bildung unter solchen Umständen thatsächlich explosionsartig. 

Auf. 1. Es ist die Höhe eines Berges zu berechnen, an dessen Fusse 
das Wasser bei 99^ und auf dessen Gipfel es bei 91^ C siedet. Die 
Barometerstände bei den angegebenen Siedepunkten sind 73 3 '2 und 
545*7 mm, und die Gleichung für die barometrische Höhemnessung ist 
h =: 18474 (log b — log h\) — (ä = 2360 mm.) 2. Leitet man 3 kg Dampf 
von 100^ C in 150 kg Wasser von 20^ C, so erwärmt sich das Ganze 
auf 32^; wie gross ist die Dampfwärme des Wassers? — (532 Cal.) 3. Man 
leitet 1 kg Atherdampf von 35® C durch ein Schlangenrohr, das in 
10 kg Wasser von 10® C hegt; der Äther fliesst mit 35® C ab, das 
Wasser steigt auf 19® C; wie gross ist die Dampfwärme des Äthers? — 
(90 CaL) 4. Welche Temperatur erhalten 100 kg Wasser von 10® C, 
wenn in dasselbe 4 kg Dampf von 100® C geleitet werden? Verdampfangs- 
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wärme = 536 Cal. — (34'08® C.) 5. Es ist aus der CohäsioDsarbeit 
= Pv des Wassers bei 0^ C, welche der Verdampfungswärme äquivalent 
ist, der Cohäsionsdruck P zu berechnen. Yerdampfungswärme 596*8 Cal, 
/=427kgm, Wasservol. i; = 1000 cm^ — (Aus P- 1000 = 596'8- 42700 
folgt P == 25483 kg/cm^. Berechnung nach J. Stefan.) 6. Es ist die vor- 
hergehende Aufgabe so zu lösen, dass man die zur Überwindung der 
Cohäsion P bei der Volumsänderung verbrauchte Arbeit mittelst der van 
der Waals'schen Annahme P = a/v^ berechnet. Das Wasservol. v^ = 1 dm*, 
das Dampfvol. t^g == 1165*4 dm*. — (Die Verdampfangsarbeit ist 

Jp. dv =fa ' dv/v^ = a(t?3 — v^/v^v^ = 25470000 kgcm; 

a= 2549 • 10'^ und P= a/v^^^^ 25500 kg/cm^) 7. Der Cohäsionsdruck 
P des Wassers bei 100® C ist- nach den in den vorhergehenden Aufgaben 
angegebenen Methoden zu ermitteln. Das Wasservolumen =1043 cm*, 
das Dampfvol. = 1650*4 dm*, die Verdampfungswärme = 536 Cal. — 
(p= 21940 kg/cm^). 8. Der Cohäsionsdruck des Eises ist aus der Subli- 
mationswärme = 676*8 Cal und der Dichte 0*92 zu bestimmen. — 
(P = 31000 kg/cm^.) 9. Wie gross ist der Cohäsionsdruck des Äthers 
bei 0® C, wenn die Verdampfungswärme 94 Cal und die Dichte 0*7366 
sind? — (P=2957 kg/cm^) 10. Wie gross ist der Cohäsionsdruck des 
Schwefelkohlenstoffes bei 0® C, wenn die Verdampfungswärme 90 Cal 
und die Dichte 1*2923 sind?— (P = 4960 kg/cml) 

§ 84. Gesetze yerdünnter Salzlösungen. Durch die Auflösung 
eines Salzes im Wasser wird der innere Flüssigkeitsdruck vermehrt; 
der Druckzuwachs heisst der osmotische Druck. (Siehe § 68.) Für 
denselben gilt nach van't Hoff das Gasspannungsgesetz, wenn die Lö- 
sung so verdünnt ist, dass die Cohäsion der Salztheilchen aufeinander 
unberücksichtigt bleiben kann. 

Infolge des osmotischen Druckes wird der Gefrierpunkt des 
Lösungsmittels erniedrigt, der Siedepunkt erhöht und der Dampf- 
druck über dem Mittel wird vermindert. Die Gesetze lassen sich 
in folgender elementaren Weise ableiten^): 

Die Entwickelung des ersten Gesetzes kann ähnlich geschehen, 
wie jene der Erniedrigung des Schmelzpunktes durch Druck. 

Wir benützen ein System von Wasser und Eis bei der Schmelz- 
temperatur und lassen die Gewichtseinheit Wasser erstarren; die hie- 
bei entwickelte Erstarrungswärme q entspricht (§ 80) folgender bei 
constanter Temperatur geleisteten Schmelzarbeit 



w 



=f(P+p)-dv^Tf^ = T.JS=J-q. 



Nun werde anstatt Wasser eine verdünnte Salzlösung benützt und 
derselbe Process durchgeführt; für den Arbeitswert gilt dann analog 

1) Vgl. meine Abhdlg. in d. Ztsch. f. d. Rlschlw. Wien. 1890. S. 692. 
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und man erhält 

Thatsächlich erstarrt in der Lösung nur das reine Wasser, und wir 
können annehmen, dass bei der geringen Temperaturänderung ^8 
dasselbe bleibt. Der Unterschied ^w beider Arbeiten ist der Arbeit 
äquivalent, durch welche die betreffende Wassermenge aus der Lösung 
entfernt werden kann; denn die Erstarrung des Wassers der Lösung 
kann auch so geschehen, dass man erst das Wasser aus der Lösung 
entfernt und dann jenes erstarren lässt. Ist die Lösung in einem 
cylindrischen Gefässe zwischen einem Kolben und einer halbdurch- 
lässigen Wand eingeschlossen, so muss auf ersteren ein Druck in der 
Stärke des osmotischen Druckes, der mit p bezeichnet werden soll, 
ausgeübt werden, um durch die letztere Wasser zu treiben. Ist v das 
Volumen des so entfernten Wassers, so gilt für den osmotischen 
Druck das dem Charles -Boyle-Avogadro^schen Gesetze analoge Gesetz 

von van't HofiF 

^w =p - V = 2 • n ' T ' Jj 

wenn n die im Volumen v vorhandene Anzahl der Salzmolecüle an- 
gibt. Durch Einführung dieses Wertes in die vorhergehende Glei- 
chung erhält man 

das van't Hoffsche Gesetz der Gefrierpunktsemiedrigung. Nach dem- 
selben ist die Temperaturemiedrigung der Anzahl der gelösten Salz- 
molecüle und dem Quadrate der absoluten Temperatur direct und der 
Schmelzwärme umgekehrt proportional. Das Gesetz kann dazu be- 
nützt werden, die Molecülzahl n und das Moleculargewicht zu berechnen^). 
Die durchgeführte Betrachtung lässt sich auch für die Verdampfung 
von Salzlösungen geltend machen. Wir wollen das Resultat dazu 
benützen, das Gesetz der Dampfdruckverminderung über Lö- 
sungen zu gewinnen. Zu diesem Zwecke setzen wir den gefundenen 
Wert ^T in die Gleichung für die latente Ausdehnungswärme (§ 80) 
(^^Q=q^^ nämlich in 

und erhalten J2 - n - T = Ap • z/i;, 

wo /Ip die Dampf druckverminderung bedeutet; für z/i; als Unter- 
schied des Dampf- und Flüssigkeitsvolumens der Gewichtseinheit setzen 
wir näherungsweise das Dampfvolumen. Nach der Zustandsgieichung 
gilt für dasselbe, wenn p der Dampfdruck und "N die Anzahl Wasser- 
molecüle sind, 

p.^v = 2NTJ, 

1) G. Helm, Grundzüge der math. Chemie. S. 101 ff. 
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Aus den zwei letzten Gleichungen folgt 

zip n 

d. h. das Verhältnis der Dampfdruckverminderung über einer Salz- 
lösung zu dem herrschenden Dampfdrucke ist gleich dem Verhält- 
nisse der Zahlen der Molecüle von Salz und Lösungsmittel. Das 
Ergebnis stimmt überein mit dem von Raoult durch Messungen 
festgestellten Gesetze^). 

Die entwickelten Gesetze des osmotischen Druckes der Gefrier- 
punktsemiedrigung und Verminderung des Dampfdruckes gelten voll- 
kommen für Lösungen fester Stoflfe (wie z. B. Zucker), welche sich 
zum Lösungsmittel chemisch indifferent verhalten. Viele Salze, Säuren 
und Basen zeigen aber Abweichungen, und zwar von allen, drei Ge- 
setzen im gleichen Sinne. Der osmotische Druck ist z. B. für Chlor- 
kalium fast doppelt so gross, als er nach dem Moleculargewichte sein 
sollte. Diese Abweichungen werden dadurch erklärt, dass die bezüg- 
lichen Stoflfe in ihren Lösungen dissociiert angenommen werden. Die 
Erklärung steht mit anderen Erscheinungen, z. B. mit der Elektrolyse 
solcher Körper, im vollen Einklänge. 

§ 85. Einfluss der Oberfläclienspannung auf die Dampfspannung^). 
Nach W. Thomson ist die Dampfspannung über einer Flüssigkeit von 
der Oberflächenspannung der Flüssigkeit und somit auch von der Ge- 
stalt der Oberfläche abhängig. Um die gesetzmässigen Beziehungen 
aufzufinden, nehmen wir zwei Flüssigkeitskugeln von verschiedener 
Grösse im Dampfe derselben Flüssigkeit an und setzen den Dampf 
gesättigt voraus, so dass Gleichgewicht herrscht. Es mag. nun ein 
Theilchen von der ersten Flüssigkeitskugel in Dampf übergehen und 
gleichzeitig ebenso viel Flüssigkeit aus dem Dampf an der zweiten 
Flüssigkeitskugel niedergeschlagen werden. Dadurch wird das Gleich- 
gewicht nicht gestört und es müssen deshalb die geleisteten Arbeiten 
zusammen die Summe Null geben. In mathematischer Form gibt 
die Bedingung eine Gleichung, aus welcher sich die Unterschiede der 
Dampfspannungen über den beiden Flüssigkeitskugeln berechnen lassen. 
Um die betreflfende Gleichung zu erhalten, benützen wir die poten- 
tielle Energie der kugelförmigen Flüssigkeitsmasse, die sich aus der 
Arbeit der inneren Flüssigkeit m und aus der Arbeit der Oberfläche 
zusammensetzt; sind das Volumen v, die Dichte d, der Normaldruck 
P, die Oberflächenspannung H, der Halbmesser der Kugel r, dann 
haben wir für die Cohäsionsarbeit der Flüssigkeit die Gleichung (S. 205) 

1) W. Ostwald, Grundriss der allgemeinen Chemie. S. 137. 

2) Siehe meine Abhdlg. über die Gesetze d. Oberflächendruckes. S. 42. 
Troppau 1890. 
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Lastet auf der Flüssigkeit ein Dampfdruck ^, so vermehrt der- 
selbe den Cohäsioösdruck und wir können schreiben 

A = (P + p)'^ + H'Ar^^, 

Beim Entfernen eines Theilchens ändern sich Masse und Halb- 
messer und damit auch der Arbeitswert der Flüssigkeitskugel; die 
Arbeitsänderung ist 

femer ist 

m = — • r* • 3r • d und ^m = 4r^ jc - d- z/r, 

daher wird 

JA _ P + p . 2H 

Jm d ' r.d* 

Der Ausdruck bestimmt die Verdampfungsarbeit für die Massen- 
einheit der Flüssigkeit, wenn der Dampf in den leeren Baum ent- 
weicht; geht derselbe aber in den um die Kugel liegenden Dampf 
über, so behält er den Arbeitswert (Pi-\- p)/^^), wenn P^ den Cohä- 
sionsdruck und d^ die Dichte des Dampfes bedeuten; dieser Wert 
ist in Abzug zu bringen. Daher erhalten wir für die Verdampfungs- 
arbeit der Masseneinheit 

JW ^ P + p , 2^ 5_db?. 

' Dieselbe Form gilt für den Arbeitsgewinn beim Niederschlagen 
des Dampfes auf der zweiten Flüssigkeitskugel; wir haben nur die 
entsprechenden Grössen einzusetzen, nämlich den Halbmesser r^, die 
Dampfspannung 2>i ^^^^ den inneren Dampfdruck (P^ -|- jö^). Das 
Gleichgewicht fordert die Gleichheit beider Arbeitswerte und daher 
gilt die Bedingung 

daraus folgt 

{p. -P){^ - t) = ¥ • (i- 7-)- 

Ist die zweite Flüssigkeitsmasse eben begrenzt, dann ist r^ = (x>. 
Bezeichnen wir den Dampfdruck an dieser Begrenzungsfläche mit p^^ 
dann erhalten wir für den Dampfdruck über der gekrümmten Flächö 

_ , 2H'd^ 

Die Gleichung lehrt den Satz: Der Unterschied der Dampfspan- 
nungen Über einer gekrümmten und einer ebenen Fläche ist propor- 
tional der Oberflächenspannung, der mittleren Eiümmung des betref- 
fenden Flächenelementes und der Dampfdichte, und umgekehrt pro- 
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portional der Differenz, aus den Dichten von Flüssigkeit und Dampf. 
Mit Rücksicht auf das Vorzeichen des Krümmungshalbmessers folgt, 
dass die Dampfspannung über convexen Flüssigkeitsoberflächen 
grösser und über concaven Flächen kleiner ist als über ebenen. — 

Nach Thomson und R. v. Hebnholtz^) kann das Gesetz zur Er- 
klärung einiger wichtiger Erscheinungen verwendet werden. Da das 
Maximum der Spannkraft des Dampfes über concaven Flüssigkeits- 
oberflächen geringer ist, als über ebenen, so wird daselbst auch 
schon bei geringerem Druck Condensation eintreten. 

Hiemach erklärt sich das Peuchtwerden hygroskopischer Stoffe, 
wenn auch die umgebende Luft nicht mit Wasserdampf gesättigt ist, 
und ebenso der Beginn der Condensation des Wasserdampfes in der 
Luft an Staubtheilchen. Die Condensation über convexen Oberflächen 
erfolgt erst bei höherem Drucke als über ebenen; daher in dampf- 
haltiger Luft kleine Wassertröpfchen sich nicht vergrössem, sondern 
vielmehr verdampfen werden; nach Maxwell werden nur die grösseren 
Tropfen durch Verdichtung wachsen, so dass allein durch solche Ver- 
dichtung sichtbare Tropfen gebildet werden, ohne dass kleinere Tropfen 
sich dazu vereinigen müssten. Auch die Verdampfung wird bei 
kleinerem Drucke beginnen an Stellen mit concaver Oberfläche; 
solche Flächen sind in einer Flüssigkeit vorhanden, welche Gase 
absorbiert enthält und wird hierdurch der Einfluss erklärt, den die 
absorbierten Gase auf das Sieden der Flüssigkeit ausüben. 

§ 86. Discusslon der van der Waals'sclien Zustandsglelcliung. 
Eritisclier Punkt. Die Zustandsgieichung in der Form 

{P + p)iv - ,a) =^ B • T 

wurde aus dem ersten Hauptsatze der mechanischen Wärnietheorie 
gewonnen und darf deshalb auch allgemeine Giltigkeit beanspruchen. 
P ist eine unbestimmte Function des Volumens. Bei molecularen 
Veränderungen sind die Grössen © und M veränderlich; die letztere 
ist jedenfalls der Molecülzahl proportional. Wenn keine molecularen 
Veränderungen eintreten, so dürfen © und B, als constant betrachtet 
werden. Unter dieser Voraussetzung macht van der Waals von der 
Zustandsgieichung Gebrauch^); femer setzt er für P = a/v^, sieht 
auch a als constant an und gewinnt dadurch ein einfaches, leicht an- 
wendbares, allerdings nur näherungsweise richtiges Gesetz, nämlich 
die Form 



{p+^){y-a;) = B^T, 



1) Helmholtz, Wied. Ann. 27. S. 520. 

2) Van der Waals: Die Continuität des gasf. u. flüssg. Zustandes. Deutsch 
V. Roth. 1881. 
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Der äussere Druck p, das Volumen v und die absolute Temperatur 
T gelten als veränderlich; a, o und R als constant. Van der Waals 
bezieht diese Zustandsgieichung auf Flüssigkeiten und Grase und zieht 
eine Reihe wichtiger Folgerungen über den Vorgang bei der Ver- 
dampfung, über die Unterschiede zwischen Dämpfen und Gasen u. s. w., 
die durch Versuche bestätigt werden. Da die Gleichung namentlich 
in geometrischer Darstellung ein sehr anschauliches Bild von den be- 
treffenden Erscheinungen zu geben vermag, so soll dieselbe im Folgen- 
den discutiert werden. Wenn auch das Bild nur auf annäherungs- 
weise Richtigkeit Anspruch machen kann, so vermag es der physi- 
kalischen Erklärung, um die es uns hier zu thun ist, doch vorzüg- 
liche Dienste zu leisten^). 

Zunächst lässt sich die Gleichung so umformen, dass sie gleich- 
zeitig für alle Flüssigkeiten und Gase, auf die sie überhaupt anwend- 
bar ist, gilt. 

Zur Durchführung dieser Umformung ordnen wir nach v und 
erhalten 

v"^ — ( h (d) ' v^ -i V = 0. 

Die Gleichung hat drei gleiche Wurzeln Vq^ weuji sie überein- 
stimmt mit der Form 

Dies ist der Fall, wenn die Coefficienten derselben Potenzen von 
V in beiden Gleichungen einander gleich sind, also wenn 



BT , « a 



2 aeo 3 



Daraus ergibt sich, wenn wir noch die diesen Bedingungen ent- 
sprechenden Zustandsgrössen mit den Zeigern versehen. 



27. CO«' -"0 27üJ.iJ 

Der Zustand des Körpers ist also in diesem Punkte durch seine 
charakteristischen Constanten völlig bestimmt; er wird der kritische 
Zustand genannt. Tq heisst die kritische Temperatur oder der kri- 
tische Punkt, Vq das kritische Volumen und Pq der kritische Druck. 
— Führt man diese Grössen als Einheiten in die allgemeine Gleichung 
ein, indem man setzt 



1) Siehe meine Abhdlg. über Ähnlichkeit verschied. Spannungszustände in 
d. Ztsch. f. d. Rlschlw. 1881. S. 686. 

Jauuschke, Erhaltung der Energie. 19 
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SO erhält man die Form 

Damit sind sämmtliche von der besonderen Natur eines Körpers 
abhängigen Constanten weggefallen*, das Gesetz gilt demnach in dieser 
Form für alle Flüssigkeiten und Gase gleichzeitig innerhalb seines 
Verwendungsgebietes, für das sich zunächst gemäss obiger diesbezüg- 
lichen Bemerkungen die Bedingung % > y erkennen lässt. 

Die zahlreichen Schlussfolgerungen, welche sich daraus für alle 
Körper beider Zusammenhangsformen ergeben, wollen wir beschränken 
auf eine kurze Betrachtung der Zustandsänderungen in zwei FäUen, 
nämlich bei stets gleichbleibender Temperatur (nach einer Isotherme), 
und unter gleichem Druck (nach einer Curve constanten Druckes). 
Der Verlauf der bezüglichen Erscheinungen wird durch Benützung 
einer graphischen Darstellung deutlich und übersichtlich. 

Das Bild für die Zustandsänderung bei constanter Temperatur 
liefern die Isothermen in Fig. 62. Dieselben sind unter der gewöhn- 
lichen Annahme, dass der Druck in der Richtung der verticalen 
Achse und das Volumen in der Richtung der horizontalen Achse 
gemessen werden, nach der vorstehenden Gleichung für die Tempera- 
turen ^ = 02, ^ = 0-9, t=l und t = 2 construiert. 



Fig. 62. 



p IV iir 




Der Verlauf der Isotherme I (für < = O'O) zeigt, dass ftir 
Drucke, die grösser als EE' (0-724...) sind, der Körper nur ein 
Volumen besitzt, also hur in einem Zustande bestehen kann; dieser 
Zustand ist der flüssige. Für einen Druck zwischen EE' (0-724) 
und DD' (0-409) zeigt die Curve drei verschiedene Volumen; der 
Körper kann da in drei verschiedenen Zuständen, im flüssigen, gas- 
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förmigen und einem labilen Zwischenzustande, bestehen. Bei kleine- 
ren Drucken als JDD' hat der Körper stets nur ein bestimmtes Volu- 
men, bei welchem er sich im gasförmigen Zustande befindet. 

Der Verlauf der Isotherme in Verbindung mit den beobachteten 
Thatsachen gestattet einige Schlüsse bezüglich des Überganges aus 
dem flüssigen in den gasförmigen Zustand. Die Beobachtung lehrt, 
dass die Verdampfung bei constantem äusseren Drucke erfolgt, 
nämlich bei der vielfach bestimmten Maximalspannung {AA'= CG') 
des mit seiner Flüssigkeit in Berührung stehenden Dampfes. Die beim 
Verdampf ungsprocess geleistete äussere Arbeit — das Product aus 
der Kraft in die Volumsänderung — wird demnach durch ein Recht- 
eck angegeben, das in Fig. 62 durch AA'CC dargestellt erscheint. 
Nach W. Thomson bestehen bei der Verdampfung die von dem 
Linienstücke ÄDBEC dargestellten Zustände in der Oberflächen- 
schichte und wird von der Wärme des Körpers Arbeit geleistet, 
welche, nach der Form Up • ^dv berechnet, der von dem Linienzuge 
ÄBBECC'A'A eingeschlossenen Fläche gleichkommt. Claüsius^) 
hat mittelst des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheorie 
nachgewiesen, dass diese beiden Arbeiten einander gleich sein müssen. 
Unter der Bedingung dieser Gleichheit, welche wir nach dem Energie- 
principe auch direct anerkennen können, liegt die Gerade AG des 
gleichen äusseren Druckes, welche der Verdampfung entspricht, so, 
dass die Flächenstücke AJDBA und BECB eiiiander gleich sind. — 
Die erfahrungsmässige Linie des äusseren Druckes hat somit die Form 
lABCT, Thatsachen sprechen indessen dafür, dass eine Flüssigkeit 
auch bei bedeutend niedrigeren Drucken als AA' [längs der Isotherme 
IV selbst bei negativen Drucken^)] bestehen kann, nämlich wenn 
dieselbe nicht mit ihrem Dampfe in Verbindung steht; sobald aber 
eine solche Berührung eintritt, dann geht die Dampfentwickelung 
unter demselben Drucke explosionsartig vor sich; es erfolgt ein „Sie- 
den mit Stossen^^, indem die entwickelte Arbeit des Gases (längs des 
gekrümmten Isothermenstückes) grösser ist, als die bei constantem 
Drucke geleitete äussere Arbeit zur Vergrösserung des Volumens. — 
Bei einem Drucke, der grösser als AA' und kleiner als EE' ist, 
wird ein Dampf, welcher mit seiner Flüssigkeit in Berührung steht, 
condensiert werden. — Ein Zustand, welcher dem Linienstücke DBE 
entspricht, ist nicht stabil, da bei Überführung dahin entweder die 
entwickelte innere Arbeit (die von der Linie begrenzte Fläche), oder 
die geleistete äussere Arbeit (die von der Geraden des constanten 
Druckes begrenzte Fläche) grösser ist, und daher bis zur Gleichstel- 



1) R. Clausius, Wied. Ann. 9, S. 336. 

2) Z. B. eine Quecksilbersäule im Barometerrohre, deren Höhe grösser ist, 
als sie dem Luftdrucke entspricht. Siehe Maxwell, Theorie der Wärme, S. 224. 

19* 
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lung beider noch ein weiterer Vorgang folgen muss, wenn überhaupt 
die Zustandsänderung • nach einer bestimmten Isotherme geschehen 
soll. — Wir bemerken auch noch, dass die höchsten und tiefsten 
Punkte der Curve, zwischen welchen die Verdampfung oder die Con- 
densation erfolgt, zu beiden Seiten der Ordinate KK' des kritischen 
Volumens (= 1) liegen. Die Volumen für diese Punkte sind ungefähr 

Ve = 1*5 und Vd = 0*75. 

Die Isotherme II, welche der kritischen Temperatur zugehört, 
und alle oberhalb derselben gelegenen Linien zeigen keine höchsten 
und tiefsten Punkte; alle die betreffenden Linien ergeben bei einem 
bestimmten Drucke nur ein Volumen; längs der ganzen Isotherme 
besteht der Körper nur in einem, dem eigentlichen gasförmigen 
Zustande. Damit ist auch die physikalische Bedeutung' des kri- 
tischen Punktes. gegeben: bei allen über dem kritischen Punkte ge- 
legenen Temperaturen ist es nicht möglich, ein Gas durch Druck in 
den flüssigen Zustand zu bringen. — Die Isothermen {III IIF) der 
noch bedeutend höher gelegenen Temperaturen nähern sich in ihrer 
Form allmählich einer gleichseitigen Hyperbel (j)V = BT), welche 
dem Boyle'schen Gesetze entsprechen würde. 

Die Grenzpunkte der geraden Verdampfungslinien von den auf- 
einanderfolgenden Isothermen setzen eine Linie AKC . . . zusammen, 
welche den flüssigen, .dampfförmigen und den Zwischenzustand trennt, 
die Volumsänderung bei der Verdampfung erkennen lässt und zeigt, 
dass diese immer kleiner wird, je höher die Temperatur ist; beim kri- 
tischen Punkte bestehen alle drei Zustände zu gleicher Zeit, und über 
demselben findet keine sprungweise Volumsänderung, also auch keine 
entsprechende Zustandsänderung mehr statt. 



Fig. 63. 




Der kritische Punkt ist für Äther 187-5« C, 

„ Weingeist 258-6^ C 
und „ Wasser 411-70 ^). 



1) Maxwell, a. a. 0. S. 142. 



C 



§86.] V. Wärme. 293 

Gewöhnlich findet der Verlauf der Erscheinung bei fortgesetzter 
Erwärmung einer Flüssigkeit unter constantem äusseren Druck 
statt. Derselbe ist in Fig. 63 bildlich dargestellt, welche die Span- 
nungsgleichuDg für den in Einheiten des kritischen Druckes gemes- 
senen Druck ^1 = 0*2 ergibt. Die Temperaturen sind darin längs 
der Ordinatenachse und die Volumen längs der Abscissenaxe auf- 
getragen. An dem sich ergebenden Linienzuge lassen sich ähnliche 
Betrachtungen anstellen, wie an der Isotherme. Man ersieht einen 
dem flüssigen Zustande entsprechenden, rasch ansteigenden linken und 
einen dem gasformigen Zustande zugehörigen rechten Theil c und 
dazwischen einen zweimal entgegengesetzt gekrümmten Verbindungszug 
6, welcher einem labilen Zustande in der Oberflächenschichte ent- 
sprechen mag. Der höchste Punkt darin hat die Ordinate T= 0*8694. 
Während der Verdampfung durchläuft der den Zustand bestimmende 
Punkt den letzteren Verbindungstheil als theoretischen Linienzug des 
Überganges, und die Temperaturcoordinate beschreibt dabei eine Fläche, 
welche durch die Form 2]t • ^v gegeben ist. — Die Erfahrung lehrt 
aber, dass die Verdampfung bei constanter Temperatur, also längs 
einer horizontalen Geraden g^ welche mit der auch bei der Isotherme 
gezeichneten Geraden der Verdampfung unter demselben Druck und 
derselben Temperatur übereinstimmt, erfolgt. Die in Wirklichkeit 
gemessene constante Temperaturcoordinate beschreibt demnach ein 
Rechteck, dessen Fläche durch die Volumsänderung und den Energie- 
verbrauch bei der Verdampfung völlig bestimmt ist. Soll nun der 
theoretische Verlauf nach der krummen Linie in Fig. 63 mit den 
thatsächlichen Verhältnissen übereinstimmen, so müssen die beiden, 
nämlich die von den theoretischen und den thatsächlichen Temperatur- 
coordinaten beschriebenen Flächen einander gleich sein. Damit ist 
die Lage der Geraden, nach welcher das Sieden erfolgt, und gleich- 
zeitig auch die Siedetemperatur und die Grösse der Volumsände- 
rung bei der Verdampfung bestimmt. — Wenn die Flüssigkeit eine 
höhere als der Geraden g entsprechende Temperatur annimmt, dann 
tritt die Erscheinung des Siedeverzuges ein, welche wirklich beob- 
achtet wird, wenn die Flüssigkeit keine Gase absorbiert enthält. 
Ähnlich, wie es die Betrachtung der Isotherme ergeben hat, tritt in 
diesem Falle ein Sieden mit Stossen auf. 

Die obige, für alle Flüssigkeiten und Gase gleichzeitig giltige 
Spannungsgleichung in Verbindung mit der für den Verdampfungs- 
process giltigen Gleichung nach Clausius 

p • jdv =fp • dvy 

deren Bedeutung in graphischer Darstellung vorstehend angegeben 
wurde, gestattet für jede bestimmte Temperatur als Siedepunkt die 
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zugehörige Spannung und umgekehrt, und ebenso die zugehörigen 
Flüssigkeits- und Gasvolumen zu berechnen. Die erhaltenen Resul- 
tate gelten für alle Körper zugleich, deren Temperatur, Druck und 
Volumen dieselben Vielfachen der bezüglichen kritischen Grössen sind. 
Besitzt man für eine gewisse Flüssigkeit erfahrungsgemäss Zu- 
standsbestimmungsstücke, dann können diese auch benützt werden, 
um die entsprechenden Daten einer anderen Flüssigkeit zu berechnen, 
wenn für die letztere Temperatur, Druck und Volumen im kritischen 
Zustande bekannt sind. Hierdurch ist unter anderen eine allgemeine 
Beziehung zwischen den Siedetemperaturen der verschiedenen Flüssig- 
keiten, ein Gesetz entsprechender Siedepunkte ausgedrückt: 
nämlich, wenn die Drucke verschiedener Flüssigkeiten in Einheiten 
der zugehörigen kritischen Drucke einander gleich sind, so sind auch 
die Siedetemperaturen in Einheiten der betreffenden kritischen Tem- 
peraturen einander gleich. Damach ist es z. B. möglich, den Siede- 
punkt für Kohlensäure unter dem Drucke 1 Atm. zu berechnen, wenn 
die Beobachtungen für Ätherdampf bekannt sind. Für Kohlensäure 
sind der kritische Druck 72 Atm. und die kritische Temperatur 

303-9 <^ T; 1 Atm. ist ^ des kritischen Druckes. — Für Äther ist der 

kritische Druck 36*9 Atm. und die kritische Temperatur 188^ C. 
Soll der Druck p des Äthers in Einheiten des kritischen Druckes mit 
dem der Kohlensäure übereinstimmen, dann ist 

P 1 



36-9 72 

also 

_p = ?^ . 760 = 389 mm. 

Für diesen Druck findet man in einer Beobachtungstabelle als 
Siedepunkt des Äthers ungefähr 16*9 <> C, d. i. 273 + 16-9 absolute 
Temperaturgrade, oder in Theilen der kritischen Temperatur = 0*629. 
— Diese Temperatur in Einheiten der betreffenden kritischen Tem- 
peratur ist auch der Siedepunkt der Kohlensäure; umgerechnet erhält 
man für denselben 0*629 • 303-9 absolute Grade oder — 82® C. Aus 
Faraday^s Beobachtungen ergibt sich thatsächlich — 82® C ^). 

Verbesserungen der van der Waals'schen Zustandsgieichung wur- 
den von Clausius^), Kammerling-Onnes *), G. Jäger*) u. a. angegeben. 



1) Van der Waals, a. a. 0. S. 133. 

2) Van der Waals, Continuität, S. 129. 

3) Kammerling-Onnes, k. Ak. van Vetensch. 1881, 46 und "Winkelmann, 
Hdb. d. Phys. E, S. 739. 

4) G. Jäger, Wien. Ber. 101, S. 1520 u. 102, S. 267 u. Winkelmann, Hdb. 
n, S. 644 u. 661. 
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Die betreffenden Gleichungen lassen sich in ähnlicher Weise wie die 
erstere zu einer Theorie der übereinstimmenden Zustände verwenden. 

Aufg. Figur 62 ist zur Erklärung folgender Sätze zu verwenden: 

1) Beim Sieden hat der Dampf stets den Druck der äusseren Luft; 

2) Dampf, dessen Temperatur gleich dem seinem Drucke entsprechenden 
Siedepunkte ist, befindet sich im Maximum der Spannkraft; 3) jede Vo- 
lumsverminderung beim Maximum der Spannkraft hat keine Drucksteige- 
rung, sondern Condensation zur Folge; 4) das Maximum der Spannkraft 
wächst mit der Temperatur; 5) Gase über dem kritischen Punkt haben 
kein Maximum der Spannkraft. 



VI. Elektricität. Elektrostatik. 

§ 87. Grundersclieinuiigen. Elektriselier Zustand. Die Elektri- 
cität tritt in der gewaltigen und grossartigen Erscheinung des Ge- 
witters, im Polarlichte und anderen Naturerscheinungen zutage, und 
für die Industrie und den Verkehr ist sie heute eine unentbehrliche 
Kraft. Die Kenntnisse über dieselbe wurden jedoch erst in den 
letzten zwei Jahrhunderten gewonnen: erst im 18. Jahrhunderte er- 
kannte Franklin die elektrische Natur des Gewitters, und die Elektro- 
technik ist eine Errungenschaft der letzten Jahrzehnte. 

Die Gründe dafür, warum die Kenntnis von der Elektricität nicht 
schon früher erworben wurde, sind darin zu suchen, dass dieselbe nur 
auf experimentellem Wege zu erreichen war, und dass diese Forschungs- 
methode erst in der letzten Zeit ausgebildet wurde, femer darin, dass 
wir einen besonderen Sinn zur Wahrnehmung der Elektricität nicht 
besitzen. Die alten Griechen (Thaies von Milet 600 v. Chr.) kannten 
die Eigenschaft des Bernsteins, dass er durch Reibung befähigt wird, 
leichte Körperchen anzuziehen. Gilbert in Colchester (1600) unter- 
suchte, ob nicht andere Körper ebensolche Anziehung ausübten, und 
fand dieselbe Eigenschaft beim Diamant, Saphir, Opal, Bergkrystall, 
Glas, Schwefel, Harz, Steinsalz u. a.; er nannte die Körper elektrische 
Körper (von Bernstein = i^kextgov) und die ihnen innewohnende 
Kraft elektrische Kraft ^). Nicht elektrisch, und deshalb auch an- 
elektrisch genannt, wurden: Smaragd, Achat, Perlen, Chalcedon, 
Alabaster, Marmor, Knochen, Elfenbein und die Metalle. Gilbert 
wies auch den ungünstigen Einfluss der Feuchtigkeit auf die elektri- 
schen Körper nach. 

Otto von Guericke (Exper. v. ca. 1650 — 1663) entdeckte, dass ein 
leichter Körper, z. B. eine Flaumfeder, nach der Anziehung von einem 
geriebenen elektrischen Körper von diesem abgestossen wurde. (Ver- 
suche mit dem elektrischen Pendel. Das Strohhalmelektroskop von 
Volta 1781.) Er bemerkte auch das elektrische Leuchten und Knistern 
einer Schwefelkugel. Boyle fand, dass nicht elektrisierte Körper elek- 
trisierte anziehen, dass also die Wirkung der Körper wechselseitig 

1) Rosenberger, Geschichte d. Phys. Wallentin, Moderne Elektricitätslehre. 
Silv. Thompson, Vorlesungen über Elektr. Deutsch von Himstedt. 
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ist, femer zeigte er, dass die elektrische Anziehung auch im luft- 
leeren Räume stattfindet. 

§ 88. Gute und scUeclite Leiter der Elektricität. Stephan Gray 
untersuchte (1727), ob eine Glasröhre in anderer Weise elektrisch 
würde, wenn sie an beiden Enden geschlossen, als wenn sie offen 
wäre, und bemerkte, dass nicht nur die Röhre selbst, sondern auch 
der Kork, mit dem sie geschlossen war, leichte Körper anzogen. Er 
steckte dann in den Kork Holzstäbchen und Drähte, befestigte 
Bindfäden, verband damit am Ende eine Elfenbeinkugel und fand, 
dass der Erfolg derselbe blieb. Zugleich wies er nach, dass der elek- 
trische Zustand durch die Stäbchen und Drähte fortgeleitet wurde. 
— Seide, Haare, Harz, Glas und einige andere Körper leiteten die 
Elektricität nicht weiter; diese Körper wurden dazu benützt, in den 
Leitern die Elektricität lange Zeit zu erhalten. 

Nach der Leitungsfähigkeit theilt man die Körper ein in gute 
Elektricitätsleiter (Metalle, Graphit, Säuren, Salzlösungen, Schnee, 
lebende Pflanzen, thierische Organe), Halbleiter (Alkohol, Äther, 
trockenes Holz, Papier, Stroh, Eis bei 0® C) und schlechte Elek- 
tricitätsleiter oder Isolatoren (Glas, Harz, Schwefel, Bernstein, 
Schellack, Kautschuk, Leder, Pergament, trockenes Papier, Federn, 
Seide, Glimmer, trockene Gase). In Verbindung mit Wheeler wies 
Gray nach, dass die „elektrischen" Körper in den Versuchen 
Gilberts schlechte Leiter der Elektricität, hingegen die „anelek- 
trischen" Körper gute Leiter der Elektricität waren, und dass es 
noth wendig ist, diese Körper zu isolieren, um ihren elektrischen Zu- 
stand nachweisen zu können. (Versuche über Leitung zwischen einem 
Conductor und einem Goldblattelektroskop.) Winkler construierte 
den ersten Entlader. 

§ 89. Positive und negative Elektricität. Du Fay machte die 
wichtige Entdeckung (1733), dass der elektrische Zustand eines ge- 
riebenen Glasstabes von jenem eines geriebenen Harzstabes verschieden 
war: Er benützte ein Pendelelektroskop und fand, dass, wenn es mit 
einem geriebenen Glasstabe elektrisiert worden war, von jedem elek- 
trischen Glasstabe abgestossen, von einem elektrischen Harzstabe aber 
angezogen wurde; nach Elektrisierung des Pendels mit dem Harz- 
stabe wurde es von dem Harzstabe abgestossen und von dem elek- 
trischen Glasstabe angezogen. Ebenso wie Glas verhielten sich Edel- 
steine, Haare, Wolle, und wie Harz Bernstein, Seide, Gummilack u. a. 
Die eine Art Elektricität wurde Glaselektricität, die andere Art 
Harzelektricität genannt. Nachträglich erkannte man, dass die 
Art der Elektricität nicht nur von dem geriebenen Körper, sondern 
auch von dem Reibzeuge abhängt: Glas liefert, z. B. mit Katzenfell 
gerieben, Harzelektricität und Harz, mit amalgamiertem Leder ab- 
gerieben, Glaselektricität. Man gab deshalb die angegebenen Namen 
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auf und bezeichnete * nach dem Vorgange Franklins die am Olase 
durch Reiben mit Leder erzeugte Elektricität als positive und die 
am Harz mit Seide oder Wolle erregte Elektricität als negative. 
Die Wechselwirkung beider Elektricitätsarten lässt sich in das Gesetz 
zusammenfassen: Gleichartig elektrische Körper stossen einander ab, 
ungleichartig elektrische Körpier ziehen einander an. 

§ 90. Sitz der Elektricität. Le Monnier fand, dass ein hohler 
und ein massiver Leiter von gleicher Form und Grösse, in gleicher 
Weise elektrisiert, gleich stark elektrisch werden, und zog daraus 
den Schluss, dass die Elektricität nur an der Oberfläche der Leiter 
ihren Sitz habe. Die Richtigkeit dieser Ansicht wird bestätigt durch 
die Versuche mit den Apparaten von E. Mach, mit Coulombs Hohl- 
kugeln, Faradays Würfel u. a. Im Inneren hohler, elektrischer Körper 
zeigt ein Elektroskop keinen Ausschlag. Theoretische Gründe für die 
Ausbreitung der Elektricität auf der Oberfläche guter Leiter sollen 
später angegeben werden. 

§91. Elektrische Vertheilung. Influenzelektricitat. Otto v. Guericke, 
Hauksbee und Gray beobachteten bereits, dass es nicht nöthig ist, 
einen guten Elektricitätsleiter zum Zwecke seiner Elektrisierung mit 
einem elektrischen Körper in unmittelbare Berührung zu bringen, 
sondern dass es schon genügt, die beiden Körper einander zu nähern. 
Die betreffenden Erscheinungen werden von John Canton (17Ö3) zum 
erstenmal beschrieben. Eine isolierte Metallstange wird in der Nähe 
eines positiv elektrischen Körpers auf der diesem zugewandten 
Seite negativ und auf der abgewandten positiv elektrisch; die 
geweckte Elektricität heisst Influenzelektricitat, und zwar be- 
ziehungsweise Influenzelektricitat erster und zweiter Art; die 
letztere ist ableitbar (frei), die erstere nicht ableitbar (gebunden). 
Werden die Körper wieder von einander entfernt, so wird die Metall- 
stange wieder unelektrisch; wird aber vor dem Entfernen die Influenz- 
elektricitat zweiter Art abgeleitet, so wird die Metallstange bleibend 
ungleichnamig elektrisch. (Versuche mit dem Goldblattelektroskop 
und mit dem Riess^schen Apparate. Erklärung der Anziehung un- 
elektrischer Körper durch die elektrische Vertheilung.) 

§ 92. Gesetz von der Erhaltung der Elektricität. Da ein durch 
Vertheilung elektrisierter Körper wieder unelektrisch wird, wenn man 
ihn von dem elektrisierenden Körper entfernt, so folgt, dass beide 
Influenzelektricitäten im gleichen Masse erregt werden. Ebenso wie 
bei der Vertheilung wird auch in allen anderen Fällen positive und 
negative Elektricität gleichzeitig und im gleichen Masse erzeugt; die 
algebraische Summe der El'ektricitäten wird durch keinen Process 
geändert. Es lässt sich bereits durch die angegebenen Hilfsmittel 
zeigen, dass beim Elektrisieren durch Reibimg der geriebene Körper 
und das Reibzeug stets entgegengesetzt elektrisch werden, so z. B. 
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Glas positiv und Leder negativ, Harz negativ und Seide positiv u. s. w. 
In der nachstehenden Reihe wird jeder vorhergehende Körper bei der 
Reibung mit dem nachfolgenden positiv und der nachfolgende negativ 
elektrisch: Pelz, Wolle, Elfenbein, Glas^ Seide, Metalle, Schwefel, 
Kautschuk, Guttapercha, Kollodium. — Die Reibungs- und Influenz- 
elektrisiermaschinen entwickeln stets gleich viel positive und negative 
Elektricität; verbindet man die beiden Gonductoren durch einen Lei- 
tungsdraht, so entsteht während des Betriebes ein elektrischer 
Strom, in welchem die beiden Elektricitäten zum Ausgleich kommen; 
nach Einstellung des Betriebes erscheinen die Gonductoren stets un- 
elektrisch. 

§ 93. Hypothesen von Symmer (1759) und Franklin (1755), Zur 
Erklärung der elektrischen Erscheinungen nahm Symmer zwei Fluida 
an, zwei unwägbare elektrische Flüssigkeiten von entgegengesetzter 
Art, die sich bei ihrer Vereinigung gegenseitig neutralisieren. Im 
unelektrischen Körper sollen dieselben in gleicher Menge vorhanden 
sein; durch den Elektrisierungsprocess würden sie von einander ge- 
trennt. Beim Reiben würde sich einem Körper das positive und im 
anderen Körper das negative Fluidum im XJberschuss ansammeln; bei 
der Influenz müsste das Fluidum der Elektricität zweiter Art abge- 
leitet werden, wenn der Körper durch Vertheilung bleibend elektrisiert 
werden soll. Zur Erklärung der dynainischen Wirkungen muss an- 
genonunen werden, dass Theilchen desselben Fluidums Abstossungs- 
kräfte und Theilchen verschiedener Fluida Anziehungskräfte aufein- 
ander ausüben. Die Anhänger der „Zwei-Pluida-Theorie" nennt 
man Dualisten. 

Franklin und Aepinus nehmen nur ein elektrisches Fluidum 
an, das im gewöhnlichen Zustande der Körper gleichmässig in ihnen 
ausgebreitet sei, beim Elektrisieren aber ungleich vertheilt werde, so 
dass im positiv elektrischen Körper mehr, im negativ elektrischen 
aber weniger von dem Fluidum vorhanden sei^). Von dieser Vor- 
stellung stammen auch die Ausdrücke positive und negative Elek- 
tricität. Es ist zu bemerken, dass diese Bezeichnung eine willkür- 
liche ist. Sie entspricht aber jenem Verhalten der Elektricität, das 
durch algebraische Grössen ausgedrückt werden kann; im Folgenden 
wird dies noch deutlich hervortreten. 

Eine Verbesserung der unitarischen Theorie wurde in neuerer 
Zeit von Edlund gegeben: das elektrische Fluidum wird mit dem 
Lichtäther identificiert; ein Überschuss von Äther in einem Körper 
wird als positive und ein Mangel als negative Elektricität erklärt. 

Wird der Äther als unzusammendrückbar und eine zu- oder 



1) Eine Anwendung der Theorie siehe in F. Exners Vorlesungen über 
Elektricität. 
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weggeführte Atherschiehte an der Oberfläche eines Körpers 
beziehungsweise als positive oder negative Ladung betrachtet, so 
lässt sich leicht der Einfluss der Elektrisierung auf den umgebenden 
Raumäther folgern und zeigen, dass Edlunds Theorie mit Fara- 
days Theorie der elektrischen Kraftlinien und Maxwells Theorie 
der elektrischen Verschiebung und des Zwangszustandes im elektri- 
schen Felde im Einklänge steht (vgl. § 53 b, c). Die folgenden Lehren 
sollen zunächst stets im Anschluss an die Thatsachen entwickelt und 
dann im mechanischen Sinne anschaulich gedeutet werden. 

§ 94. Coulombs Gesetz (1785). Elektricitätsmenge. Coulomb wies 
durch Ablenkungsversuche mit der Drehwage und durch Schwingungs- 
versuche nach, dass zwei elektrische Körper nach einem ähnlichen 
Gesetze auf einander wirken, wie zwei ponderable Massen, dass 
für die Elektricität ein dem Newton 'sehen Gravitationsgesetze ent- 
sprechendes Gesetz gilt. Der Versuch kann nach J. Odstrcil mit zwei 
gleichen, kleinen, leitenden Kugeln, von denen eine 
als Standkugel benützt wird und die andere an 
einem langen Seidenfaden aufgehängt ist, nach- 
gewiesen werden (Fig. 64). Die Kugeln mögen 
anfangs einander berühren. Elektrisiert man dann 
beide Kugeln gleichartig, so schlägt die Pendel- 
kugel aus, bis die tangentiale Schwerkraftcom- 
ponente der elektrischen Abstossung das Gleich- 
gewicht hält. Die Entfernung der Kugeln kann 
auf einer hinter ihnen aufgestellten Scala abgelesen 
werden. Für die Schwerkraftcomponente, beziehungs- 
weise für die elektrische Kraft erhält man: 



Fig. 64. 







/*= i^. sin a = JP. a = y . A . 
Aus mehreren Versuchen ergibt sich 

wenn r die Entfernungen der beiden Kugeln bedeuten. Die Ver- 
suche lehren, dass die Abstossungskräfte gleichartig elektrischer 
Körper dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional sind. 

Dasselbe Gesetz gilt auch für die Anziehung ungleichartig elek- 
trischer Körper, Zum Nachweis dessen hat man die Pendelkugel in 
entsprechende Entfernungen von der Standkugel zu bringen; beide 
Kugeln werden sich nun einander nähern; die Berechnung der elek- 
trischen Kraft stimmt mit der im vorigen Falle überein. 

Der angedeutete Versuch ist auch geeignet, zu dem Begriffe 
und Masse der Elektricitätsmenge zu führen*). 

1) E. Mach, Grundriss der Naturlehre S. 195. Vgl. auch Machs Vortrag, 
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Berührt man während der Abstossung der Kugeln etwa K mit 
einer gleichen Kugel E^, so wird die elektrische Kraft von K in zwei 
gleiche Theile getheilt; die Wirkung der Kugeln K und E^ ist die- 
selbe, wie früher die Wirkung von K allein. Nimmt man die Be- 
rührungskugel K^ hinweg, so erweist sich die wirkende Kraft von K 
nach der Theilung nur halb so gross. — Durch Berührung von K 
oder K^ mit zwei oder drei anderen gleichen Kugeln kann man die 
elektrische Kraft in drei und vier Theile theilen. Die Theilung der 
elektrischen Kraft wird anschaulich durch die Vorstellung, dass die 
Kugel K auf ihrer Oberfläche mit einer Elektricitätsmenge belegt 
sei, dass dieselbe unveränderlich sei und bei der Berührung mit 
anderen Kugeln auf diese überfliesse. — 

Als Einheit der Elektricitätsmenge bezeichnen wir jene, welche 
auf eine gleich grosse Elektricitätsmenge in der Entfernung von 1 cm 
die Krafteinheit (1 Dyn) ausübt. 

Die Elektricitätsmengen q und q^ üben alsdann in der Entfer- 
nung r (cm) die Kraft /*= ^ (Dyn) auf einander aus. Wird 2 = ^^, 

so ist f^q^/r'^ und q = ryf. Damach ist die Dimension der 
Elektricitätsmenge Jf' /* • L*/» • T~^ oder gV« . cm'/» • sec~^. 

Für messende Versuche ist die angegebene absolute elektro- 
statische Einheit (a. e. s. E.) wegen ihrer Kleinheit unzweckmässig; 
man wählt deshalb als praktische Einheit 1 Coulomb (Cb) = 3 • 10^ 
a. e. s. E. Der Zusammenhang eines Coulomb mit den anderen prak- 
tischen Einheiten der Elektricitätslehre soll später angegeben werden. 

Aufg. 1. Mit welcher Elektricitätsmenge muss jede der beiden Kugeln 
(Fig. 64) geladen sein, wenn das Gewicht einer Kugel 1 g, die Pendel- 
länge 4'905 m und der Abstand der Kugeln im Gleichgewichte 2 cm be- 
trägt? Die Schwerebeschleunigung a ^ 9*81 m. Die Kugeldimensionen 
sollen vernachlässigt werden. — (ö'^/2^ = 981 • 2/490*5 Dyn, q = 4.) 
2. Von zwei ungleichnamig elektrischen Kugeln wird das Gewicht der 
unteren von der elektrischen Anziehung aufgehoben, das Gewicht der un- 
teren Kugel sei 0*5 g, ihre Ladung 9 e. s. E. und die Entfernung beider 
Kugeln 3 cm. Wie gross ist die Ladung der oberen Kugel? — (490*5 
e. s. E.) 8. Zwei Kugeln mit den Ladungen von 12 und 3 e. s. E. sind 
12 cm von einander entfernt; an welcher Stelle zwischen beiden Kugeln 
bleibt eine irgendwie geladene Kugel im Gleichgewichte? — (In 8 cm 
Entfernung von der ersteren Kugel.) 4. Mit welcher Kraft wirkt ein 
Coulomb (== 3 • 10^ e. s. E.) auf eine gleiche Ladung in der Entfernung 
von 1 m? — (9 • 10^* Dyn = 9174 • 10^ kg.) 5. In welcher Entfernung 
wirken zwei elektrische Ladungen von je 1 Coulomb mit der Kraft 1 kg 
auf einander? — (30290 m.) 



gehalten auf der elektrischen Ausstellung in Wien 1883, abgedruckt in Lotes, 
Jahrb. d. Naturw. 1884. S. 91. 
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§ 95. Elektricitätsgrad. Die Elektricitätsmenge allein be- 
stimmt noch nicht den elektrischen Zustand eines geladenen Con- 
ductors. Man kann dies auf eine einfache Weise nachweisen init 
Hilfe mehrerer Elektroskope, von denen jedes anstatt des oberen 
Metallknopfes eine metallene Hohlkugel (Fig. 65) besitzt^). Man ist 
imstande eine solche Kugel^ beziehungsweise das 
Elektroskop mit einer bestimmtenElektricitäts- ^ 

menge zu laden^ indem man etwa kleine Metall- 
kugeln von bestimmter Ladung ins Innere der Hohl- 
kugel bringt^ sie durch Berührung mit dieser ganz 
entladet und den Vorgang beliebig oft wiederholt. 
Mittelst solcher Elektroskope kann man nachweisen: 
1) Zwei gleiche und gleich stark geladene Elektro- 
skope ändern die Ausschlags winkel ihrer Blättchen 
nicht^ wenn beide Elektroskope leitend verbunden 
werden. Es herrscht also elektrisches Gleichgewicht zwischen 
beiden Kugeln. 2) Enthält eine der beiden Kugeln eine grössere 
Ladung als die andere, so geht durch Leitung von der ersten zur 
zweiten Kugel Elektricität über; Ab- und Zunahme der elektrischen 
Ladung wird durch Zusammenfallen, beziehungsweise durch Ausein- 
anderfliehen der Blättchen angezeigt. 3) Ist der Halbmesser einer 
Hohlkugel 2-, 3-, 4mal grösser als der andere, so muss auch die 
Elektricitätsmenge der ersten Kugel 2-, 8-, 4mal grösser sein als 
jene der zweiten, wenn Gleichgewicht zwischen beiden Kugeln bei 
leitender Verbindung derselben bestehen soll. 

Die Bedingung des elektrischen Gleichgewichtes zwischen zwei 
mit einander leitend verbundenen Kugeln ist also nicht die gleiche 
Ladung der Kugeln, sondern die Gleichheit des Quotienten aus der 
Elektricitätsmenge durch den Kugelradius. Diese für das Gleich- 
gewicht charakteristische Grösse 

r 

heisst der Elektricitätsgrad. — Es sei schon hier bemerkt, dass 
der Factor der Elektricitätsmenge g, nämlich 1/r, den Namen elek- 
trische Capacität führt. — Dass der Elektricitätsgrad bei jedem 
guten Leiter von beliebiger Form aus dem Producte von Elektricitäts- 
menge und Capacität besteht, soll an anderer Stelle nachgewiesen 
werden. Schon hier ist ersichtlich, dass die Capacität von der Form 
des Conductors abhängt. 

Nach den bisherigen Feststellungen ist es möglich, für das- 

1) Bruno Kolbe, Einführung in die Elektricitätslehre. 1893. K. Noack, 
Behdlg. d. Potentiallehre. Zeitsch. f. phys. u. ehem. Unt. 1893. S. 221. A. Schülke, 
Zur Behdlg. d. Potentials beim Unterr. Zeitsch. f. math. u. naturw. Unterr. 1894. 
S. 401. H. Wronski, Das Intensitätsgesetz etc. 
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Elektroskop eine Eintheilung nach Elektricitätsgraden zu ver- 
fertigen und den Apparat zu einem Elektrometer zu gestalten. 
Um die Elektricitätsgrade 1, 2, 3, 4 zu erhalten, muss die Kugel des 
Apparates mit 1-, 2-, 3-, 4mal so viel Elektricitätseinheiten geladen 
werden, als der Kngelhalbmesser Centimeter enthält. 

Mit einem solchen Elektrometer ist man auch imstande, den 
Elektricitätsgrad eines beliebig geformten elektrischen Conductors 
zu bestimmen, indem man diesen in entsprechender Entfernung auf- 
stellt und durch einen dünnen Draht mit dem Elektrometer leitend 
verbindet. Wenn man ein Ende des Drahtes längs der Oberfläche 
des Conductors verschiebt, so ändert sich der Ausschlag des Elektro- 
meters nicht; daraus folgt, dass am ganzen Conductor derselbe Elek- 
tricitätsgrad besteht, der durch den Elektrometerauschlag gemessen 
wird. Es ist ersichtlich, dass das Elektrometer bei seiner Be- 
nützung eine ähnliche Rolle spielt, wie das Thermometer in der 
Wärmelehre: beide Apparate bestimmen die Zustandsgrade der Körper, 
die für das elektrische, beziehungsweise thermische Gleichgewicht ent- 
scheidend sind. Schon Ohm hat (1827) die Ähnlichkeit der Vor- 
gänge bei der Elektricitäts- und Wärmeleitung erkannt und für 
die „elektrische Strömung" ein dem Fourier'schen Wärmelei- 
tungsgesetz (1822) analoges Gesetz aufgestellt. Damach ist die 
Stromstärke der Differenz der Elektricitätsgrade proportional. In 
diesem Gesetze ist die Bedeutung des Elektricitätsgrades als Function, 
welche das Gleichgewicht bestimmt, enthalten. 

Aus dieser Bedeutung folgt nun leicht die Beziehung des Elek- 
tricitätsgrades zur Energie. Wenn wir das Heimische Intensitäts- 
gesetz zur Anwendung bringen, so erkennen wir, dass der Elektri- 
citätsgrad der Wirkungsgrad oder der Intensitätsfactor der 
elektrischen Energie sein muss. Er ist mit dem Wärmegrad oder 
der Temperatur der Wärme, mit dem Gewichte einer mechanischen 
Arbeit oder mit dem Druck einer Volumenergie zu vergleichen. 
Recht zweckmässig lassen sich zwei leitend verbundene elektrische 
Conductoren mit zwei communicierenden Gefässen vergleichen, die 
mit einer Flüssigkeit gefüllt sind. Bei diesen sind die Bodendrücke 
auf die Flächeneinheit {p = h'f) die Wirkungsgrade; solange die- 
selben ungleich sind, geht Flüssigkeit von einem Gefässe ins andere 
über. Jeder derselben besteht aus zwei Factoren, von denen einer 
die Flüssigkeitshöhe ist; analog enthält auch der Elektricitätsgrad 
die Elektricitätsmenge als Factor. 

§ 96. Elektrisclie Energie. Bei der Elektricitätserregung wird 
eine Arbeit geleistet, die später noch genauer betrachtet werden soll. 
Diese Arbeit ist als elektrische Energie der Ladung aufgespeichert, 
solange der elektrische Zustand des betreffenden Conductors andauert; 
beim Entladen wird sie wieder gewonnen. Eine hieher gehörige 



1 
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mechanische Leistung ist die Anziehung und Abstossung ursprüng- 
lich unelektrischer Körper; eine andere Erscheinung ist die bei der 
Ableitung der Elektricität durch einen dünnen Draht in diesem ent- 
wickelte Wärme; dieselbe ist der verschwundenen elektrischen Energie 
gleichwertig. 

Zur näheren Bestimmung dieser Energie sollen erst zwei Ver- 
gleiche dienen. Die Wärme eines Körpers, gezählt von 0® C, wird 
bestimmt durch das Product aus dem Intensitätsfactor, der Tem- 
peratur, in den Extensitätsfactor, die specifische Wärme mal dem 
Gewichte. Die Baumenergie eines Flüssigkeitsgewichtes hat 
das Volumen der Flüssigkeit zum Extensitätsfactor und den Boden- 
druck zum Intensitätsfactor. Nimmt man bei zwei communicieren- 
den ßefässen mit der im Gleichgewicht befindlichen Flüssigkeit eine 
virtuelle Verschiebung vor, so dass der Intensitätsfactor als unver- 
ändert gelten kann, dann tritt ein verschwindend kleiner Theil des 
Flüssigkeitsvolumens aus einem ins andere Gefäss über, die Energie- 
abnahme der Flüssigkeit in einem Gefässe ist gleich der Energie- 
zunahme im anderen, die algebraische Summe der Energieänderungen 
ist gleich Null, und die Energie bleibt constant. Denken wir uns in 
ähnlicher Weise zwei elektrische Conductoren mit einander 
leitend verbunden, so ist im Gleichgewichtszustande der Elektrici- 
tätsgrad bei beiden Conductoren derselbe; denken wir uns femer 
eine virtuelle Verschiebung der Elektricität, die zwar nicht den 
Elektricitätsgrad, aber die elektrische Energie auf jedem Körper ver- 
schwindend wenig ändert, so muss im Gleichgewichtszustande der 
Wert der gesammten Energie unverändert bleiben. Was ändert sich 
nun hiebei auf jedem Conductor bei constantem Elektricitätsgrad? 
Die Elektricitätsmenge. Aus dem Vergleiche derselben mit dem 
Flüssigkeitsraum der communicierenden Gefässe folgt, dass sie der 
Extensitätsfactor der elektrischen Energie ist. Wenn der Ana- 
logieschluss richtig ist, so muss die elektrische Energie den 
Elektricitätsgrad V und die Elektricitätsmenge Q als Factoren 
enthalten, und es muss die Gleichung bestehen 

W=cQ'r. 

Nach dem gebräuchlichen elektrischen Masse ist die Constante c = %. 
Eine Probe für W liefert die Bedingung der virtuellen Verschiebung 
d{Q^/2r^ = d^Q^ßr,^, aus der die Gleichheit der Elektricitätsgrade 
QJr^ und QJr^ folgt. Die theoretische Begründung dieses Gesetzes 
soll später noch weiter ausgeführt werden. Hier sei nur noch auf 
die experimentelle Bestätigung hingewiesen. Es dient dazu das von 
Kinnersley erfundene und von Riess (1838) zu Messungen benützte 
elektrische Luftthermometer. Dasselbe besteht im wesentlichen aus 
einem mit Luft gefüllten Ballon, in welchem sich auch ein spiral- 



§96—97.] VI. Elektricität. Elektrostatik. 305 

formig gewickelter Draht befindet. Wird der Draht durch einen elek- 
trischen Entladungsstrom erwärmt, so ändern sich Volumen oder 
Druck der Luft, und es wird eine Flüssigkeitssäule in einer mit dem 
Ballon verbundenen Röhre verschoben. Eine Berechnung der ent- 
wickelten Wärme zeigt, dass dieselbe proportional ist der Elektricitäts- 
menge und dem Elektricitätsgrade des entladenen Conductors, in 

mechanischen Einheiten ausgedrückt = y « • F. 

Eine andere Art, um die Ladungsenergie zu bestimmen, ist 
mit Hilfe der Influenzelektrisiermaschine ausfuhrbar. Rosetti bestimmte 
die mechanische Arbeit der Elektrisierung, indem er eine Influenz- 
maschine durch Gewichte in Betrieb setzte, und zwar einmal im 
unelektrischen und dann im elektrischen Zustande, und jedesmal 
die verbrauchte mechanische Arbeit berechnete. E. Mach hat zu 
diesem Zwecke die Einrichtung der Influenzmaschine wesentlich ver- 
bessert^). Die Versuche bestätigen, dass die Ladungsenergie durch 
das Product Vg • ö • ^ bestimmt wird. Der Ausdruck ist för beliebig 
gestaltete Gonductoren giltig. 

§ 97. Elektricltätsgrad als Arbeitswert. Potential. (Green 1828, 
Gauss 1840.) a) Die Bedeutung des Elektricitätsgrades als Arbeits- 
wert folgt leicht aus seiner Bedeutung als Energiefactor. Nach dem 
\ vorhergehenden Paragraphen ist die elektrische Ladungsenergie 

und in § 95 wurde für den Elektricitätsgrad einer Kugel durch Ver- 
suche der Ausdruck ffefanden 

y-S.. 

r 
Mit Rücksicht darauf wird die elektrische Energie 

2 -r 
Daraus erhält man wieder 

' d. h. der Elektricitätsgrad ist die Energieänderung, welche der Ande- 

rung der Ladung tun eine Elektricitätseinheit entspricht. 

b) Diese Bedeutung des Elektricitätsgrades V ^st sich auch 
mittelst des Coulomb'schen Gesetzes direct gewinnen. Das Gesetz 
gestattet die Arbeit zu berechnen, welche zur Vermehrung der elek- 
trischen Ladung eines Conductors erforderlich ist. Wenn eine sehr 
kleine Kugel mit der Elektricitätsmenge Q geladen ist, so wirkt sie 
auf eine Elektricitätseinheit in der Entfernung It mit der Kraft 

1) E. Mach, Vortrag über die Grundbegriffe d. Elektr. w. o. 1884. Siehe 
auch Rusch Abhdlg. i. d. Zeitsch. f. d. Rlw. Wien 1893. 

Januschke, Erhaltung der Energie. 20 
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und die Arbeit, welche nothwendig ist, um die gleichartige Elektri- 
citätseinheit aus unendlicher Entfernung in die Entfernung 22 zu 
bringen, ist 



/ 



— an——^ 



Man nennt diesen Wert das Potential der Elektricitätsmenge Q in 
der Entfernung iJ; der Ausdruck stimmt mit dem far die Gravitätion 
abgeleiteten Potential (§ 16) überein ; an der Stelle der Elektricitäts- 
menge steht dort die ponderable Masse. Die Übereinstinunung beider 
Potentialwerte hat ihren Grund in den übereinstimmenden Formen 
der Gesetze von Newton und Coulomb. Dieselbe gestattet eine un- 
mittelbare Anwendung der in der Mechanik in den §§ 18 und 19 
entwickelten Lehren auf elektrische Erscheinungen. Wir .benützen 
zunächst die Sätze von Gauss, das Potential und die potentielle 
Energie einer Kugelschale. Wir denken uns an der Stelle der pon- 
derablen Masse M der Kugelschale hier die elektrische Ladung Q auf 
der Oberfläche eines kugelförmigen Conductors und erhalten für die 
elekti*ische Kraft auf die Masseneinheit in der Entfernung J2 

d. h. ein elektrischer Kugelconductor wirkt auf eine ausser ihm liegende 
Elektricitätseinheit sa, als ob die ganze elektrische Ladung im Kugel- 
mittelpunkt vereint wäre. 

Der Wert für die potentielle Energie 

und für das Potential in einem Punkte der Oberfläche 

"^ dQ r 

stimmen mit den vorstehend unter a) angegebenen Werten für W 
und V überein. Das Potential ist dieselbe Grösse, wie der Elek- 
tricitätsgrad; es bedeutet die bei der Ladungsänderung auf die 
Elektricitätseinheit entfallende Energieänderung. 

Die Vorzeichen der Kraft und der Arbeit müssen besonders be- 
rücksichtigt werden; sie müssen zum Ausdrucke bringen, dass gleich- 
namige Elektricitätsmengen abstossend und ungleichnamige anziehend 
auf einander wirken. 

Bei der Verbindung eines elektrischen Conductors mit einem 
unelektrischen gibt das Potential des ersteren die Potentiäldifferenz 
beider Leiter an und bestimmt die Arbeit, welche bei der Fortführung 
der Elektricitätseinheit geleistet wird ; in diesem Sinne wird das 
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Potential oder auch die Pbtentialdifferenz elektromotorische Kraft 
genannt (zum Unterschiede von Dichte und Spannung). 

Aus dem letzten Werte für V gewinnen wir die Einheit des 
Potentials^ wenn ^ = 1 und r=l, d. L: eine elektrische Kugel- 
fläche besitzt die Einheit des Potentials, wenn die Elektricitätsmenge 
und der Kugelradius der Einheit gleich sind. 

Die elektrostatische Einheit des Potentials ist jenes Potential, 
welches der elektrostatischen Elektricitätseinheit in der Entfernung 
der Längeneinheit (1 cm) entspricht. Im cm-g-sec-Systeme ist der 
betreffende Arbeitswert 1 Erg. 

Bei praktischen Berechnungen verwendet man als Einheit des 
Potentials und somit auch als Einheit der elektromotorischen Kraft 
1 Volt = 1/(3 • 10^) elektrostatische Einheiten des Potentials. Die 
Dimension des Potentials ist (Jf V« . X,Va . r~i). 

c) Gleichgewichtsbedingung. Um auch hier zu zeigen, dass 
das Potential jener Factor der Energie ist, der das elektrische Gleich- 
gewicht bedingt, soll die Gleichgewichtsbedingung für zwei elektrische, 
leitend verbundene Kugeln ermittelt werden. Sind die Kugeln ent- 
sprechend weit von einander entfernt, so dass Influenz Wirkungen aus- 
geschlossen sind, dann sind die Ladungsenergien 

^1 2r^' ^^2 — 2r, 

Gleichgewicht herrscht, wenn bei einer virtuellen Verschiebung 
der Elektricitätsmenge keine Arbeit geleistet wird. Geht die sehr 
kleine Elektricitätsmenge dQ längs des Leitungsdrahtes von einer 
Kugel zur anderen über, so ist die Arbeitsleistung gleich der Summe 
der Energieänderung, nämlich 

(^-^)^«-(f-f)^«-<'- 

Die Bedingung wird erfüllt, wenn Qi/r^ = Q^/'^^j ^- ^•' ®s herrscht 
Gleichgewicht, wenn die Potentiale auf beiden Conductoren einander 
gleich sind. 

Aufg. 1. Eine Kugel I ist mit Q=.20 e. s. E. geladen; in einer 
Entfernung B = 400 cm ist eine Kugel 11 mit g = 8 e. s. E. geladen. 
Welche Arbeit muss gegen die elektrischen Kräfte geleistet werden, wenn 
eine Kugel der anderen bis auf r == 320 cm genähert werden soll? — 
{Q • 2(1 /r — 1 /i?) = 0*1 Erg.) 2. Wenn von einer mit + ^ = 10 e. s, E. 
geladenen Kugel eine in r =» 250 cm Abstand befindliche mit — c[ = — 7 
e. s. E. geladene Kugel um d = 100 cm weggerückt werden soll, welche 
Arbeit hat man der elektrischen Anziehung entgegen zu leisten? —r 
{QqO'/^ — l/(r -^ d)) = 0-08 Erg.) 3. Welche Arbeit muss gegen die 
elektrischen Kräfte geleistet werden, wenn eine Ladung von -(- Q = lÖO 
^. s. E. aus unendlicher Feme auf eine isolierte Kugel jK" von r=*25 cm 
Halbmesser gebracht werden soll? Wie gross ist die Arbeit für die 

20* 
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Ladung — Q? -- (W= Q^/2r = 200 Erg.) 4. Eine Kugel von r = 9 cm 
Halbmesser, die mit Q = ISO e. s, E. geladen ist, wird vollständig ent- 
laden. Wie viel Wärme könnte hiebei gewonnen werden, falls die ganze 
elektrische Energie in Wärme übergienge? — 

(W= Qy2r . 427 • 0-981 • 10^ = 43 • 10-« Cal.) 

5. Wie gross ist das Potential von der Erdoberfläche, wenn die Erde 
nach F. Einer als eine negative mit 2 • 10^* e. s. E. geladene leitende 
Kugel vom Halbmesser r s= 6 • 10* km angesehen wird? — 

(7= ^/r = 3-3 -10' Erg.) 

6. n = 8 Kügelchen (Regentropfen) von gleichem Halbmesser r sind mit 
je q e. s. E. geladen. Wie vielmal wird das Potential an d^'enigen 
Kugel grösser sein, welche durch Zusammenfliessen der n Kügelchen ent- 
steht? — {v = q/r, V =nq/R, w • y r»« = -ijB»«; 7=t;V^ = 4t;. 

Steigerung des Potentials der Gewitterwolken durch Condensation.) 7. Eine 
Ladung von Q = 200 e. s. E. soll von einer Stelle M des elektrischen 
Feldes der Erde , an welcher das Potential F = 2*3 • 10' Erg beträgt, 
an die Erdoberfläche (vgl. Aufg. ö) gebracht werden. Welche Arbeit muss 
gegen die elektrischen Kräfte geleistet werden? — 

(T7= 200(3-3 • 10' — 2-3 • 10') = 200 • 10' Erg.) 

8. Die Potentialdifferenz zwischen einem metallischen Conductor und der 
Erdoberfläche ist zu 50 elektrostatischen Potentialeinheiten bestimmt 
worden; jene zwischen einem zweiten Conductor und der Erde zu 10 e. s. 
Potentialeinheiten. Welche Arbeit erfordert der Übergang von 500 e. s. E. 
vom ersten zum zweiten Conductor? — (Tr= 500(50 — 10) = 20000 Erg.) 

9. Li einer Höhe von Ä == 580 m, beziehungsweise ä' = 360 m über der 
Erdoberfläche ist ein Potentialunterschied von ^F= 28600 Volt be- 
obachtet worden; wie gross war damals an dem Beobachtungsorte das 
Potentialgefälle im elektrischen Felde der Erde? — 

(^7/lO^Ä — h') = 1-3 Volt pro cm.) 

10. Wenn an einem Orte der Erde ein durchschnittliches Potentialgefälle 
von JY = 1'4 Volt pro 1 cm ist, welcher Potentialunterschied besteht an 
zwei Stellen, deren Höhen um Z = 5 m verschieden sind? — 

(1-4 • 500 = 700 Volt.) [E. Maiss.] 

§ 98. Sitz der Elektricität. Dichte. Spannung, a) In § 90 
wurde bereits auf die Versuche hingewiesen, welche zeigen, dass die 
Elektricität guter Leiter auf deren Oberfläche ihren Sitz habe. 
Dieser Umstand kann auch daraus geschlossen werden, dass das 
Potential im Inneren eines elektrischen Conductors constant ist. In 
§18 wurde nachgewiesen und im vorhergehenden Paragraphen wurde 
es geltend gemacht, dass das Potential im Inneren einer Eugelschale 
einen unveränderlichen Wert besitzt; bei der Verschiebung eines elek- 
trischen Punktes im Innern einer elektrischen Schale wird demnach 
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keine Arbeit geleistet^ und es besteht daselbst auch keine elektrische 
Kraftwirkung; ein elektrischer Punkt im Inneren des Körpers ist in 
jeder Lage im Gleichgewichte. Dieselbe Bedingung muss auch für 
das elektrische Gleichgewicht in jedem beliebigen guten Elektricitäts- 
leiter gelten. In jedem inneren Punkte muss die elektrische Kraft 
und somit auch die Elektricitätsmenge gleich Null sein. Wäre das 
Innere etwa schalenförmig mit elektrischer Masse erfüllt, dann wäre 
im Körper das Potential nicht mehr constant, es müssten elektrische 
Kräfte eine Bewegung der Elektricitätsmenge veranlassen, welcher der 
gute Leiter kein Hindernis entgegensetzt; ein solcher Zustand wäre 
aber gegen die Voraussetzung des elektrischen Gleichgewichtes. 

Ein weiterer theoretischer Grund für den Satz, dass die Elek- 
tricität der Conductoren auf der Oberfläche ihren Sitz hat, ist der, 
dass der Satz selbst dazu benützt werden kann, um das Coulomb'sche 
Gesetz mathematisch abzuleiten. (Siehe die nachfolgenden Aufgaben.) 

b) Das Potential, beziehungsweise die elektrische Kraft in einem 
Punkte der Oberfläche gestattet die Bestimmung der elektrischen 
Dichte, d. i. der Elektricitätsmenge auf der Flächeneinheit (nach 
Coulomb). Speciell für eine Kugel ist die ganze elektrische Ladung 

wenn d die elektrische Dichte bezeichnet. Die Kraft auf die Massen- 
einheit in einem Oberflächenpunkte sei /*; dann ist die Arbeit bei 
der Bewegung längs eines normalen Wegelementes dr zur Oberfläche, 
berechnet aus dem Potential F, 



f ' dr =^'-j-' dr = ~ dr = = ar, 

' dr r' r* ' 

und daraus ist f 

d. h. die Dichte in einem Punkte einer elektrischen Schichte wird 
gefanden, wenn man die auf die Masseneinheit der Schichte wirkende 
normale Kraft durch 4ä dividiert. 

Die Elektricitätsmenge auf der Kugel ist aus geometrischen 
Gründen gleichmässig vertheilt; bei anders gestalteten Leitern hängt 
die Vertheilung von der Form ab. Durch Versuche wird diese Ver- 
theilung mit „Probescheibchen" untersucht, die man behufs Auf- 
nahme der Elektricität auf einem Flächenstückchen des zu unter- 
suchenden Conductors tangential an das betreffende FKchentheilchen 
anlegt und dann etwa mittelst der Coulomb'schen Drehwage oder in 
anderer Weise auf seine elektrische Ladung prüft. 

c) Die vorstehend für die Kugelfläche erwiesene Beziehung 
zwischen der Kraftwirkung f und der Dichte S gilt nach Laplace und 
Poisson ganz allgemein und dient zu dem Nachweise, dass die elek- 
trische Dichte im Inneren eines Conductors gleich Null ist. 
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Zur elementaren Ableitung dieser Beziehung bedienen wir uns 
des Satzes von Gauss über die Kraftströmung (§ 18). Damach 
ist die Eraft^ welche eine wirkende Masse auf eine Fläche normal zu 
dieser ausübt^ gleich dem Producte aus der Masse in den Baumwinkel^ 
unter welchem die betreffende Fläche von der Lage der Masse aus 
erscheint. Mit Hilfe dieses Satzes kann nun die elektrische Ober- 
flächendichte ermittelt werden. Wir greifen ein Element dS einer 
elektrischen Fläche S heraus^ schliessen es in einen unendlich 
niedrigen^ geraden Gylinder ein^ dessen Erzeugenden normal zu dS 
stehen; dann beschränkt sich die Eraftwirkung auf beide Cylinder- 
basen, deren Grösse = dS. Ist die Kraft auf eine Basis == /^ . dS 
und auf eine andere ^== f^ - dS, dann ist die ganze Wirkung nach 

Gauss 

(/i + A) • ^^ === 4« . g = 4ä . d . dS, 

Da die Kraft auf die innere Basis ^ = ist, so erhält man in Über- 
einstimmung mit dem obigen Werte für die Dichte 

4:7C 

Für eine im Inneren eines Conductors liegende Schichte ist f^=f^z=zO 
und daher ist auch d = 0, d. h. inj. Inneren. ist die elektrische Dichte 
gleich NuU. — Auch ausserhalb des elektrischen Körpers fuhrt eine 
analoge Anwendung des Gauss'schen Satzes zu der Relation ^ — /i = 0, 
aus der folgt, dass auch dort d = ist. 

Dies sind die physikalischen Gründe ftlr die Beziehung, welche 
Poisson (1813) zwischen den elektrischen Kräften und der elektrischen 
Dichte aufstellte. Poisson erhielt die Beziehung mittelst des Poten- 
tials als Kräftefunction, deren Differentialquotienten nach den 
Raumcoordinaten die Componenten der Kraft darstellen. Durch Zu- 
hilfenahme einer Fläche im Räume und die Bestimmung der durch 
dieselbe hindurch gehenden Kraftströmung ist es möglich, das Er- 
gebnis der Potentialtheorie auch auf elementarem Wege zu gewinnen. 
Bei solcher Vermeidung von verwickelten mathematischen Operationen 
treten die physikalischen Grössen deutlicher hervor, und es wird err 
sichtlich, dass die gewonnenen Resultate die Bedingung fordern, daias 
die Kräfte f^^ und f^ auf den Basen eines unendlich kleinen Cylinders 
wirklich vorhanden seien; denn nur dann ist der Schluss zulässig, 
dass an der äusseren Seite der Oberfläche des Körpers f^ endlich und 
^ = 0, femer dass ausserhalb des elektrischen Körpers /i und f^ von 
endlicher Grösse und einander gleich und die elektrische Dichte 
daselbst gleich Null seien. 

Bei der Ableitung des Gauss'schen Satzes müsste die Fläche, auf 
welche eine Masse eine Wirkung ausüben sollte, ebenfalls mit einer 
Masse belegt gedacht werden. Die letztere wird als Hilfsgrösse an.- 
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genommen^ sie kann eventuell reell gedacht werden, wie in dem 
bei der Gravitation behandelten Falle. Bei den vorstehenden Betrach- 
tungen über Elektricität muss aber die Fläche ausserhalb des elek- 
trischen Korpers thatsächlich von einer Kraftströmung getroffen werden, 
und die Potentialtheorie führt somit zur Kenntnis von Kräften im 
Baume rings um elektrische Körper. Faraday ist von einem anderen 
Gesichtspunkte und auf experimentellem Wege zu derselben Einsicht 
gelangt; die betreffenden Untersuchungen sollea im folgenden Para- 
graphen angestellt werden. 

d) In dem Ausdrucke für die Dichte ^ befindet sich die Kraft f 
der elektrischen Ladung auf die Elektricitätseinheit der Ober- 
fläche; aus f lässt sich leicht die Kraft auf die Flächeneinheit, 
das ist die elektrische Spannung oder der elektrostatische 
Druck p berechnen. Da die Elektricitätsmenge auf der Flächen- 
einheit = 8 ist, so ist die Kraft auf dieselbe 

Die elektrische Spannung ist demnach ' dem Quadrate der Dichte 
proportional. 

Zu einem genaueren Ausdrucke für p gelangen wir, wenn wir 
die Oberflächenladung aus einer sehr dünnen Schichte bestehend aij- 
nehmen. Die Wirkung der Ladung auf ein Element des elektrischen 
Oberflächenbeleges wächst da von innen nach aussen von Null bis /*; 

sie ist in der Mitte der Schichte -^fv^^^ die Spannung als mittlere 

Kraft auf die Schichte pro Flächeneinheit ist 

^ = Y/";* = fi = 2«<yi 

Der Spannung p muss durch den Widerstand des umgebenden „di- 
elektrischen" Mittels das Gleichgewicht gehalten werden. Befindet 
sich der Conductor in der Luft, so besteht die Wirkung der Span- 
nung darin, dass der Luftdruck an der Oberfläche verkleinert wird. 
Eine isolierte Seifenblase nimmt durch Elektrisierung an Volumen zu 
und erhält ihr ursprüngliches Volumen erst wieder, wenn sie in den 
natürlichen Zustand zurückkehrt. Van Marum hat thatsächlich nach- 
gewiesen, dass ein mit Wasserstoff gefüllter Ballon scheinbar leichter, 
und dass seine Steigkraft grösser wird, wenn man ihn elektrisiert. 
Ebenso wird auch die Oberflächenspannung einer Flüssigkeit (§ 60 
und § 85) verändert. 

Aufg. 1. Wie gross ist die Wirkung zweier Oberflächenelemente 
einer elektrischen Kugel auf einen Punkt im Inneren, von welchem aus 
die betreffenden Flächenelemente in entgegengesetzter Richtung unter 
gleichen Baumwinkeln erscheinen? Wie gross ist die Wirkung der ganzen 
elektrischen Ladung auf denselben Punkt? — (Nach Coulombs Gesetz 
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«= 0.) 2. Zwei in leitender Yerbindniig stehende Engeln, deren Eadien 
r^ und fg seien, haben zusammen die elektrische Ladung Q; wie gross 
ist die elektrische Dichte jeder der beiden Kugeln? — (Es ist ^ = öx "h Ö2 
und das Potential Öi/^i = Öa/^'a« Daraus folgt ä^ = Q / 4:fcri(r^ ^ r^) 
und ^2 ==^ 0/47^^2(^1 + ^2).) 3. Welches ist die elektrische Spannung 
auf jeder der beiden Kugeln in der vorhergehenden Aufgabe? Wie lässt 
sich mittelst des gewonnenen Resultates die Spitzenwirkung erldären? 
4. Wenn die Erde (i? = 6367 km) eine negative Ladung von C = 2- 10** 
e. s. E. besitzt, wie gross ist die elektrische Dichte der Erde? — (d = 0*004 
e. s. E. pro 1 cm^.) 5. Wie gross ist der elektrostatische Druck pro 
1 cm* der elektrischen Erdladung nach der vorhergehenden Aufgabe? — 
(jp = 27td* = 0000100 Dyn.) 6. Welchen elektrostatischen Druck übt 
die Ladung einer Kugel von 25 cm Durchmesser auf die umgebende Luft 
aus, wenn dieselbe 7850 e. s. E. beträgt? — (l? = 100*5 Dyn.) 7. Nach 
Versuchen von Thomson kann die Luft einen Druck der elektrischen 
Ladung von 0*67 g auf 1 cm^ ertragen, ehe eüie Funkenentladung ein- 
tritt. Welche Elektricitätsmenge kann somit auf einer Kugel von 6 cm 
Halbmesser höchstens angehäuft werden, wenn ein Funke nicht erscheinen 
soll? — {Q^ = 8ä . 6* • 0-67 • 981, Q = 4626*9 e. s. E.) 8. Eine Seifen- 
blase von 5 cm Halbmesser wurde nach Abschluss des Blaserohres mit 
700 e. s. E. elektrisiert und zeigte eine Volumsvergrösserung. Wie viel 
betrug der diese Ausdehnung bewirkende Überdruck von innen nach aussen 
für je 1 cm? — (Der Überdruck ist p = 700^ 8 jt • 5* = 31*2 Dyn.) 
[E. Maiss.] 

§ 99. Arbeit der Ladung, a) Ladung eines beliebigen Con- 
ductors. Denkt man sich die Ladung eines Conductors auf die 
Weise entstehen, dass die einzelnen elektrischen Massentheilchen aus 
unendlicher Entfernung her auf die Oberfläche zusammengebracht 
werden, so folgt leicht, dass das Laden^ beziehungsweise das Elektri- 
sieren, mit einer Arbeitsleistung verbunden ist. Die Arbeit besteht 
nach dieser Vorstellung in der Überwindung der gegenseitigen Ab- 
stossung jener gleichartigen Elektricitätstheilchen, welche auf der 
Oberfläche zusammengetragen werden. Nach dem Energieprincipe 
muss die Arbeit der Ladung der potentiellen Energie des elektrischen 
Conductors gleich sein und bei der Entladung wieder zum Vorschein 
kommen. 

Zur Bestimmung der Arbeit benutzen wir die „elektrische 
Capacität". Man versteht darunter jene Elektricitätsmenge, welcher 
in ihren Punkten die Einheit des Potentials entspricht. Aus dem 

Werte für das Potential ^ — folgt leicht, dass das Potential mit 

der Ladung Q proportional wächst, und dass demnach die Capacität 
für einen bestimmten Körper eine constante Grösse ist. Ist nun für 
einen Conductor die Ladung Q^ das Potential V und die Capacität (7, 
dann gilt nach dem Begriffe der Capacität die Relation 
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Nach dem Begriffe des Potentials bedeutet V die Arbeit, um der 
Ladung die.Elektricitätseinheit zuzufahren. Wird die Ladung um die 
sehr kleine Elektricitätsmenge dQ vermehrt, dann ist die Arbeit hierzu: 

dw = V^dQ = ^dQ. 

Und die Arbeit der Qesammtladung ist 

Q. 



w 



Je 20 2 '^ ^^ 



d. h. der Arbeitswert oder die potentielle Energie der Ladung wird 
durch das halbe Product aus dem Potentiale in die Elektricitäts- 
menge bestimmt. Der Ausdruck heisst auch das Potential der Elek- 
tricität auf sich selbst. Er stimmt mit dem in § 96 angegebenen 
Werte für die elektrische Energie- vollkommen überein. 

Pttr die Kugel ist F= ~ und somit m; == ^ die Energie der 

Ladung. Gleichzeitig folgt für die Capacität (7 = r der Zahlenwert 
des Badius, woraus wir schliessen, dass die Dimension der Gapacität 
einer Länge entspricht. 

b) Sind im Räume zwei elektrische Körper, wir nehmen zwei 
Kugeln mit den Badien r^ und r^ an, vorhanden, so besteht die 
potentielle Energie aus den Ladungsenergien der beiden Körper. 
Diese sind gegeben durch die Potentiale der Elektricitäten auf sich 

selbst, nämlich durch ■—- und ^ • Die Summe dieser Energien gibt 

die gesammte Energie des Systems, solange sich die Körper gegen- 
seitig ausserhalb ihrer Wirkungssphären befinden. Besteht aber eine 
Wechselwirkung beider Körper, welche durch eine Annäherung der- 
selben erreicht wird, dann kommt zu den Ladungsenergien noch die 
Energie der Wechselwirkung hinzu; dieselbe ist äquivalent der 
Arbeit der Annäherung der Körper und nach § 16 und § 97 b durch 
das Potential der beiden Körper aufeinander bestimmt. Ist M die 
Entfernung der beiden kugelförmigen, elektrischen Körper, dann wird 
die gesammte potentielle Energie 

^1 — 277 + 2^ ± "IT"' 

Dieselbe muss durch die Arbeit des Elektrisierens erzeugt werden, 
wenn die Körper bereits während des Elektrisierens aufeinander wirken. 
Die Energie der Wechselwirkung im letzten Gliede kann jedoch auch 
durch die Bewegung der Körper gegen einander hervorgerufen werden. 
Denken wir uns das Elektrisieren gleichzeitig oder die Verschiebung 
beider Körper gleichnuissig durchgeführt, dann kommt die Wechsel- 
wirkungs-Energie wegen der Gleichheit von Action und Beaction 
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jedem Körper ztir Hälfte zu, und die elektrische Energie der einzelnen 
Körper ist durch folgende Werte gegeben :_ 

^^^ ~ 2r^^ 2B ~ 2 \r^ ^ Bl 
und 

w — Öl* -4- ^ ^« — ^« /^« 4- ^A 
^2 — 2r, =t-2]5-— 2\r^^ El' 

Unter gegenseitiger Einwirkung beider Körper setzt sich das Potential 
in einem Punkte auf der Oberfläche eines Körpers zusammen aus 
dem Potentiale der Elektricität auf derselben Oberfläche und dem 
Potentiale der Elektricität des anderen Körpers; die bezüglichen Sum- 
men dieser Potentiale sind in den vorstehenden Klammem enthalten, 
daher bedeuten die Klammerausdrücke die Potentiale der beiden 
Körper unter ihrer gegenseitigen Einwirkung. Der Arbeitswert jeder 
Ladung ist demnach gegeben durch das halbe Product aus der Elek- 

tricitätsmenge in das Potential auf dem betreffenden Conductör (^-M • 

Derselbe Satz wurde oben für einen Conductör abgeleitet. Die 
potentielle Energie des Systemes beider Körper setzt sich aus der 
Summe der Energien der einzelnen Ladungen zusammen. 

c) Für das Arbeitsäquivalent der elektrischen Ladungen eines 
beliebigen Systemes von Conductoren gilt derselbe Satz, welcher 
für zwei Kugeln gefunden wurde. Denken wir uns die Ladungen der 
einzelnen Conductoren von Null gleichzeitig und im gleichen 
Verhältnisse wachsen bis die Endladungen erreicht sind, dann 
wächst das Potential jedes Körpers proportional mit seiner Ladung 
genau ebenso, wie es fiir einen Conductör unter a) angegeben wurde. 

Für jeden Körper ergibt sich demnach der Arbeitswert yC^j ^^^ 

die Summe dieser Werte für die einzelnen Conductoren gibt den 
Arbeitswert oder die potentielle Energie des Systems; also ist 

d. h. die elektrische Energie eines Systems von Conductoren ist gleich 
der halben Summe der Producte der Ladungen in das Potential jedes 
Conductors. 

§ 100. Elektrisches Feld. Potentielle Energie, a) Die Betrach- 
tungen über das Gravitations-Potential in § 19 lassen sich auch aiif 
das elektrische Potential übertragen. Der gebmetrische Ort eines 
Punktes mit einem bestinmiten Potential ist eine Äquipotential- 
fläche, eine Fläche gleicher Arbeit oder eine Niveaufläche. 
Zu einer elektrischen Kugel sind die Niveauflächen cohcentrische 
Kugelflächen. Die Kraftrichtung ist in allen Punkten der Niveau- 
fläche normal zu derselben. Die von einem Punkte ausgehenden, 
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nach einander folgenden Eiraftrichtungen setzen nach Faraday eine 
Kraftlinie zusammen. Das von elektrischen Kraftlinien durchsetzte 
Feld heisst elektrisches Feld. Kraftlinien^ welche ein Oberflächen- 
stück eines elektrischen Conductors uinschliessen^ bilden eine Kraft- 
röhre; dieselbe heisst Einheitsröhre^ wenn ihre Basis mit der 
Elektricitatseinheit geladen ist^ oder auch^ wenn die Kraftströmung 
durch einen Querschnitt der Krafteinheit gleichkommt. Die Kraffc- 
strömuog^ welche eine Fläche im elektrischen Felde triflft, wird durch 
die Anzahl der Einheitsröhren bestimmt. 

Nun lässt sich durch Versuche zeigen^ dass im elektrischen 
Felde thatsächlich Kiäfte in der Richtung der Kraftlinien wirksam 
sind; es sind Kräfte der elektrischen Induction oder Influenz^ 
die an den betreffenden Stellen wirklich das berechnete Potential 
hervorrufen. Die bezügliche Untersuchung des Feldes kann in fol- 
gender Weise durchgefahrt werden^): Man bringt in das elektrische 
Feld eines geladenen Conductors eine Probekugel, die durch einen 
langen dünnen Draht mit der Kugel eines entfernt stehenden nach 
Potentialmass gerichteten Elektrometers verbunden ist. In dem zu 
untersuchenden Punkte des Feldes sei das Potential V ohne Probe- 
kugel; die Probekugel wird durch Influenz elektrisch und gewinnt 
durch die Ladung (— Q) das Potential — Q/t, Das gesanmite Poten- 
tial an der Versuchsstelle in Anwesenheit der Kugel ist n*uh V — Q/r, 
Die Elektrometerkugel erhält die Ladung + Q und das Potential Q/B, 
Wegen der leitenden Verbindung müssen die Potentiale auf der Probe- 
kugJBl und auf der Elektrometerkugel einander gleich sein; daher ist 

r B 
und das gesuchte Potential 

7=r(f- + i). 

Das gemessene Potential V ist daher kleiner als das zu messende F. 
— Die Messung kann vereinfacht werden, wenn die Probekugel un- 
endlich klein angenommen wird, wenn an ihrer Stelle der Draht eine 
Spitze besitzt, oder wenn daselbst am Ende der Leitung sich ein 
brennendes Licht befindet; dann strömt die Elektricität — Q aus, das 
Potential V wird nicht durch Influenzelektricität verilndert, und es 
ist unmittelbar 



TT V_ TT 

*^ ~ B ~ ^ ' 

Das Elektrometer bestinunt unmittelbar das gesuchte Potential der 
betreffenden Stelle des Feldes. 

Die Bewegung der Probekugel oder der Flamme am Ende des 



1) J. WaUentin, Moderne Elektricitätslehre. S. 85. 
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Leitungsdrahtes bringt keine Anderang im Ausschlage des Elektro- 
meters hervor, wenn dieselbe auf einer Niveaufläche des Feldes er- 
folgt. Man kann daher durch diesen Versuch die Lage der Niveau- 
flächen ermitteln und die bereits in § 19 gewonnenen Sätze experi- 
mentell bestätigen. 

Auch die elektrischen Kraftlinien kann man im Räume ersicht- 
lich machen, wenn man im elektrischen Felde einer dunklen Kammer 
mittelst eines Haarsiebes oder Bäuschchens Lykopodiumpulver aus- 
streut und dieses mit einem Sonnenstrahl beleuchtet. — Gut geeignet 
hiezu ist auch Terpentinöl in einem Glasgefässe, in das zwei ent- 
gegengesetzt elektrisierte Leitungsdrähte eingeführt sind; eingestreute 
Krystalle von schwefelsaurem Chinin oder nach Faraday Seidenfäden 
ordnen sich deutlich nach den Kraftlinien an. 

Aus den Untersuchungen des elektrischen Feldes geht nach 
Faraday hervor, dass die Kraftlinien und die Kraftröhren an der 
Oberfläche eines elektrischen Körpers beginnen und an der Oberfläche 
anderer Körper im elektrischen Felde endigen; solche Körper sind 
entweder Gegenstände in der Nähe des elektrischen Coüductors, fernere 
Gegenstände oder die Decke des Experimentierzimmers. Wenn ein 
Körper von elektrischen Kraftlinien getroffen wird, so wird er durch 
Induction oder Influenz elektrisch; aus diesem Grunde nennt 
Faraday die' Kraftröhren auch Inductionsfäden. Der Theil der 
Oberfläche jenes Körpers, welcher einen Inductionsfäden abschliesst, 
besitzt immer dieselbe Menge entgegengesetzter Elektricität, 
als der Theil des Conductors, von dem der Faden ausgeht. Dieser 
Satz folgt auch aus dem Theoreme von Gauss. Denn denkt man 
sich einen Inductionsfäden oder eine Kraftröhre, die von dem elek- 
trischen Conductor zu einem anderen Körper im elektrischen Felde 
übergeht, in das Innere der Körper verlängert und dort abgeschlossen, 
so ist die Kraftströmung, welche durch die beiden abschliessenden 
Basen hindurchgeht, gleich Null. Da eine seitliche Kraftströmung 
nicht vorhanden ist, so muss auch die eingeschlossene Elektricitäts- 
menge gleich Null sein; die beiden Oberflächenelemente der Körper 
innerhalb des Inductionsfadens müssen daher mit gleich grossen und 
entgegengesetzt bezeichneten Elektricitätsmengen geladen sein. 

Aber nicht nur am Anfange und am Ende sind die Inductions- 
fäden ungleichnamig elektrisch; auch jedes Baumelement derselben 
zwischen zwei Querschnitten zeigt Polarität. Nach Faraday und 
Mosotti hat dieselbe in der elektrischen Polarität der Molecüle ihren 
Grund. Die Molecüle sollen gut leitend sein; sie werden aber durch 
das dielektrische Mittel,, in dem sie eingebettet sind, isoliert. Mit 
Hilfe der Rechnung kann wirklich nachgewiesen werden, dass leitende 
Kugeln, in einem isolierenden Medium eingebettet, die Wirkung eines 
dielektrischen Mittels hervorbringen können. 



§ 100.] VI. Elektricität. Elektrostatik. 317 

b) Wie im Gravitationsfelde (§ 19) ist es auch im elektrischen 
Felde möglich^ die potentielle Energie der elektrischen Ladung eines 
Conductors durch die Anzahl der Zellen auszudrücken, welche von 
Inductionsfäden und Niveauflächen gebildet werden. Man hat für 
jede Elektricitätseinheit der Ladung eine Einheitsröhre und von der 
Conductoroberfläche aus die aufeinander folgenden Niveauflächen mit 
den PotentialdifPerenzen Eins zu construieren, dann wird jede Ein- 
heitsröhre in V Zellen und somit Q Einheitsröhren in ^F Zellen ge- 
theilt. Die Zahl ist doppelt so gross, als die Zahl für die Ladungs- 
energie Y^F. 

Maxwell weist auf einfache Weise nach, dass auch für beliebig 
viele elektrische Körper die Zahl der Zellen doppelt so gross ist, als 
die Zahl für die elektrische Energie des Körpersystems. (Maxwell, 
Die Elektr. in elem. Behandig. S. 50.) 

Die bemerkenswerten Beziehungen zwischen Kraftlinien, Fäden, 
Niveauflächen und der elektrischen Energie führten Faraday und 
Maxwell zu der Ansicht, dass die elektrische Energie in Wirklichkeit 
ihren Sitz im Medium des elektrischen Feldes habe. Faraday kommt 
in seinen berühmten Experimental Besearches in Elektricity zu fol- 
genden Resultaten^): 

„Elektrische Kraftwirkung scheint in einem gewissen durch den 
elektrisierten Körper in den einzelnen Partikeln des Mediums hervor- 
gerufenen und erhaltenen Polarisationszustand zu bestehen, der 
sich dadurch charakterisiert, dass die Partikel zwei entgegengesetzt 
begabte, positive und negative Theile erhalten. Der Zustand, in den 
das Medium dadurch gerät, ist ein erzwungener; denn er entsteht 
durch eine äussere Kraft, bleibt, solange diese Kraft wirkt, und ver- 
schwindet, sobald die Kraft entfernt wird. Dieser Zustand wird aber 
nur in Isolatoren durch ein und dieselbe Elekricitätsmenge fort- 
dauernd erhalten, denn nur bei ihnen bleiben die einzelnen Partikel 
in ihrer erzwungenen Lage, solange die Elektricitätsmenge vor- 
handen ist.^^ 

c) Theorie der elektrischen Verschiebung. Gestützt auf 
die Experimental-Untersuchungen und die Anschauungen Faradays 
über den Zwangszustand des dielektrischen Mediums im elektrischen 
Felde hat Maxwell in seinem berühmten „Lehrbuche der Elek- 
tricität und des Magnetismus" zur Erklärung der elektrischen 
KJraftwirkungen die Theorie der „elektrischen Verschiebung" 
aufgestellt. Maxwell selbst gibt in seinem Werke „Die Elektricität 
in elementarer Behandlung" (S. 51 — 52) folgende Darstellung der- 
selben: 



1) Maxwell, Lehrl;»uch der El. etc. I, S. 161. 
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Um eine pracise Vorstellung von dem Vorgange im dielektrischen 
Medium des Feldes zu gewinnen, wollen wir eine einzige Zelle be- 
trachten, die zu einem Inductionsfaden gehört, der von einem positiv 
elektrischen Körper ausgeht. Die Zelle ist begrenzt von zwei auf 
einander folgenden Flächen gleichen Potentials, die den Körper umgeben. 

Wir wissen, dass eine elektromotorische Kraft vorhanden ist, die 
von dem elektrischen Körper nach aussen wirkt. Auf ein nicht- 
leitendes oder dielektrisches Medium ist die Wirkung der elektro- 
motorischen Kraft die, dass sie eine elektrische Verschiebung, 
wie wir sagen können, hervorbringt, d. h. die Elektricität wird nach 
aussen in der Richtung der elektromotorischen Kraft gedrangt; aber, 
wenn die Elektricität diese Verschiebung erlitten hat, so ist doch ihr 
Zustand der, dass, sobald die elektromotorische Kraft zu wirken auf- 
gehört hat, sie wieder die Lage einninunt, welche sie vor der Ver- 
schiebung hatte. 

Die Grösse der elektrischen Verschiebung wird durch die Elek- 
tricitätsmenge gemessen, welche durch eine feste Fläche hindurchgeht, 
die man sich parallel der Niveauflächen gezogen denken kann. Wir 
wissen absolut nichts über die Grösse des Weges, durch welchen 
hindurch irgend ein specieller Theil der Elektricität von seiner An- 
fangslage aus verschoben wird. Das einzige, was wir kennen, ist die 
Menge, welche durch eine gegebene FK,che hindurchgeht. Je grösser 
wir den Betrag von Elektricität annehmen, der z. B. in einem Cubik- 
centimeter vorhanden ist, desto kleiner brauchen wir die Strecke an- 
zunehmen, durch welche sie verschoben ist, damit eine gegebene 
Elektricitätsmenge durch eine bestimmte Fläche im Medium ver- 
schoben erscheint. Wahrscheinlich ist es, dass die wirkliche Ver- 
schiebung ausserordentlich klein ist. — 

Neben der elektrischen Verschiebung durch einen Querschnitt 
innerhalb der Zelle haben wir noch den Zustand der beiden Enden 
der Zelle, welche von Niveauflächen gebildet werden, zu betrachten. 
Wir müssen annehmen, dass in jeder Zelle die von der Fläche höheren 
Potentials gebildete Endfläche mit einer Einheit positiver Elektricität 
belegt ist, während die gegenüberliegende Endfläche niit einer Ein- 
heit negativer Elektricität belegt ist. In dem Inneren des Mediums, 
wo das positive Ende einer Zelle mit dem negativen der nächsten in 
Berührung ist, neutralisieren sich die beiden Elektrisierungen voll- 
kommen; aber da, wo das dielektrische Medium von einem Leiter 
begrenzt ist, wird die Elektrisierung nicht mehr neutralisiert, sondern 
sie bildet dort die beobachtete Elektrisierung an der Oberfläche des 
Leiters. 

Nach dieser Auffassimg der Elektrisierung müssen wir die Elek- 
trisierung eher als eine Eigenschaft des dielektrischen Mediums 
betrachten, statt als eine Eigenschaft des Leiters« 
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Wenn wir weiter annehmen ^ dass in jedem Theile eines dielek- 
trischen Mediums^ durch welches hindurch elektrische Kraft Wirkung 
stattfindet, ein Zug, ähnlich dem eines Seiles, in der Richtung der 
Kraftlinien herrscht und ein Druck in allen Richtungen, die normal 
zu den Kraftlinien sind, so können wir alle mechanischen Wirkungen, 
welche zwischen elektrischen Körpern stattfinden, erklären. 

d) Energie des Feldes. Auf die Anschauung gestützt, dass 
im Felde eines elektrischen Conductors eine elektrische Verschiebung 
stattfindet, zufolge welcher auf jeder Niveaufläche beide Arten von 
Ihflueniselektricität geweckt werden, lässt sich die Verschiebungs- 
arbeit als Raumenergie nach der hydrostatischen Grundgleichung, 
die sich zur Berechnung von Raumenergien für feste, flüssige und 
gasförmige Körper als richtig erwiesen hat, berechnen. Die Grösse 
jeder Art Influenzelektriciia^t ist gleich der elektrischen Ladung des 
Conductors. Eine unendlich dünne Raumschichte zwischen zwei un- 
mittelbar aufeinander folgienden Niveauflächen ist polarisiert: auf der 
dem Conductor zugewandten Seite befindet sich die Influenzelektricität 
erster Art, auf der abgewandten gleichviel Influenzelektricität zweiter 
Art. Auf diese Influenzelektricitäten wirkt die Ladung des Conductors 
mit gleich starken und entgegengesetzten Kräften und erzeugt im 
dielektrischen Mittel des Feldes eine Spannung. Mit Hilfe derselben 
berechnen wir nun die Raumenergie, indem wir diese dem Pro- 
ducte aus dem Drucke in das Volumen proportional setzen. Damach 
erhalten wir die Energie des Feldes einer elektrischen Kugel in 
folgender einfacher Weise ^): 

Auf einer kugelförmigen Niveaufläche mit dem Halbmesser B 
befindet sich die der Ladung des Conductors gleiche Elektricitäts- 
menge Q] davon entfällt auf die Flächeneinheit Q/4cB^7t. Darauf 
wirkt nachr Coulombs Gesetz die Conductorladung Q mit der Kraft 
p «= Q^/4iI(^jc . Für die kugelförmige Schale dv = 42J^jr • dE ist 
daher die Raumenergie (nach der Form x • p • dv) 

dW=^^'4.B^7C^dB = ^'dR/ 



4ind für das ganze Feld 



R=: 00 



kQ' 



Der Wert stimmt genau mit jenem für die Ladungsarbeit (§ 97) 
überein, wenn die Gonstante Je = 1/2 gesetzt wird. 

Diese Beschränkung der Constanten gilt nur für elektrische 
Ladungen der Conductoren in der Luft*, in einem anderen dielek- 

^^ 1) Siehe memeu Vortrag über Raumenergie in d. Verhandig. der Naturf.- 
Gesellschaffc. 1894. 
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trischen Mittel nimmt k einen anderen Wert an; dies wurde zuerst 
von H. y. Helmholtz ausgesprochen und von Silow experimentell be- 
stätigt. 

Gleichzeitig mag bemerkt werden^ dass der Ausdruck W auch 
für die potentielle Energie eines kugelförmigen Condensators oder 
einer kugelförmigen Leydener Flasche gilt, wenn die kugelförmigen 
Begrenzungsflächen die Radien Bi und En haben. 

Sind zwei elektrische Conductoren in einem Felde vorhanden^ 
so lässt sich für jeden die vorstehende Betrachtung geltend machen^ 
es wirken beide Ladungen auf jede durch Induction gewecktis Elek- 
tricitätseinheit im Felde, und die Kräfte setzen sich nach dem Gesetze 
des Eräfbenparallelogrammes zusanmien. (Die Ausführung der Bech- 
nung kann ähnlich der im § Ö3c geschehen.) Das Quadrat der Be- 
sultierenden auf eine Elektricitätseinheit im Felde, nach Gamots Lehr- 
satz ermittelt, dividiert durch 4« gibt, entsprechend der obigen Aus- 
führung, die Spannung p, und in der Luft ist die Volumenergie 

in einem Baumelemente dv gleich ^P'^^'^- Durch Summierung über 

das ganze elektrische Feld erhält man für die potentielle Energie 

^^ ~2ri ' 2r, 22 ' 

einen Wert, der mit jenem für die Ladungsarbeit in § 99 über- 
einstimmt. Die Änderung der Energie dW/dB führt wieder zum 
Coulomb'schen Gesetz zurück, von dem ursprünglich ausgegangen 
wurde. 

e) Theorie der Atherverschiebung^). Es wurde bereits in 
§ 53b) und c) nachgewiesen, dass die potentielle Energie in einem 
Kraftfelde durch die Arbeit einer Atherverschiebung erzeugt ge- 
dacht werden kann. Im Sinne der Elektricitätslehre tritt dann der 
Äther ohneweiters an die Stelle der Elektricitätsmenge der 
Maxwell'schen Theorie. Wird ein Körper positiv elektrisch/ so 
breitet sich eine neue Ätherschichte über der Oberfläche aus, und 
die Äthermasse kann als Elektricitätsmenge betrachtet werden. 
Wird ein Körper negativ elektrisch, so verschwindet eine Äther- 
schichte an der Oberfläche. Sowohl die Hinzufügung, als auch die 
Wegführung einer Ätherschichte an der Oberfläche eines Conductors 
hat eine Ätherverschiebung im umgebenden dielektrischen Mittel zur 
Folge; indem von der Oberfläche aus jede Ätherschichte die benach- 
barte zur Verschiebung veranlasst, werden Kräfte im elektrischen 
Felde geweckt, die einen Zwangszustand bedingen und die Ferne- 
wirkung der elektrischen Ladung vermitteln. Für die Beweglich- 



1) Siehe meine Schriften über das Energieprincip i. d. Elektricitätslehre, 
1887, und über den Ätherdruck, 1893. 
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keit des Äthers muss das Gesetz über die elektrische Leitungsfähigkeit 
der Körper als massgebend angesehen werden. 

Es mag noch besonders darauf hingewiesen werden, dass für 
die Ableitung der Elektricitätsgesetze in § 52 und § 53 nicht das 
Elasticitätsgesetz ohne weiters angewendet wurde; nach diesem ist die 
geweckte elastische Kraft der relativen Verschiebung der Massen- 
theilchen proportional, indem z. B. die elastische Kraft X=^2(i'd^/dx 
ist. Um zu Gesetzen für elektrische Kräfte zu gelangen, musste 
vorausgesetzt werden, dass die Kraft der absoluten Verschiebung 
proportional sei, dass X==Ä| ist. Demgemäss muss angenonmien 
werden, dass die sogenannten elastischen Kräfte in der Änderung 
der Wechselwirkungsenergie der Molecüle begründet seien, die 
ausschliesslich durch eine Lagenänderung der Molecüle bedingt ist, 
während die elektrischen Kräfte in der durch Induction hervor- 
gebrachten Oberflächenverschiebung der einzelnen Molecüle, also in 
der Änderung der Ladungsenergie oder des Selbstpotentials der Mole- 
cüle ihren Grund haben mögen. Zu dieser Interpretation der Rech- 
nung liefert die Hypothese über die Constitution der Molecüle in 
§ 72b ein anschauliches Bild, insbesondere wird ersichtlich, wie durch 
Ätherverschiebung die molecularen kugelförmigen Wirbel ihre Gestalt 
ändern und die Molecüle hiedurch in einen elektrischen Polarisations- 
zustand gelangen können (S. 248). 

In dieser Fassung ist die Äthertheorie eine Verbindung der 
Theorien von Euler, Edlund, W. Weber, Secchi u. a,, nach welchen 
die Äthermenge des Körpers dessen elektrische Ladung bestimmt, 
mit der MaxwelVschen Theorie der elektrischen Verschiebung, Sie 
liefert nicht nur die der Elektrostatik zugrunde liegenden Anschau- 
ungen über Kraftlinien und Niveauflächen im elektrischen Felde und 
das Grundgesetz von Coulomb zahlenmässig richtig, sondern sie führt 
auch zu dem den übrigen Theilen der Elektricitatslehre als Grundlage 
dienenden Maxwell-Hertz'schen Gleichungssysteme des elektromagneti- 
schen Feldes. (Siehe § 52b, S. 183.) 

Hier sollen noch die Ausdrücke für die elektrische Dichte und 
die Spannung mittelst der Theorie der Ätherverschiebung abgeleitet 
werden. 

Die Dichte ist die Elektricitätsmenge auf der Flächeneinheit 
eines Conductors. Ist die Verschiebung <y, so ist die geweckte Kraft 
f auf die Masseneinheit x-ö, wenn x den Elasticitätsfactor angibt, und 
man hat z^x 

(ßö) als die Äthermenge in der Schichte über der Flächeneinheit 
ist die elektrische Dichte. Der Wert dei^elben wird 

Januschke, Erhaltung der Energie 21 
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Setzen wir in der Luft, wie in § 53, für x/ä = 4^, so erhält man 
für die Dichte 

genau den in § 98 b) und c) ermittelten Wert. 

Die elektrische Spannung oder der elektrostatische Druck ist 
die Kraft p, welche auf die Oberflächenschichte über der Flächen- 
einheit wirkt; sie ist eine auf die ganze Masse (^dö) der Schichte 
wirkende Kraft und daher der Elasticität in der Mitte der Schichte 
gleich; demnach ist 

Für Luft als dielektrisches Mittel ist wieder x/d = 4jr und somit 
die Spannung 

Derselbe Ausdruck wurde auch in § 98 d) gewonnen. 

§ 101. Condensatoren. (Kleist in Cammin 1745, Euneus in Leiden 
1746.) a) Die Condensatoren dienen dazu, grössere Elektricitätsmengeu 
anzusammeln und durch Entladung zu verwerten. Den ersten con- 
struierte Ewald Georg von Kleist (1745) in folgender Weise: Er gab 
in ein Medicingläschen Quecksilber oder Spiritus vini, steckte einen 
Nagel in das Gläschen, elektrisierte den Nagel und berührte ihn mit 
einer Hand, indem er das Gläschen in der anderen Hand hielt. Der 
erhaltene Entladungsschlag zeigte eine Verstärkung der Elektricität 
an. Gralath nahm statt des Arzneiglases eine grössere Flasche und 
statt des Nagels einen Eisendraht mit einer Kugel am Ende. Bevis 
belegte die Aussenseite und Watson die innere Seite der Kleist'schen 
Flasche mit Zinnfolie. Winkler construierte einen Auslader und stellte 
mehrere Flaschen zu einer Batterie zusammen. 

In der Theorie gilt es, die angehäufte Elektricitätsmenge und 
deren Arbeitswert zu bestimmen. Zur Lösung dieser Aufgabe wählen 
wir zunächst eine kugelförmige Leydener Flasche als Repräsentant 
der Condensatoren^). Es seien zwei concentrische Kugelschalen I 
und II aus Metall von sehr geringer Dicke mit den Radien r^ und r2. 
Die innere Schale 2J auch Collector genannt, werde mit dem Con- 
ductor einer Elektrisiermaschine in Verbindung gesetzt und erhalte 
dadurch die Ladung ^i; die äussere Schale als Condensator werde 
durch Influenz elektrisch und die Influenzelektricität zweiter Art durch 
eine leitende Verbindung zur Erde geführt. Für den bald eintreten- 

1) Tumlirz, Das Potential S. 119; Serpieri, Das elektr. Potential S. 84; 
Mascart-Wallentin, Handbuch d. etat. El. I. 360. Lehre d. El. v. G. Wiedemann, 
femer Wüllner, Maxwell, Mascart und Joubert, Mousson, Wallentin etc. 
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den Gleichgewichtszustand müssen die leitend verbundenen Flächen 
gleiche Potentiälwerte haben. Es müssen also zunächst die Poten- 
tiale von I und von dem elektrischen Conductor gleich sein. Das 
Potential in einem Punkte des Conductors sei F; das Potential in 
einem Punkte von I setzt sich zusammen aus der Summe der Poten- 
tialwerte der Elektricitäten {Q^ und ^2) auf der inneren und äusseren 

Eugelschale^ ist also ~ + — , und es gilt 



U 



F=^+^ 



n ' *•» 



Die äussere Kugelfläche II ist leitend mit der Erde verbunden 
uiid ihr Potential muss gleich Null sein. Dieses Potential setzt sich 
zusammen aus den Potentialen von Q^ und Q^ auf II und es besteht 
die Gleichung . 

«^ + «» = 0. 

Aus den beiden Gleichungen folgen die Werte für die angesammelte 
Elektricität 

Aus dieser Form ist sofort ersichtlich, dass der Coefficient des 
Potential wertes V die Bedeutung der Capacität c der Flasche hat; 
und somit ist die Capacität, wenn noch r^ — r^^= jd sehr klein ist 

_ ^1^8 r* 

oder wenn man die Fläche der Flasche 8 = 4r^n einführt, 

c = ~. — :: und Q. = - — - • F. 

Wäre die äussere Schale II nicht vorhanden, dann würde auf I 
die Elektricität Qj^ durch die Gleichheit der Potential^ in / und auf 
dem elektrischen Conductor bestimmt, also durch 






darnach wird 



»•i 



Qi-v^'q:. 



r^—r^ 



Der Coefficient — - — ist die Verstärkungszahl der Flasche; 



r^ — r^ 



dieselbe ist proportional dem Radius der kugelförmigen Flasche und 
umgekehrt proportional der Dicke der isolierenden Zwischenschichte. 
Die Entwickelung ist analog, wenn II als CoUector und I als Con- 
densator benutzt wird. 

Die angesanmielte Elektricität Q^ wird durch einen dem vor- 
stehenden analogen Ausdruck gegeben, wenn der Condensator, dessen 

21* 



324 VI. Elektricität. Elektrostatik. [§ 101. 

Belegungen einander sehr nahe und parallel sind, eine beliebige 
öestalt hat und die Belegungen (durch etwaige Verbindung mit elek- 
trischen Conductoren) zu beliebigen Potentialen F^ und Fg geladen 
sind. Die Flächen der Belegungen sind dann nämlich zwei Niveau- 
flachen, deren Potentiale F^ und Fg, und es gilt (§ 98) für die Dichte d 
die Relation ^ x^ 

Damach ist die Elektricität auf der Oberfläche 

S 

Hierin ist wie oben j— j der Wert für die Capacität der Flasche. 

Der Ausdruck geht in den obigen für c^ über, wenn Fg = wird. 

Wir bestimmen für den vorliegenden Fall noch' den Arbeits- 
wert W der Ladung, welcher als potentielle Energie im Con- 
densator aufgespeichert und bei der Entladung wieder gewonnen wird. 
Nach §§ 96 und 99 gelangt man zu diesem Werte, wenn man das 
Product aus der halben Elektricitätsmenge Q^ in das Potential in 
einem Oberflächenpunkte voii / bestimmt. Das betreffende Product 
für II wird mit seinem Potentialwerte gleich Null. 

Es wird . ^ , 

Damach ist die potentielle Energie des Condensators dem Qua- 
drate der Ladung direct und der Capacität umgekehrt proportional. 
Durch Einführung des Wertes für F eines kugelförmigen Conden- 
sators wird 

Zu einem allgemein deutbaren Gesetze über den Arbeitswert der 
Ladung eines Condensators gelangen wir durch Einführung der elek- 
trischen Dichte ö und der Fläche der Flasche*, es ist 

Q^=S'S und 4:r^7C = S 
und darnach ^,, o o jta ># 

d. h. der Arbeitswert der Ladung ist proportional der Oberfläche des 
Condensators, der Dicke der isolierenden Zwischenschichte und dem 
Quadrate der elektrischen Dichte. 

Leicht zu erhalten ist auch die Form 

Diese Sätze gelten auch für andere Formen der Flaschen und 
wurden von Riess mit dem Luftthermometer experimentell nach- 
gewiesen. 
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Zur Messung der Capacität mag hier folgendes bemerkt werden: 
In absoluten elektrostatischen Einheiten wird sie^ ihrer Dimension 
entsprechend, durch Centimeter ausgedrückt. Die praktische Einheit 
ist ein Farad, jene Capacität, bei welcher die Ladung von 1 Coulomb 
das Potential 1 Volt liefert; es ist = 9 • 10^^ elektrost. Einh. und 
= 10^ Mikrofarad. 

b) Durch unmittelbare Anwendung des Energieprincipes lässt 
sich die Ladungsenergie und. die Yerstärkungszahl noch einfacher 
bestimmen als mit Hilfe des Potentials. 

Der Versuch mit der zerlegbaren Leydener Flasche zeigt, dass 
man sowohl den inneren als auch den äusseren Beleg für sich ent- 
laden kann, und dass nach der Zusammenstellung der Flasche doch 
noch ein kräftiger Entladungsschlag erhalten wird. Daraus folgt 
deutlich, dass der elektrische Zustand seinen Sitz nicht in den metalli- 
schen Belegen, sondern im isolierenden Zwischenmittel hat. Einen 
weiteren Beweis dafür liefert die bald noch näher zu behandelnde 
Thatsache, dass die angesammelte Elektricitätsm^enge von der Natur 
des Isolators abhängt. Man hat daher nur die im dielektrischen 
Zwischenmedium aufgespeicherte potentielle Energie als Äquivalent 
der Ladungsarbeit des Condensators zu betrachten; für dieselbe gilt 
der nach Faradays Anschauungen abgeleitete Wert in § 100 d). 
Darnach besteht der Arbeitswert einer zur Erde abgeleiteten kugel- 
förmigen Flasche aus der Ladungsarbeit des inneren Beleges ver- 
mindert um die Ladungsarbeit des äusseren Beleges. Bei geringer 
Wanddicke A der Flasche ist er 

2 ri 2 fj 2 r* 

Der Ausdruck stimmt mit dem obigen für W vollkommen überein. 
Zur Verstärkungszahl vermag die Bestimmung des Intens itäts- 
factors der elektrischen Energie zu führen^). Bei einem Systeme, 
bestehend aus einem kugelförmigen Condensator und einem Conductor 
einer Elektrisiermaschine, herrscht Gleichgewicht, wenn die Potentiale 
der leitend verbundenen Conductoren einander gleich sind. Aus den 
Factoren der elektrischen Energie des Condensators 



Tr-|e(«-^) 



folgt sofort das Potential oder der Elektricitätsgrad als Intensitäts- 
factor 

'^ ^ r* dQ 

1) Siehe meine Abhandlung zur Übereinstimmung der phys. Arbeitsgesetze. 
Zeitsch. f. d. Rlw. Wien. 1892. S. 628. 
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Würde der innere kugelförmige Collector ohne Condensator ange- 
nommen und mit dem Conductor der Elektrisiermaschine verbunden, 
80 wäre die Energie des ersteren 

und der Intensitätsfactor oder das Potential 

r 
Aus der Gleichheit der Intensitätsfactoren folgt die Yerstärkungszahl 

Q' ~ ^ 
übereinstimmend mit den obigen Angaben. 

Die Ladungsenergie als Product aus dem elektrostatischen Druck 
in das Volumen des elektrischen Feldes (nach § 100 d) enthielt einen 
Constanten Factor; mit Benützung desselben wird die Energie 

und die Verstärkungszahl 



Q* 2k d 

Die letztere erscheint um den Factor 1/2 Ä verändert, der von der 
Natur des dielektrischen Mittels abhängig ist. 

In der That hat schon Cavendish (1771) gefunden, dass, wenn 
in einem Condensator die isolierende Zwischenschichte geändert wird, 
während die metallischen Belege unverändert bleiben, sich die Capa- 
cität des Condensators ändert. Wurde in einem Condensator die Luft- 
schichte durch eine ebenso dicke Schwefelschichte ersetzt, so nahm 
die Capacität um das 2y^- fache zu. Die diesbezüglichen Arbeiten von 
Cavendish, welche 1879 von Maxwell veroflfentlicht wurden, waren 
Faraday unbekannt, als er im Jahre 1837 seine grundlegenden Ver- 
suche anstellte, die von Gaugain, Boltzmann, WüUner, Gordon ü. a. 
vervollkommt und weiter entwickelt wurden. 

Faraday nannte die isolierenden Substanzen Dielektrica und die 
Verhältniszahl 1/2 Ä das specifische Inductionsvermögen. Die letztere 
Zahl führt heute in der Regel den Namen Dielektricitätsconstante. 
Einige solche Constanten sind: für 

Crownglas 3-243 (Gordon), 6-96 (Hopkinson), 

Flintglas 3-013 bis 3164 (Gordon), 711 bis 744 (Winkehnann), 

Ebonit 3-15 bis 3-48 (Boltzmann), 2-72 (Winkelmann), 

Schwefel 3*84 bis 3*90 (Boltzmann), 258 (Gordon), 3-04 (WüUner), 

Schellack 2-74 (Gordon), 3*10 (Winkelmann), 

Paraffin 232 (Boltzmann), 1-994 (Gordon), 218 (Winkehnann), 

Quarz 4*6 (Romich und Nowack), . . 
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Steinsalz 18 (Hopkinson), 

Olivenöl 3* 16 (Hopkinson), 

Äther 4-75 bis 4-95 (Hopkinson), 

Alkohol 24-29 (Donle), 

Schwefelkohlenstoff 2-67/ 

c) Mittelst der Theorie der Atherverschiebung ergeben jsich die 
Werte für die Energie nnd die Ladung eines kugelförmigen Cqnden- 
sators direct auf sehr einfache Weise. 

Durch positive Elektrisierung der inneren Kugelfläche I wird 
der Äther des dielektrischen Zwischenmittels radial nach aus\^rts in 
der Richtung gegen den Beleg II verschoben, es werden elastische 
Kräfte geweckt und damit ein elektrisches Feld erzeugt. Die Ather- 
schichte an der concaven Innenseite von II sollte in das metallische 
Innere von II hineintreten; da aber im Metall wegen der guten 
Leitungsfähigkeit keine Verschiebung bestehen kann, so muss die 
betreffende Atherschichte, etwa durch eine Öfl&iung der Fläche IIj 
sich an die äussere, convexe Oberfläche begeben und dort als Influenz- 
elektricität zweiter Art ausbreiten. Die innere Fläche von II er- 
scheint wegen des Verlustes der Atherschichte negativ elektrisch; die 
äussere Fläche ist positiv g^den. Dass die Mengen der beiden In- 
fluenzelektricitäten der Ladung auf I gleichkommen, folgt unmittelbar, 
wenn die Ätherdichte constant ist. 

Die Influenzelektricität zweiter Art auf II veranlasst eine Ver- 
schiebung des Äthers und daher eine Ausbreitung des elektrischen 
Kraftfeldes im Räume ausserhalb des Condensators; wird aber diese 
Elektricität zur Erde geleitet, so verschwindet auch das elektrische 
Feld. Die Ladungsarbeit beschränkt sich dann lediglich auf die Ver- 
schiebungsarbeit im Dielektricum des Condensators. Zur Berechnung 
derselben benützen wir die Arbeit der Verschiebung einer kugel- 
förmigen Atherschichte nach § 53 b ; danach ist 



wenn 

und die Ladungsarbeit 



r» 



'^-i^«'/S-w«'(i-i;)- 

Hierin bedeuten r^ und rg die Radien der Kugelflächen I und II 
Ist der Unterschied r^ — r^ = z/ gegenüber den Radien nur klein, so 
kann man auch schreiben 
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Dieser Wert für die Energie stimmt mit dem der Potentialtheorie 
Yollstandig überein. Derselbe kann als Yerschiebungsarbeit sofort 
angeschrieben werden, wenn die Dicke der zu yerschiebenden Ather- 
schichte nur gering ist. 

Die Constante x/^titö ist der reciproke Wert der Dielektriciföts- 
Constanten. 

Aufg. L Zwei concentrische Kngelfl&chen haben beziehungsweise die 
Halbmesser 10 cm und 11 cm; wie gross ist die Capacitftt, die Ladung, 
die Verstärkungszahl und die elektrische Energie derselben als Condensator, 
wenn die innere Kugel mit einer Elektrisiermaschine Yon 12000 Volt 
Elektricitätsgraden verbunden wird? 1 Volt = 1/3 • 10^ e. s. Fotential- 
einheiten. 1 Coulomb = 3 • 10^ e. s. E. — (c = '*i^a/(**i — r^) = 110 cm. 
Verstärkungszahl = r^/{r^ — r^ = 11. 

Ladung ^ = Fr^ • r^/{ry^ — r^) = 4400 e. s. E. = 14% • 10"^ Coulomb. 
T7=ycF* = 88000 Erg = 89-7 gem.) 2. Wie gross ist die elek- 
trische Dichte auf der inneren Kugel der vorigen Aufgabe und der elek- 
trostatische Druck, welcher das dielektrische Mittel zu durchbrechen sucht? 
— (6 = Q/^r^jt = 3-5 e. s. E., p = 2jtö^ = 7TOS Dyn = 0*078 gr/cml) 
3. Eine Glaskugel von 12 cm innerem Durchmesser und 0004 cm Wand- 
dicke wird durch Belegung mit Süberschichten auf beiden Seiten zu einem 
Condensator gestaltet und mit einer Elektrisiermaschine von 18 000 Folt 
verbunden. Die Dielektricitätsconstante des Glases sei 2*4. Wie gross 
sind Capacität, Ladung, Spannung und elektrische Energie dieses Conden- 
sators? — (Die praktische Capacitätseinheit ist 1 Farad = 9 • 10^^ e. s. E. 
und = 10* Mikrofarad. Damach ist c= 21614*4 cm = 0*024 Mikrofarad, 
C=1296864e.s.E.= 432310-^Coulomb, TF=38*910«Erg=0*396kgm, 
p = 27td^ = 27t ' 1433*4* = 516-4 • 10^ Dyn = 52*6 kg/cml) 4. In 
einem Condensator beträgt die Fläche einer Belegung 1 m* und die Dicke 
des isolierenden Mittels ^ = 0*1 cm; eine Belegung ist mit einer Elek- 
tricitätsquelle vom Potential 600 Volt in Verbindung, und die andere ist 
zur Erde abgeleitet; wie gross ist die elektrische Energie des Conden- 
sators? — (T^=5.7V87r^ = 15924 Erg= 16*2 grcm = 000028 gr-cal.) 
5. Ein Condensator hat die Capacität 2*5 Mikrofarad a 9 • 10^ elektro- 
statische Einheiten und eine Ladung mit dem Potential von 600 Volt; 
wie gross ist die Ladung und die Energie? — 

((j = cF = 2-5 • 9 • 10^ (^) = 4500000 e. s. E. = 15 • 10"-* Coulomb, 

TF= Y^F=45 • 10^ Erg = 0046 kgm.) 6. Wie gross muss die 

Dicke der isolierenden Luftschichte eines Kugelcondensators vom Badius 
^2 = 10 cm sein, damit die Verstärkungszahl = 100 sei? — 0-00 =rjri — rjj, 
daraus ri== 10101 cm und r^ — rg = 0101 cm.) 7. Eine Batterie von 
Lejdener Flaschen enthält geladen 0*6 kgm Energie, und die beiden Be- 
legungen haben eine Potentialdifferenz von 3000 Volt. Wie gross ist die 
Ladung und wie gross ist die Capacität der Batterie? — 

{Q=2 W/V= 4 • 1 0- 8 Coul., (7 = TF/2 7 ?= 300000 e. s. E.=l/3 Mikrofarad.) 

[R. Weber.] 
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§ 102. Ebene Condeiisatoreii. Statt der Kugelflächen wählen wir 
nun zwei planparallele^ gutleitende Platten, welche durch eine ver- 
hältnismässig dünne, isolierende Zwischenschichte von einander ge- 
trennt sind. Die Zusammenstellung bildet einen ebenen Condensator^). 
Die Ladung dieses Oondensators kann ebenso wie bei der Leydener 
Flasche geschehen, also entweder dadurch, dass man nur eine Platte 
ladet und die zweite leitend mit der Erde verbindet, oder dadurch, 
dass man beide Platten mit den entgegengesetzt elektrischen Conduc- 
toren einer Elektrisiermaschine verbindet. Um einer beliebigen Elek- 
trisierung Rechnung zu tragen, nehmen wir an, dass die Platten zu 
den verschiedenen Potentialen F^ und V^ geladen seien. In einer 
Entfernung von den Rändern, welche sehr gross im Verhältnisse zur 
Dicke der Zwischenschichte ist, ist die Elektricität über den Platten 
gleichförmig vertheilt und sind die Kraftlinien in dem betreffenden 
Theil der Zwischenschichte unter einander parallele, zu den Platten 
normale Geraden. Das elektrische Feld ist daselbst gleichförmig. Die 
Grösse der Fläche mit gleichförmiger Elektricitätsvertheilung sei 8] 
wir wollen dieselbe etwa durch eine geschlossene krumme Linie be- 
grenzt denken. Ist der Abstand der Platten ^, dann ist die Arbeit, 
um die Elektricitätseinheit von einer Platte zur andern zu bewegen, 

daher die Kraft des Feldes 

V —V 

Dies ist auch die Kraft in den Oberflächenschichten der Platten; 
demnach wird die elektrische Dichte einer Platte 

und die Elektricität auf S ist 

Die Elektricitätsmengen auf beiden Platten sind gleich gross, 
aber von entgegengesetzter Vorzeichnung. Ist Fg = 0, so folgt un- 
mittelbar für die Capacität des Condensators 

4t7t • /i^ 

die etwa noch mit der Dielektricitätsconstanten zu multiplicieren ist. 
Die potentielle Energie setzt sich zusammen aus den Energien beider 
Plattenladungen und ist 



1) Mascart-Wallentin. I. 384. Maxwell, Die Elektr. in elem. Behdlg. S. 73. 
Meine Schrift über das Energieprincip in d. Elektrl. 1887. 
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Aus dem Aosdracke fÖr die Energie lasst sich die Kraft F be- 
rechnen, mit welcher die Platten sich gegenseitig festhalten, die also 
überwunden werden muss, um eine Platte, beziehungsweise ein Ober- 
fiächenstück S Yon seiner Stelle zu ziehen. Um dieselbe zu finden, 
denken wir uns die Distanz z/ etwas yergrossert; dadurch wird die 
Energie 



und der Unterschied 



I 
I 

i 

; daraus wird die Kraft 



W— W= F' (z/'— ^) = ^ ' Q\^'— ^), 



Dieses Resultat wird dazu benützt, um sowohl die Elektricitäts- 
menge Q als auch die Potentialdifferenz (F^ — Fg) zu bestimmen; 
man hat 

Hierin sind S das begrenzte Flächenstück mit gleichförmiger Elek- 
tricitätsvertheilung auf den Platten und F die Kraft, mit welcher ein 
solches Flächenstück festgehalten wird. 

Eine Messung der Grösse F und somit eine Bestimmung der 
Elektricitätsmenge Q und d^r Potentialdifferenz nach absolutem 
.Maasse gestattet das Schutzring-Elektrometer von W. Thomson.- 
Dasselbe besteht aus zwei in geringer Entfernung befindlichen, kreis- 
förmigen Platten, die zu verschiedenen Potentialen geladen werden 
können. Von einer Platte ist ein begrenztes Stück S durch einen 
Einschnitt längs seiner Grenzlinie vollkommen beweglich gemacht; 
der feste S er^nzende Theil der Platte heisst ^^Schutzring". Das 
bewegliche Stück S ist mit einem Wagebalken in Verbindung und 
kann durch Gegengewichte äquilibriert werden. Mittelst der Wage- 
balkenvorrichtung wird auch die Kraft F gemessen, mit welcher die 
Platte S angezogen wird. 

Nach der Theorie der Verschiebung ergeben sich die Ausdrücke 
für die Ladung, die Energie und das Potential direct in ähnlicher 
Weise wie für den Kugelcondensator (§ 101c). 

Aufg. 1. Wie gross ist die Capacit&t einer Franklin'schen Tafel, deren 
Zinnbelegung 25 cm lang und 16 cm breit, und für deren Glas i^^^O'l cm 
und die Dielektricitätsconstante Ä = 3'2 ist? — 

(C=Jc' 8/4:%J = 1018 e. s. E. = 000113 Mikrofarad.) 

2. Die Metallscheibe eines Elektrophors hat 20 cm Durchmesser und ist 
im Mittel um 0'02 cm von der Hartgummischeibe entfernt. Wie- gross ist 
seine elektrische Capacitat? — (C = 1250 e. s. E. = 0*0014 Mikrofarad.) 
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^. Ein Plattencondensator von 2*5 Mikrofarad Capacität (a 9-10^ e. s. E.^ 
wird mit einer Batterie von 300 Volt elektromotorischer Kraft (a 1/3 • 10*) 
geladen. Welche Ladung nimmt er auf? r— 

(§ -= • 7 = 22-5 . 10^ e. s. E. = 000075 Coulomb.) 

4. Eine Franklin'sche Tafel von 2 elektrostatischen Capacitätseinheiten 
wurde mit einer Holtz'schen Influenzmaschine geladen, deren elektromoto- 
rische Kraft auf 3000 Volt stieg. Welche Elektricitätsmenge enthielt sie? 
_ (§ = 200 e. 8. E.) [E. Weber.] 

§ 103. Eldktrisclie Batterien, a) Flaschenverbindung neben 
einander oder auch Batterie schlechtweg genannt. Eine Flaschen- 
verbindung nebeneinander kommt zustande^ wenn man von mehreren 
Leydener Flaschen alle inneren Kugelflächen mit einander und alle 
äusseren Kugelflächen miteinander verbindet. Wir nehmen an, dass 
alle Flaschen dieselbe Form haben; dann lässt sich der Fall der 
Flaschenverbindung auf die Betrachtung einer einzelnen Flasche zu- 
rückführen. Eine und somit alle äusseem Kugelschalen stehen mit 
der Erde in leitender Verbindung. Die Elektricitat, welche von einer 
Elektricitätsquelle her auf die innere Kugel der ersten Flasche ge- 
leitet wird, verbreitet sich gleichförmig über alle inneren Kugelschalen 
der Flaschen und wirkt auf die äusseren Kugelschalen so, wie wenn 
jede Flasche allein vorhanden wäre. Ist die Elektricitätsmenge auf 
einer Kugel q, so ist, abgesehön von der Elektricität in den Ver- 
bindungsdrähteii, die gesammte zugeföhrte, über n Flaschen vertheilte 
Elektricitätsmenge 

wobei 8 die elektrische Dichte der inneren Kugelflächen bedeutet. 
Ebenso ist der Wert der Energie n-mal grösser, als der einer Flasche; 
daher ist 

Hieraus folgt der Satz wie für eine Flasche: Die Energie der Ladung 
ist proportional den Oberflächen des Condensators, der Dicke der 
isolierenden Zwischenschichte und dem Quadrate der elektrischen 
Dichte. 

Drücken wir die Energie durch die zugeführte Elektricitäts- 
menge Q und das Potential V der inneren Kugelschalen aus, so wird 

^^ '* 2^^ 2 'c 2nc 

und 

Tr=n.ygF=Y-n.c.F*, 

Aus den beiden Werten folgt, dass die Energie W durch eine 
Vermehrung der Flaschenzahl n der Batterie nur dann steigt, wenn 
das Potential V auf den inneren Kugeln constant erhalten werden 
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kann^ — dass aber W bei einer Vennehrung der Flaschenzahl ver- 
mindert wird^ wenn man nur über eine gleichbleibende Elek- 
tricitätsmenge Q verfügt. Die Batterie wird daher zweckmässig 
nur dann zu verwenden sein^ wenn zur Ladung derselben eine Elek- 
tricitatsquelle von constantem Potential benutzt werden kann. 

b) Flaschen Verbindung hintereinander^ Franklin'sche 
oder Gascadenbatterie. Eine Flaschenverbindung hintereinander 
wird erhalten, wenn man immer die innere Kugelschale einer Flasche 
mit der äusseren Eugelschale der nächstfolgenden Flasche in Ver- 
bindung setzt. Die innere Kugelschale der ersten Flasche werde mit 
der Elektricitätsmenge -j- ^ geladen und nehme das Potential F^ an. 
-f- ^ wirkt influencierend auf die äussere Schale und ladet mit nega- 
tiver Influenzelektricität erster Art; die Infiuenzelektricität zweiter 
Art geht zur inneren Kugelschale der nächsten Flasche und wirkt dort 
so wie die Ladung der ersten Flasche etc. Die äussere Kugelschale 
der letzten Flasche sei zur Erde abgeleitet. Sind alle n Flaschen 
von gleicher Art und Grösse, dann sind auch ihre Capacitäten und 
sehr nahe sämmtliche Influenzelektricitäten der einzelnen Flaschen 
gleich g. Im Gleichgewichtszustande haben die mit einander ver- 
bundenen äusseren und inneren Kugelschalen je zweier aufeinander fol- 
genden Flaschen gleiche Potentiale. Mit Benützung der obigen Be- 
zeichnungen und wenn Fj, F2, Fg, • • • F^+i die Potentiale der nach 
einander erzeugten Ladungen sind, so gelten für die aufeinander fol- 
genden Flaschen die Gleichungen: 

g = <F3-FJ 

ä = c(Frt— Fn+i), 
wobei Vn^i = 0. 

Durch Addition der Gleichungen erhalten wir die Summe der 

Elektricitäten auf den inneren Kugelschalen, nämlich 

w • g = c • Fj und daraus q = — Fj . 

Die Flaschenverbindung hat demnach den Erfolg, die Gapacität c einer 
Flasche um das n-fache zu vermindern. 

Zur Berechnung der potentiellen Energie führt folgende Bemer- 
kung: Die äussere Kugelschale einer Flasche und die innere der 
nächstfolgenden haben gleiche Potentialwerte und numerisch gleiche 
aber entgegengesetzte Ladungen, daher die Summe ihrer Energien 
(als die halben Producte der Ladungen in die Potentiale) gleich Null 
ist; die äussere Kugelschale der letzten Flasche hat das Potential 
Null und daher auch den Energie wert Null. Die totale Energie der 
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Gascadenbatterie reduciert sich demnach auf die Energie der inneren 
Eugelfläche in der ersten Flasche und diese ist 



W= -^q-V und da n * q = c Vy 



so wird 



oder 



w — 


2c 


2r« 


<i\ 


w— 


2n 


2nd 


■ v\ 



Dieser Wert der Energie wächst mit der Anzahl der Flaschen 
nur dann, wenn zur Ladung eine bestimmte Elektricitätsmenge q 
verfügbar ist. Bei einem bestimmten Potentialwerte V aber nimmt 
der Wert der Energie mit der Anzahl der Flaschen ab^). 

Durch Vergleich der Ausdrücke für die Arbeitswerte oder Ener- 
gien der gewöhnlichen Batterie und der Gascadenbatterie ergibt sich 
die Lehre: 

Ist eine bestimmte Elektricitätsmenge verfügbar, so wird die 
grösste Energie dann erhalten, wenn alle Flaschen nach einander in 
Gascade angeordnet sind; und 

wenn man über ein gegebenes Potential zu verfügen hat, so 
wird die grösste Energie dadurch erreicht, dass man alle Flaschen zu 
einer gewöhnlichen Batterie verbindet. 

Serpieri (Das elektr. Potential, S. 141) citiert nach Blavier und 
Raynaud den Arbeitswert einer Batterie von 10 cylindrischen Flaschen 
(Durchmesser 15 cm, Höhe 50 cm, ^ = 0,2 cm und F=300) zu 

TF'==7,75kgm. 

c) Ein Fall, welcher vom Standpunkte des Principes der Erhal- 
tung der Energie von Interesse ist, tritt ein, wenn man die innere 
Kugelschale einer bereits geladenen Flasche mit der inneren Kugel 
einer Flasche verbindet, welche aussen in leitender Verbindung mit 
der Erde steht*). Vor der Verbindung beider Flaschen ist die Energie 
der ersten Flasche 

^= ¥«•''= Fe ä*- 

Durch Verbindung beider Flaschen wird die Hälfte der Elektricität q 
auf die innere Kugelschale der zweiten Flasche übergeführt und die 
Energie der aus zwei ^Flaschen bestehenden Batterie ist 

Die in beiden Flaschen aufgespeicherte Energie ist nur die Hälfte 

X) Serpieri, Das elektr. Potential. S. 139. 
2) Tumlirz, Das Potential. S. 165, 



Fig. 66 
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derjenigen^ welche die erste Flasche vor der Verbindung allein besass. 
Es scheint die Hälfte der Energie verloren gegangen zu sein. That- 
sächlich ergibt sich aber ein Äquivalent für diesen Energieverlust; 
denn bei der Leitung der Elektricität von der ersten zur zweiten 
Flasche wird der Draht erwärmt und unmittelbar vor Berührung des 
Leitungsdrahtes mit der inneren Eugelschale der zweiten Flasche ent- 
steht ein Lichtfunke und ein kleiner Knall.. Nach dem Energieprin- 
cipe müssen wir folgern, dass Wärme, Licht und Schall die Hälfte 
der ursprünglich in der ersten Flasche aufgespeicherten Energie ver- 
brauchen. 

§ 104. Elektrische Vertheilnng auf einer EugeL Elektrisiemngs- 
arbeit^). Wir betrachten eine Kugel K im elektrischen Felde eines 
Punktes oder einer anderen, sehr kleinen Kugel mit der Ladung -j- Q 
(Fig. 66). Der Abstand des Kugelmittelpunktes von Q sei B, der 
Kugelhidbmesser q^ der Mittel- 
punkt der negativen Influenz- 
elektricität ( — Qx)^ in dem 
man sich (— Q^) vereint den- 
ken kann, sei P, und dessen 
Entfernung von sei OP=0, 
der Mittelpunkt der positiven 
Influenzelektricität (+ Qi) sei 
g' und OQ' = x. 

Nun sollen Q^, x und z bestimmt werden. Die dazu nöthigen 
drei Bedingungsgleichungen erhält man aus drei bekannten Gleich- 
gewichtsbedingungen : Auf K herrscht elektrisches Gleichgewicht unter 
dem Einflüsse von ö, + ^x und — Q^'^ es kann auch + Qi abge- 
leitet werden und es herrscht wieder Gleichgewicht; in letzterem Fall 
besteht auch Gleichgewicht zwischen K und der Erde. 

Behufs Aufstellung der bezüglichen Gleichungen berechnen wir 
vorerst die Arbeit, welche geleistet wird, wenn überhaupt eine Elek- 
tricitätseinheit im elektrischen Felde verschoben wird. Wir benützen 
hiezu die Elektricität Q und eine Elektricitätseinheit in A, Die 
elektrische Kraft ist Q/r^. 

Die Verschiebungsarbeit bei der Änderung der Entfernung ist 




fl * - e(^ - ^) 



Den Ausdruck wenden wir aiif jede von den Elektricitäten Qy 
-|- Q^ und — Q^ ausgehende Kraft an und bestimmen damit die Ar- 
beiten der Kräfte während der Bewegung der Elektricitätseinheit A. 

1) Sielie meine Schrift über den Ätherdruck. 1893. S. 23. 
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längs des Halbkreises BC. Im Gleichgewichtszustände muss die Summe 
der drei Arbeiten gleich Null sein; daher besteht die Gleichung 

Mit Rücksicht darauf^ dass auch Gleichgewicht herrscht, wenn 
+ Qi abgeleitet wird, lässt sich die Gleichung in zwei Gleichungen 
zerlegen, von. welchen eine die beiden ersten Glieder, die andere das 
letzte Glied der yorstehenden Gleichung zu enthalten hat. Aus der 
Gleichung für das letzte Glied folgt dann unmittelbar 

d.h. der Mittelpunkt der positiven Influenzelektricitat befindet sich 
im Kugelmittelpimkt; die Elektricität + Qi verbreitet sich daher 
gleichmässig über die ganze Eugeloberfläche. 

Setzen wir die Summe der beiden ersten Glieder vorstehender 
Gleichung gleich Null, so folgt die weitere Bedingung 

Die Gleichung gilt, wenn die Kugel K mit der Erde in leitender 
Verbindung steht; dann muss auch bei Überführung einer Elektricitäts- 
einheit von der Kugel, z. B. voin Punkte B längs des Leitungsdrahtes 
zur Erde die Arbeitsleistung gleich Null sein. Die Elektricitatseinheit 
wird diesfalls unter Einwirkung von Q und ( — Q-^ von B ins Un- 
endliche fortgeführt und nach den! Arbeitsgesetze besteht die Gleichung 

_A ^i _0 

JX — Q Q — Z 

Aus den zwei letzten Gleichungen folgen die gesuchten Werte 

;^ = -|- und Qi = ^'Q' 

Das Vorzeichen der unableitbaren Influenzelektricitat erster Art 
ergibt sich auch durch Rechnung aus den Gleichgewichtsbedingungen, 
welche gelten, wenn die Kugel mit der Erde in leitender Verbindung 
steht. 

Bei Bewegung der Kugel K im elektrischen Felde wird in der 
Zeiteinheit folgende Elektricitätsmenge entwickelt 

-_<iCi_ Q dB 

^ — 'W ^' B^"dt> 

d. h. die influenzierte Elektricitätsmenge ist dem Kugelhalbmesser (>, 
der Intensität des Feldes Q/B^ und der Geschwindigkeit dB/ dt pro- 
portional. 

Durch Einfahrung des Potentials 
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erhält man die Form 

dV 

nach welcher i der Capacität q und der Änderung des Potentiab in 
der Zeiteinheit proportional ist. Dieses letzte Gesetz zeigt Überein- 
stimmung mit dem Ohm'schen Gesetze für elektrische Strome. 

Durch entsprechende Bewegung von K im elektrischen Felde 
kann auch ein constanter elektrischer Strom erzeugt werden: K müsste 
an eine Stelle des Feldes^ an welcher die Influenzelektricität zweiter 
Art das Potential V besässe^ gebracht^ dann leitend^ etwa mit der 
Erde, verbunden und augenblicklich mit solcher Geschwindigkeit Q 
genähert werden, dass die abgeleitete Elektricität durch neue Influenz- 
elektricität fortwährend vollständig ersetzt würde. Ähnlich könnte 
ein Strom durch Entfernen entwickelt werden. 

Der gedachte Fall gibt ein deutliches Bild davon, wie durch die 
Bewegungsarbeit der Kugel K im elektrischen Felde fortgesetzt Elek- 
tricität entwickelt, beziehungsweise ein elektrischer Strom erzeugt 
werden kann. 

Die geleistete Arbeit in der Zeiteinheit wäre 

Ist das Raummedium ein anderes als Luft, so kommt die Con- 
stante x/And hinzu. 

Die Gleichung entspricht dem Joule'schen Gesetze. 

Der Elektricitätserregung durch Influenz dienen die Influenz- 
maschinen. Bei der Thätigkeit derselben wird mechanische Arbeit im 
elektrischen Felde in elektrische Energie umgesetzt. 

Auch die übrigen Arten der Elektricitätserregung dürften im 
wesentlichen durch eine Arbeit im elektrischen Felde erklärlich sein; 
der Unterschied scheint in den arbeitenden Kräften zu liegen; that- 
sächlich sind auch bei der Yolta-Elektricität chemische Kräfte und 
bei der Thermo-Elektricität die Wärme thätig. 

§ 105. Elektrische Bilder. SGhirm^). Zwischen der elektrischen 
Influenz und der Reflexion des Lichtes besteht eine auffallende Be- 
ziehung. Bei beiden Erscheinungen wird nämlich von einem Punkte 
aus eine Kraftwirkung auf eine Fläche übertragen und die Fläche 
selbst durch Elektricität oder Licht wirksam; die Wirkung der Fläche 
kann in beiden FäUen durch die Wirkung eines Punktes ersetzt 
werden, welcher in der betreffenden optischen Erscheinung das Bild 
des ursprünglichen Lichtpunktes heisst. Mit Bezug auf diese Analogie 
nennt W. Thomson den Punkt, dessen Elektricität die Influenzelek- 
tricität zu ersetzen vermag, ein elektrisches Bild. Aus dem vor- 

1) Zeitschrift für das Realschulw. XI. S. 269. 
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stehenden Paragraphen ist auch zu entnehmen^ dass bei der Influenz- 
erscheinung Bild und Gegenstand sich ebenso wechselseitig entsprechen 
wie in der Optik. 

Die Übereinstimmung der bezüglichen Gesetze wird vollständige 
wenn wir statt der Kugel eine ebene Fläche betrachten. Wir 
können für diesen Fall die mathematischen Ausdrücke aus § 104 be- 
nutzen, indem wir erst für die Entfernung B = a -{- q und schliess- 
lich p = oo setzen. Man erhält darnach für die Bild weite 

a=Q-^===Q-^ = — i+^ — - — S" = ^; 

d. h. die Bildweite ist der Gegenstandsweite gleich. 
Für die Influenzelektricität ergibt sich 

Ol = T- Q = — = — Q' 

' + 7 

Der Analogie gemäss können wir das letzte Resultat dahin aus- 
sprechen, dass die gesammte Elektricitat von der Fläche reflectiert 
werde; die ebene Fläche selbst functioniert als ein Schirm. Hinter 
dem Schirme besteht keine elektrische Wirkung. Dies folgt auch 
unmittelbar, wenn wir die Ebene als eine Kugel von unendlichem 
Radius auffassen; der Raum hinter dem Schirme entspricht dem 
inneren Räume der Kugel und in diesem sind die elektrischen Kraft- 
wirkungen gleich Null. (Faradays Würfel und Cylinder.) 

Das Princip der Bilder an einer Kugel kann auch auf ein be- 
liebiges System von elektrischen Punkten, also auch auf eine elektrische 
Fläche angewendet werden. Denn jedes Element ruft durch Influenz 
auf der Kugelfläche Elektricitat hervor, deren Wirkung nach aussen 
hin durch die Wirkung des Bildes ersetzt werden kann. Da jede 
Schichte der Influenzelektricitäten sich im Gleichgewichte befindet, 
liefert ihre Übereinanderlagerung wieder einen Gleichgewichtszustand. 
Die Gesammtheit der Bilder gibt ein System, welches das Bild des 
gegebenen Systemes in der Kugel ist. 

Zwischen Gegenstand und Bild bestehen innige geometrische Be- 
ziehungen; so z. B. dass die entsprechenden Winkel einander gleich 
sind, daher Kugeln und Kjeise sich wieder als Kugeln und Kreise 
abbilden. Die Beziehungen dienen dazu, um auf verhältnismässig 
einfache Weise die Vertheilung der Elektricitat auf Körperflächen in 
complicierteren Verhältnissen zu finden^). 

1) Siehe Mascart-Wallentin, Handbuch d. stat. El. I. S. 484—520 und 
Maxwell, Lehrb. d. El. I. S. 248—292. Maxwell, Die Elektr. in elem. Behandl. 
S. 85. 

I Jannschke, Erhaltung der Energie. 22 



VII. Magnetismns. 

§ 106. Gnmdersclieiiiuiigeii. Die alten Gulturvölker; welche die 
Küsten des Mittelmeeres bewohnten, kannten schon frühzeitig die 
Eigenschaft des Magneteisensteins (FejOJ, kleinere Eisentheile aus 
einer gewissen Entfernung anzuziehen und dann festzuhalten. Der 
Name Magnet soll davon herrühren, dass dieses Mineral zuerst in der 
Nähe von Magnesia in Kleinasien gefunden worden sein soll. Nach 
einer anderen Ansicht soll ein Hirte namens Magnes, der auf dem 
Berge Ida Schafe hütete, plötzlich an den eisernen Beschlägen seiner 
Sandalen und seines Schäferstabes am Boden festgehalten worden sein^). 

Die ersten schriftlichen Nachrichten über den Magnetstein finden 
wir bei den Griechen, und zwar in Piatons „lon^^ und bei Aristo- 
teles. Piaton kennt nicht allein die Anziehung, sondern weiss auch, 
dass ein an den Magnet gehaltener Ring selbst wieder magnetisch 
wird und einen zweiten, dritten u. s. w. zu tragen imstande ist, und 
dass sich so eine Kette von magnetischen Ringen zusammenstellen 
lasse. Lucretius erwähnt nicht nur die magnetische Kette, sondern 
spricht auch über abwechselndes Anziehen und Abstossen, über den 
Durchgang der magnetischen Kraft durch eherne Schalen und hebt 
hervor, dass andere Metalle und Holz nicht angezogen würden. 

Die Kenntnis der natürlichen Magnete hatte wissenschaftlich und 
praktisch keine Erfolge; sie führte nicht einmal zur Auffindung der 
grossen Lager von Magneteisensteinen, die in Schweden, Norwegen, 
Steiermark, Tirol, Piemont, Elba, am Ural, in Sibirien u. a. 0. vor- 
kommen. 

Einen mächtigen Impuls zum Studium des Magnetismus gab die 
Einführung der Magnetnadel, die von China, aus nach Indien und 
Arabien verbreitet, dann im 12. Jahrhunderte wahrscheinlich durch 
die Mauren nach Europa gebracht und durch die Kreuzfahrer allge- 
mein bekannt wurde. Der chinesische Kaiser Hoang-ti (2600 v. Chr.) 
soll bereits magnetische Wagen besessen haben. In dem Vorder- 
theile eines solchen bewegte eine freischwimmende Nadel Arm und 
Hand einer kleinen Figur, die nach Süden hinwies. Ein solcher 

1) K. Äusserer, Die Geschichte der Magnetnadel. Gymn.-Progr. Troppau. 
1876. F. Reis, Lehrb. d. Phys. 8. Aufl. S. 602. 
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Apparat hiess sce-nan (Andeuter des Südens). Es ist bemerkenswert, 
dass die Magnetnadel in China zunächst nicht zum Zwecke der See- 
reisen, sondern für Landreisen verwendet wurde; erst aus dem 4. Jahr- 
hunderte n. Chr. haben wir sichere Kunde, dass der Compass zur See 
gebraucht wurde. Die Magnetnadel wurde als „L ei t st ein", auf 
Stroh oder Kork schwimmend, gebraucht, bis Flavio Gioja (1203) sie 
auf eine feine Stahlnadel setzte, um die sie sich horizontal . drehen 
konnte. Hierdurch war der Grund gelegt zur Construction des Com- 
passes. 

Ausser der Eigenschaft der Magnetnadel, dass sie bei freier Be- 
wegung in einer horizontalen Ebene stets die Richtung von Norden 
nach Süden annimmt, war auch bekannt, dass die Enden eines 
Magnetstabes am meisten Eisenfeilspäne anziehen. Man nennt diese 
Enden beziehungsweise Nord- und Südpol nach der Weltgegend, 
nach der sie hinweisen. 

Porta (1589) berichtet auch über die Wechselwirkung der Pole 
und über die Verfertigung künstlicher Magnete durch Streichen 
von Eisen mit einem natürlichen oder einem anderen künstlichen 
Magnete. 

Im Jahre 1600 veröflFentlichte Dr. Gilbert eine grosse Zahl von 
Entdeckungen im Gebiete des Magnetismus in seinem berühmten 
Werke: De Magnete. Er wies die Pole als Punkte der stärksten 
anziehenden Kraft nach, zeigte, dass die gleichnamigen Pole einander 
abstossen und die ungleichnamigen einander anziehen und beobachtete 
die magnetischen Figuren der Eisenfeilspäne zwischen zwei ungleich- 
namigen Magnetpolen; er nannte die Verbindungslinie der Pole Achse 
und die Stelle in der Mitte derselben, die keine Anziehung äussert, 
bezeichnete er als Äquator des Magnetes. Er bestimmte die An- 
ziehungskraft eines Magnetes gegen Eisen mittelst einer Wage und 
fand übereinstimmend mit Newton die Gleichheit der Wirkung und 
Gegenwirkung. Er fand, dass der Magnet durch feste, flüssige und 
gasformige Körper hindurch wirkt, nur nicht durch Eisen und andere 
magnetische Körper. Ein hohles eisernes Gefäss wirkt als magneti- 
scher „Käfig" und schützt seinen Innenraum vor magnetischen Ein- 
wirkungen. 

Später fand man, dass ausser Eisen und Stahl auch noch andere 
Körper die Eigenschaft haben, vom Magnete angezogen und selbst 
magnetisch zu werden und in diesem Zustande Polarität im Sinne 
eines Eisenmagnetes zu zeigen; solche Körper, paramagnetisch ge- 
nannt, sind: Nickel, Kobalt, Chrom, Mangan u. a. Einige andere 
Körper, namentlich Wismut, Antimon, Phosphor, Kupfer, werden 
von den Polen eines Magnetes abgestossen und stellen sich bei freier 
Aufhängung zwischen den Polen eines Magnetes nicht achsial, sondern 
äquatorial (Faraday 1845); sie heissen diamagnetisch. 

22* 
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Gilberts wichtigste Entdeckung war die des Erdmagnetismus. 
Er erkannte die Erde als einen grossen Magnet und verglich ihr Ver- 
halten mit einer magnetischen Kugel, nahm aber die ma^etischen 
Pole mit den astronomischen zusammenfallend an. Beobachtungen 
bei grösseren Reisen nach Amerika führten zur Entdeckung der 
magnetischen Declination (Columbus 1492) und der Inclina- 
tion (Norman 1576). Der magnetische Nordpol der Erde wurde 
von Ross (1831) auf der Halbinsel Boothia Felix aufgefunden; er be- 
sitzt 70® 5' nördl. Breite und 96® 46' westl. Länge v. Gr. Die Lage 
des magnetischen Südpoles ist nicht genau bekannt 

Ausser der Stellung der Magnetnadel fährt Gilbert auch noch 
das Magnetisieren von Eisenstäben unter dem Einfluss der Erde als 
Beweis für den magnetischen Zustand derselben an. Wenn man einen 
Eisenstab ungefähr in der Richtung der Inclinationsnadel (im magne- 
tischen Meridian nach abwärts geneigt) gegen die Erde hält, mit 
einem hölzernen Hammer schlägt oder mit demselben mehrmals auf 
den Pussboden klopft, so wird der Stab magnetisch. 

Die Magnetisierung durch den Doppelstrich haben zuerst Michell 
und Aepinus vorgenommen. 

§ 107. Hypothesen. Ebenso wie gleichnamige Elektricitäten ein- 
ander abstossen, so stossen auch gleichnamige magnetische Pole ein- 
ander ab, und ungleichnamige Elektricitäten wirken ebenso wie un- 
gleichnamige Magnetpole anziehend aufeinander. Diese Übereinstim- 
mung zwischen Elektricität und Magnetismus hat Coulomb (1779) 
zu der Annahme geführt, dass ebenso wie die Elektricität auch der 
Magnetismus besondere Flui da als Träger habe, dass es ein nord- 
und ein südmagnetisches Pluidum gebe. Darnach kann weiter ange- 
nommen werden, dass die beiden Flui da im unmagnetischen Körper 
vereint seien und sich gegenseitig neutralisieren, dass sie aber beim 
Magnetisieren von einander getrennt und entsprechend gerichtet werden. 

Andere Versuche führten Weber zur Theorie der Molecular- 
magnete. Man kann zeigen, dass nach dem Zerbrechen einer magne- 
tischen Stricknadel jeder Theil wieder ein Magnet mit zwei Polen 
ist, femer dass Eisenfeilspäne in einer Glasröhre einen Magnet zu- 
sammensetzen, wenn die Röhre wie ein Eisenstab magnetisiert wurde, 
und endlich, dass durch Schütteln der Röhre ihr magnetischer Zu- 
stand wieder verloren geht. Diesen Versuchen gemäss ist die An- 
nahme, dass die kleinsten Theile eines Magnetes, die Molecüle selbst, 
fertige Magnete seien; im unmagnetischen Eisen würden die Achsen 
der Molecularmagnete unregelmässig nach aUen Richtungen hinweisen, 
im magnetischen Eisen aber würden die magnetischen Achsen der 
Molecüle zumeist parallel laufen, so dass alle Nordpole nach einer 
und alle Südpole nach der entgegengesetzten Seite gewendet wären* 

Mit dieser Theorie steht vor allem im Einklänge, dass Magnetismus 
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nicht fortgeleitet werden kann, und dass Nord- und Südmagnetismus 
nicht von einander getrennt werden können. Durch diese Thatsache 
unterscheidet sich auch der Magnetismus wesentlich von der Elek- 
tricität. Weiter lassen sich erklären: die Lage der Pole in der Nähe 
der Enden eines Magnetes, die Lage der Indifferenzzone in der Mitte, 
die Magnetisierung durch die verschiedenen Arten des Streichens, der 
Sättigungsgrad und die Coercitivkraft, d. i. der Widerstand, den das 
Eisen der Magnetisierung (der Drehung der Molecularmagnete) ent- 
gegensetzt; kehren die Molecüle von selbst wieder in ihre früheren 
Lagen zurück, so ist der Körper temporär magnetisch; verharren 
sie in ihrer parallelen Lage, so ist er permanent magnetisch. 

§ 108. Coulombs Gesetz (1785). Das Gesetz für die Wechsel- 
wirkung zweier Magnetpole stimmt mit dem Gesetze für die Wechsel- 
wirkung zweier Elektricitätsmengen überein. Zum Nachweise dessen 
benützte Coulomb seine Drehwage^): Der Apparat wurde so aufgestellt, 
dass eine an einem dünnen Silberdrahte aufgehängte Magnetnadel sich 
im magnetischen Meridian befand, ohne dass der Draht tordiert war; 
weiter wurde ermittelt, dass einer Drehung des Drahtes um 35^ die 
Ablenkung der Nadel um 1^ aus dem magnetischen Meridian ent- 
sprach. Damach brachte Coulomb einen zweiten Magnet in den 
Apparat und zwar so, dass nur die Wirkung eines Poles desselben in 
der Ablenkung der ersten, beweglichen Nadel zur Geltung kam. Die 
Nadel wurde um 24^ abgestossen. Der Abstossungskraft hielt die 
Torsionselasticität des Fadens, die durch 24 Krafteinheiten gemessen 
werden kann, und die magnetische Erdkraft = 24 • 35 Krafteinheiten 
das Gleichgewicht; die Abstossungskraft betrug demnach 864 Kraft- 
einheiten. Nun wurde die Torsionsscheibe so gedreht, dass der auf- 
gehängte Magnet dem wirkenden Pole des festen Magnetes näher ge- 
bracht wurde, und zwar solange, bis der Abstand zwischen den ein- 
ander abstossenden Polen nur halb so gross wie anfänglich war. Es 
ergab sich, dass die Torsionsscheibe acht volle Umdrehungen machen 
musste, damit die Pole einen Abstand von 12^ hatten. Diese acht 
Umdrehungen betragen 8-360^ = 2880^. Die Torsion des Fadens 
ist 2880 + 12 = 2892^. Die Wirkung des Erdmagnetismus entspricht 
12 • 35 == 420^. Daher kommt die Abstossung einer durch 3312^ 
gemessenen Kraft gleich; diese ist ungefähr das Vierfache von 864®, 
der Kraft bei der doppelten Entfernung der Pole. Daraus wurde 
geschlossen, dass die Wechselwirkung zweier Magnetpole sich im 
umgekehrt quadratischen Verhältnis mit der Entfernung der Pole 
ändere. — 

Bei gegebener Entfernung hängt auch die Kraft noch von der 



1) Silv. Thompson, Vorles. über Elektr. u. Magn. Deutsch von Himstedt. 
S. 102. 
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Polstärke ab. Man nimmt an^ dass jener Pol die Stärke Eins habe 
oder die magnetische Masse Eins besitze^ welcher auf einen gleichen 
Pol in der Entfernung von 1 cm die Kraft von 1 Dyn ausübt. Hier- 
nach üben zwei Magnetpole von der Starke m und m' in der Ent- 
fernung r die Kraft 



r« 



aufeinander aus. Je nachdem m und m' gleichnamig oder ungleich- 
namig sind, ist f positiv oder negativ, es findet beziehungsweise Ab- 
stossung oder Anziehung statt. Mit Rücksicht auf diese Wirkung 
wird auch die magnetische Masse als positiv oder negativ bezeichnet. 

Aufg. Coulomb liess eine Declinationsnadel unter dem Einfluss der 
Erde allein schwingen und beobachtete 15 Schwingungen in der Minute; 
wenn der Nordpol eines langen Magnetes im magnetischen Meridian dem 
Südpol der Nadel in einer Entfernung von 21*66 cm gegenüber stand, 
dagegen 24 Schwingungen und bei einer Entfernung der Pole von 10'83 cm 
41 Schwingungen. In welchem Verhältnis stehen die Kräfte, mit denen 
die ungleichnamigen Pole von Stab und Nadel aufeinander wirken? — 

(Aus der Schwingungsdauer eines physikalischen Pendels t == nyTjMal 
folgt 60/15 = %yT/MlH^ wenn H die erdmagnetische Horizontal- 
intensität is t. Femer gilt analog 60/24 = 7tyT/Ml{H + Q und 
60/41 = nyT/MliH+Q, und es folgt 

fJU = (24^ - 15^/(41« - 15^ = 1/4 .) 

§ 109. Magnetisches Moment. Intensität des Erdmagnetismus. 
Der Versuch mit einer schwimmenden Magnetnadel beweist, dass die 
magnetischen Kräfte der Erde nur eine Drehung hervorzubringen 
vermögen. Zu demselben Ergebnisse gelangt man, wenn man die 
Erde als einen grossen Magnet betrachtet und die Wirkung der Pole 
derselben auf eine Magnetnadel ermittelt. 

In Fig. 67 seien N und 8 beziehungsweise Nord- und Südpol 
eines Magnetstabes mit den magnetischen Massen -j- m und — m, 
NS == l sei die mag- Fig. 67. 

netische Achse. 

Der Nordpol der 
Erde wirke mit den ^*,^ / l^F' 

Kräften Fn und Fn 
und der erdmagne- 
tische Südpol mit den 
Kräften F^ und F; ^' 
ein. Es ist ersicht- 
lich, dass derselbe 
Erdpol auf ^und S gleiche und entgegengesetzte Wirkungen ausübt; 
daher müssen auch die Resultierenden F und F' einander gleich, aber 
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entgegengesetzt gerichtet sein. Im ganzen wirkt daher ein Kräfte* 
paar^ das nur eine Drehung, aber keine fortschreitende Bewegung 
hervorbringen kann. Das grösste Drehungsmoment des Kräfbepaares ist 

Hat die Achse l die Eichtung der Kräfte F^ so befindet sich die 
Nadel im Gleichgewichte. 

Nach der Weber'schen Theorie des Magnetismus wirkt auf jeden 
Elementarmagnet ein Kräftepaar; alle diese Kräftepaare lassen sich 
(nach § 27) zu einem resultierenden Kräftepaare zusammensetzen, 
dessen Drehungsmoment gleich ist der Summe der Drehungsmomente 
der auf die Elementarmagnete wirkenden Kräftepaare; es muss also 
die Beziehung bestehen 

Das resultierende Kräftepaar hat keine bestinmite Lage, und es lassen 
sich die Factoren F und l nicht einzeln bestimmen; denn wie aus der 
Bedeutung des Drehungsmomentes als Arbeitswert der Drehung für 
die Winkeleinheit folgt, kann ein Kräftepaar durch ein anderes ersetzt 
werden, wenn die Drehungsmomente beider einander gleich sind. 
Damit auch die Oleichgewichtslage eine bestimmte sei, ist nur noch 
erforderlich, dass die Kraftrichtung beziehungsweise die Arme parallel 
angenommen werden. Bei der Unbestimmtheit von F und l ist auch 
die Lage der Angriffspunkte von F, d, i. die Lage der Pole un- 
bestimmt. 

Wird F nach dem Newton'schen Kraftmasse ausgedrückt durch 
die hypothetische magnetische Masse m und die Intensität des 
Erdmagnetismus J^ ist also F=mJy so wird 

Das Product 3ß aus der magnetischen Masse m in die magnetische 
Achse l heisst das magnetische Moment. Seine Dimension ist 
i'/» • Jlf '/» • T~^ oder cm*/* • grV« • sec""*. Dasselbe kommt bei den 
meisten magnetischen Versuchen zur Geltung und kann durch Ab- 
lenkungs- und Schwingungsversuche ermittelt werden. 

Die Intensität des Erdmagnetismus J kommt nur bei der 
Inclinationsnadel zu voller Wirksamkeit; bei der Declinationsnadel 
macht sich nur die Horizontalcomponente ^ = «7- cos i geltend, wenn 
i den Inclinationswinkel bedeutet. 

Au^. 1. Eine Magnetnadel ist in einer Ebene beweglich, welche 
normal zur Richtung der Inclinationsnadel steht; wie gross sind die Kräfte 
des wirkenden Kräftepaares? — (F = 0.) 2. Eine Magnetnadel ist in 
einer Verticalebene beweglich, die mit dem magnetischen Meridian einen 
rechten Winkel bildet; mit welcher Kraft wirkt der Erdmagnetismus 
drehend auf die Nadel? — (F = e7"sini.) 3. Nach Gauss kann man 
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das magnetische Moment 3R und die horizontale Componente ^ der In- 
tensität des Erdmagnetismus auf folgende Weise berechnen: .Man lässt 
den aufgehängten Magnet schwingen und ermittelt die Schwingungsdauer 

t = nyX/Wl^^ wobei 2R = m • ?. Hierauf bringt man den Magnet in 
eine normale Lage zum magnetischen Meridian, hält in einer Entfernung 
r (Fig. 68) von demselben eine Magnetnadel und lässt diese ablenken. 
Die Länge des Magnetstabes sei l^ 

die magnetische Masse seiner Pole ^^' ^^• 

-\- *w; die Länge der Nadel sei A, i 

ihre Polmassen + ft • — l und X -^h— , Vjj'i''^" "~J^"^ ^ 

seien gegen die Entfernung r nur ■^-"'~^^-- 

klein. Wie gross ist die ablenkende 
Kraft F^ wie gross ist der Quo- 
tient 3K/^, wie gross sind SK und ^? — 

{F=^m (i/{r — 1/2)^ — mfi/ir + 1/2)^ = 2ml • fi/r» = 22R • |it/rl 

Ist (p der Ablenkungswinkel der Nadel, so ist das Drehungsmoment der 
Horizontalcomponente ^ gleich ^ • jk • A, • sin 9); dasselbe muss im 
Gleichgewichtsfalle dem Momente JPA • cos g? gleich sein. Daraus folgt 

30?/^ = -^r* • tg g?, femer mit Rücksicht auf den Schwingungsversuch 



Wl = {%r/f) ' Yy rT tg g? und ^ = (7t/rt)y2T/rtg(p .) 4. Ein Magnet- 
stab hat die Länge 1= 10 cm, das Gewicht 10 gr, eine Schwingungs- 
dauer von 6 '4 sec; bei einer Entfernung von r = 30 cm lenkt er eine 
Magnetnadel um 9 = 2® 7' ab. Wie gross sind die Horizontalcomponente 
ip und das magnetische Moment SK des Magnetstabes? — 

(T=10-10Vl2grcm2, 3B = 100grV«cm*Asec~S |> = 0-2grV«cm- Vagec-i.) 

5. Im Jahre 1845 jergaben die Versuche in Berlin, dass ein Magnetstab, 
dessen Trägheitsmoment T== 1243*35 grcm^ war, 6'67 sec zu einer 
Schwingung brauchte und die Nadel eines Magnetometers in 45 cm Ab- 
stand vom Nadelmittelpunkte um 10® 53' ablenkte. Wie gross war damals 
die Horizontalcomponente des Erdmagnetismus in Berlin? — 

($ = 0-179 grV. cm- V. sec" ^) 

6. Wie gross war die totale Intensität des Erdmagnetismus nach der 
vorhergehenden Aufgabe, wenn die Inclination 67® 35' betrug? — 
(J = 0*469.) 7. In Wien wurde 1890 eine Bestimmung der Horizontal- 
componente des Erdmagnetismus vorgenommen. Es ergab sich, dass ein 
Magnetstab, dessen Trägheitsmoment T=1437 grcm^ und dessen Schwin- 
gungsdauer 51 7 sec war, in 44*6 cm Abstand von der Magnetnadel diese 
um 15® 20' ablenkte. Wie gross war die Horizontalcomponente? — 
(^ = 0*209.) 8. Wie gross war der vorhergehenden Aufgabe gemäss 
die totale Intensität des Erdmagnetismus, wenn die Inclination 63^6' 
war? — (cT' = 0*462.) 

§ 110. Potential eines kleinen Magnetes. Ein sehr kleiner Magnet 
(Fig. 69) habe die magnetische Achse l und in den Polen die Massen 
4- m. In einem Punkt Ä ist das Potential 
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Setzt man für r' — r = 2 cos a und rr' == r^, so ist 

y ml coBoc ofvv cos a 

wenn Wl das magnetische Moment des sehr kleinen Magnetstabes angibt. 

Mit Hilfe des Potentials lässt sich leicht 
die Kraft berechnen, welche auf die magne- ^e- 69. 

tische Masseneinheit in Ä wirkt; sie ist 

■^'- — dr ~ r» ' 

man kann die Kraft gegen die Mitte des 
Magnetes gerichtet annehmen. In der Ver- 
längerung von i ist -^ a = 0, und es wird 
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dieser Wert stimmt mit der Berechnung von F in Aufg. 3 des vor- 
hergehenden Paragraphen überein ^). 

Für die in Ä normal zu r wirkende Kraft erhält man 

" rda r^ 

Aufg. 1. Welchen Wert hat das Potential eines 7 cm langen Magnet- 
stabes von 110 absoluten magnetischen Einheiten Polstärke in einem 
Punkte, welcher in der Stabachse liegt und vom Nordpol 77 cm absteht? 

— (F= 0*119.) 2. Wie gross ist die Potentialdifferenz zwischen dem 
angegebenen und einem um 21 cm weiter vom Nordpol abgelegenen Punkte? 

— (7 — 7' = 0119 — 0*075 = 0-044.) 3. In einem Kreise von r cm 
Eadius sind in gleichen Abständen n Magnetstäbe von l cm Länge und 
m magnetischen Einheiten Polstärke radial angeordnet, so dass die Nord- 
pole in der Peripherie des obigen, die Südpole aber in einem entsprechend 
grösseren Kreise liegen. Wie. gross ist das Potential im Mittelpunkte 
des Kreises? — (7 = n(m/r — m/(r -j- Z) = w • w • l/r(r -f- C)-) 4. Wie 
gross wäre das Potential im Kreismittelpunkte, wenn die Magnete der 
vorhergehenden Aufgabe abwechselnd Nord- und Südpol demselben zu- 
wendeten? — (7 = 0.) [E. Maiss.] 

§ 111. Blattmagnete. Eine ebene oder krumme Platte von sehr 
kleiner Dicke, die auf einer Seite gleichmässig mit nordmagnetischer 
und auf der anderen Seite ebenso stark mit südmagnetischer Masse 
belegt gedacht werden kann, heisst magnetische Schale oder magne- 
tisches Blatt. — Es soll das Potential, die Kraft und die poten- 
tielle Energie eines solchen Blattes bestimmt werden. Die Dichte, 

1) Die Wirkung zweier Magnetnadeln, nach dem Arbeitsgesetze berechnet, 
siehe in meiner Schrift über das Energieprincip in d. Elektrl. 1887. S. 76. 
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die magnetische Masse auf der, Flächeneinheit, sei auf einer Fläche 
(-j_ s^ und auf der anderen ( — d). Der Abstand beider Flächen sei H, 
Das Product Äd=s=® heisst die magnetische Stärke des Blattes^), 
a) Um das Potential des Blattes in einem ausserhalb liegenden 
Punkte Ä (Fig. 70) zu ermitteln, bestimmen wir zuerst das Potential 
eines Elementes über der Fläche s. Das 
Element stellt einen kleinen Magnet vor, 
dessen Enden mit den magnetischen Massen 
(+ ds) und ( — ds) belegt sind; das Potential 
der beiden Massen im Punkte Ä ist 

sd'dr 8d , 
= — 5 — = -y . Ä • cos a , 

wobei der Winkel cc von der Normalen des 
Flächenstückes s und der Entfernung r gebildet wird. Analog wie 
in § 18 können wir den Ausdruck fu.r dV durch Einführung des 
körperlichen Gesichtswinkels, unter welchem s vom Punkte Ä aus 
erscheint, wesentlich vereinfachen. Es ist nämlich der Factor s cos a 
die Projection von s auf eine Kugel, welche von Ä als Mittelpunkt 

mit dem Halbmesser r beschrieben wird und — 5— die Centralpro- 

jection dieser Fläche auf eine Kugel um Ä vom Halbmesser = 1; 
wir bezeichnen diesen räumlichen Gesichtswinkel mit 

8 cos a n 
— i— = a(o 

und erhalten 

dF=(Äd).(7c} = ® cZo 

und für das ganze Blatt 

Hieraus folgt der wichtige Satz von Gauss: Das Potential eines 
einfachen magnetischen Blattes in einem äusseren Punkte ist gleich 
dem Producte der magnetischen Stärke des Blattes in den körper- 
lichen Winkel, unter welchem das Blatt von dem Punkte aus gesehen 
wird. Das Potential ist also von der Form des Blattes unabhängig 
und nur abhängig von der äusseren Begrenzungslinie desselben. 
Die Grösse cd ist je nach dem Vorzeichen von cos a positiv oder 
negativ; man überzeugt sich leicht, dass sie demnach positiv oder 
negativ wird, je nachdem man von A aus den positiven oder negativen 
Theil des Blattes besieht. 

Bildet das Blatt eine geschlossene Fläche, so ist das Potential 
in einem äusseren Punkte gleich Null, da von dem Punkte aus der 

1) Siehe meine Schrift über das Energieprincip in d. El. S. 73. 
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Gesichtswinkel der zugewandten Seite gleich und entgegengesetzt dem 
Gesichtswinkel der abgewandten Seite, also die algebraische Summe 
beider gleich Null ist; auf einem inneren Punkte besitzt das Potential 
die constante Grösse 43r-®. Es sind demnach die Potential werte für 
äussere Punkte und für innere Punkte constant, daher die Kraft Wir- 
kung eines geschlossenen Blattes sowohl nach aussen wie nach innen 
gleich Null ist. 

Bildet das Blatt eine ebene Figur, dann wird in einem Pimkte 
dicht an der positiven Fläche des Blattes der Gesichtswinkel des 
Blattes gemessen durch die halbe Kugeloberfläche vom Radius Eins, 
also durch 2ä, und das Potential ist (+ 2yt - 0)'^ an der negativen 
Seite ist das Potential ( — 27C -O). Um die magnetische Massenein- 
heit von einer Fläche auf irgend einem Wege zur anderen zu führen, 
ist eine Arbeit erforderlich, welche durch die Potentialdifferenz 4:7t - O 
gegeben ist. 

b) Die Grösse co für den körperlichen Gesichtswinkel hat auch 
eine physikalische Bedeutung. Ist die Flächendichte von s Eins, 
dann gibt 5 auch die magnetische Masse der betreffenden Fläche an; 

und ist überdies die Masse im Punkte Ä gleich Eins, dann ist -^ 

nach dem Coulomb'schen Gesetze die Wechselwirkung zwischen 5 und 

A und es bedeutet 

s cos u 



CD 



r^ 



die zu 5 normale Componente der Kraftwirkung der Masseneinheit in 
A auf den Beleg in 5, wenn dessen Dichte gleich Eins ist. Da die 
Wirkung eine wechselseitige ist, so gibt der Ausdruck zugleich die 
Kraft, mit welcher die Fläche auf den Punkt wirkt. 

Für die magnetische Induction ist die Einwirkung eines ebenen 
Blattes auf einen Punkt zwischen den beiden magnetischen Flächen 
von Wichtigkeit. Diese Wirkung setzt sich zusammen aus der Ein- 
wirkung beider Flächen auf den Punkt. Der Gesichtswinkel, unter 
welchem jede Fläche von einem inneren Punkte erscheint, wird mit 
grosser Annäherung gemessen durch die Fläche einer Halbkugel vom 
Radius Eins und ist somit bestimmt durch 2ä; die Kraft Wirkung 
einer Fläche ist demnach 2% -8^ wenn die Flächendichte 8 ist. Die 
Summe der Wirkungen beider Flächen des Blattes auf einen inneren 
Punkt wird denmach 

jp = 4ä • d. 

c) Die potentielle Energie eines magnetischen Blattes in einem 
magnetischen Felde wird bestimmt durch die Arbeit, welche nötig 
ist, um das Blatt aus wirkungsloser Feme in seine gegenwärtige Lage 
zu bringen. Im einfachsten Falle hat man es mit einem Felde um 
einen magnetischen Punkt zu thun. Die Enei^e ist dann gleich der 
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Arbeit W zur Heranbewegung des Punktes an das Blatt und diese 
ist gegeben durch das Product aus dem Potential V in die Masse m 
des Punktes^ also ist 

Hierin wurde mit Rücksicht auf die Bedeutung von o als Kraft das 
Product m(o=p gesetzt; es ist die Kraftwirkung zwischen dem 
magnetischen Punkte und der positiven Seite des Blattes. Die Energie 
W ist demnach gleich dem Producte aus der Stärke des Blattes in 
die magnetische Einwirkung des Feldes auf die positive Seite des 
Blattes. 

Ist das Feld durch ein magnetisches System erzeugt, so wird 
jeder Punkt desselben eine Kraftwirkung ausüben und die Energie 
wird gleich sein dem Producte aus der Stärke des Blattes in die 
gesammte Kraftwirkung des Feldes auf die positive Seite des Blattes. 

Wirken demnach zwei Blätter aufeinander, dann ist die Energie 
von I im Felde von II gleich 

Analog ist die Energie von II im Felde des Blattes I 

Die beiden Energiewerte müssen einander gleich sein; denn auch 
die Arbeit ist dieselbe, ob I an II oder II an I herangeschoben 
wird. Demnach kann man für die Energie schreiben 

W = Ol ' 2Jp = O^ ' £ q = 01 ' ^2 ' Q ' 

Mit Bezug auf den obigen Ausdruck für die Energie bedeutet Q 
die Kraft, mit welcher ein Blatt auf die positive Seite des anderen 
wirkt, wenn beide Blätter die Stärke Eins haben. Die Energie beider 
Blätter ist somit bestimmt durch das Product aus der Kraftwirkung 
Q in das Product aus den magnetischen Stärken beider Blätter. 
Q heisst auch der Coefficient der wechselseitigen Induction. 

Die vorstehenden Resultate für magnetische Blätter gelten auch 
für elektrische Stromkreise, welche den magnetischen Blättern gleiche 
Flächen umschliessen. 

§ 112. Magnetische Induction. (Poisson 1821.) a) Magneti- 
sches Feld. Da das Newton'sche Gravitationsgesetz und das Cou- 
lomb'sche Gesetz für elektrische Kräfte der Form nach mit dem 
Coulomb'schen Gesetzt für magnetische Kräfte übereinstinmien, so 
lassen sich nach Maxwell die in § 19 und § 100 angegebenen Faraday- 
schen Betrachtungen über das Kräftfeld auch auf das magnetische 
Kraftfeld anwenden. 

Wirkt ein Magnetpol auf eine magnetische Masseneinheit und 
bewegt sich diese beständig in der Richtung der auf sie wirkenden 
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Erafb, so beschreibt sie eioe Kraftlinie. Kraftlinien rings um ein 
Flächenstück setzen eine Kraftröhre zusammen. Zu den Kraft- 
linien normal verlaufen die Äquipotential- oder NiTeauflächen. 

Fig. 71. Fi«. 72. 



Sehr deutlich werden die Kraftlinien im magnetischen Felde von 
Eisenfeilapänen dargestellt, indem diese sich in der Richtung solcher 
Linien anordnen. Einige wichtige Fäile sind in den beifolgenden 

Fig. 71. 



Figuren ersichtlich gemacht. Fig. 71 zeigt die Kraftlinien eines 
magnetischen Poles, Fig. 72 die zweier ungleichnamigen Pole, 
Fig. 73 die zweier gleichnamigen Pole und Fig. 74 die Kraft- 
linien eines vollständigen Mf^etes^). 



I) Wüllner'B Lehrb. d. Physik. Elektricität. S. i 
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Von einem Pole mit der magnetischen Masse m denkt man sich 
m Kraftröhren oder Erafkfäden^ nach allen Richtungen gleichmässig 
vertheilt, ausgehen. Ein Flächenstück einer concentrischen Kugel- 
fläche mit dem Halbmesser r wird alsdann von {S/r^) • (m/4tyt) Kraft- 
fäden getroffen. Da der Ausdruck Sm/r^ die Kraft Strömung durch 
S angibt, so nimmt man auch diesen Wert als Zahl der Kraftröhren 
an. Nach dieser Zählungsmethode entspricht der magnetischen Masse 
1/4ä eine Kraftröhre und daher der Masse m die Zahl von 4tjtm 
Kraftröhren. Wie die Darstellung der magnetischen Kraftlinien (§ 106) 
zeigt, bringen die magnetischen Kräfte im Felde thatsächlich eine 
Wirkung hervor, ebenso wie die elektrischen Kräfte, indem sie magne- 
tisierbare Stoffe magnetisieren; man nennt den Vorgang magnetische 
Influenz oder magnetische Induction. Wird die Fläche eines 
Stückes Eisen im magnetischen Felde von einer Anzahl Kraftfäden 
getroffen, so wird dieselbe entgegengesetzt magnetisch wie die Stelle 
des Magnetes, von der die betreffenden Kraftlinien ausgehen, und 
zwar gleich stark. Ebenso wie bei den elektrischen Kraftfäden, 
ist auch bei den magnetischen die algebraische Summe der Massen 
an den Endflächen gleich Null. Diese Thatsache steht im innigen 
Zusammenhange damit, dass der Kraftfluss in allen Querschnitten der 
Kraftröhre eine constante Grösse ist. Die Menge des durch Induction 
erzeugten Magnetismus kann demnach durch die Anzahl der auf- 
treffenden Kraftfäden bestimmt werden, und diese werden auch In- 
ductionsfäden genannt. 

Bringt man einen Stab aus weichem Eisen in ein gleichförmiges 
magnetisches Feld, in welchem die Kraftlinien mit einander parallel 
laufen, z. B. zwischen die Polplatten eines kräftigen Magnetes (Fig. 75), 



Fig. 75. 



Fig. 76. 





SO sammelt das Eisen die Kraftlinien oder verdichtet sie, und führt 
sie in grösserer Zahl durch sich hindurch, als es im freien Baume 
der FaÜ wäre; man spricht deshalb von einer grösseren Durch- 
lässigkeit des Eisens für Kraftlinien. Infolge dieses Verhaltens ist 
das Eisen auch geeignet, als Schirm gegen magnetische Wirkungen im 
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magnetischen Kraftfelde zu dienen: Ein Eiseiirohr im magnetischen 
Felde (Fig. 76) verdichtet die Kraftlinien seiner Umgebung, führt sie 
in seiner Wand fort und l'ässt keine in den inneren Hohlraum dringen. 
Von solcher Schirmwirkung des Eisens wird Anwendung gemacht, um 
Galvanometer vor stören- 
den magnetischen Ein- ^^* '^* 
Aussen zu schützen. Ein 
diamagnetischer Körper, 
z. B. Wismut übt im mag- 
netischen Felde eine zer- 
streuende Wirkung auf diie 
Kraftlinien aus (Fig. 77). 
— Aus Fig. 75 ist ersicht- 
lich, dass die in einen Eisen- 
stab eintretenden Kraft- 
linien denselben durch- 
setzen, dass der Eisenstab somit auch das Verhalten der Kraftlinien 
zu untersuchen gestattet. Zunächst ist zu erkennen, dass die End- 
flächen gleich stark und entgegengesetzt magnetisch werden. Weiter 
zeigt sich, dass zwei neben einander aufgehängte Stäbchen im magne- 
tischen Felde einander abstossen. Faraday folgerte daraus, dass ein 
Querdruck zu den Kraftlinien bestehe, während infolge des Be- 
strebens der Kraftlinien, sich zu verkürzen, längs der Kraftlinie eine 
Zugspannung vorhanden sei. Diese Zug- und Druckspannungen im 
magnetischen Felde ermöglichen es, die in demselben vorkommenden 
Erscheinungen mechanisch zu erklären. Ein anschauliches Bild für 
solche Spannungszustände wurde in der Elasticitätslehre (§ 53 b und c, 
S. 185) angegeben. 

b) Coefficient der Magnetisierung (Susceptibilität oder Auf- 
nahmsfähigkeit der Kraftlinien) und Inductionsconstante (Permea- 
bilität, Leitfähigkeit oder Durchlässigkeit für Kraftlinien). Diamag- 
netismus. Um die Stärke der Magnetisierung zu bestimmen, kann 
man die in § 98 c entwickelte Beziehung zwischen Masse und Kraft- 
strömung benützen. Wir betrachten einen Eisenkörper, welcher im 
magnetischen Felde homogen magnetisiert worden sei. Die nord- 
magnetische Seite habe magnetische Masse von der Flächendichte d. 
Im Inneren ist die Dichte des freien Magnetismus gleich Null. 
Schliessen wir ein Flächenelement der Polfläche in einen entsprechend 
langen Cylinder ein, dessen Erzeugenden normal zu dem Oberflächen- 
elemente, also parallel den Kraftlinien im Eisen sind, so gilt für die 
magnetische Masse auf der Flächeneinheit innerhalb des Cylinders 

43rd = 93 — $, 
wenn 33 die Kraftströmung durch die Cylinderbasis im Eisen und ^ 
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die eintretende Kraftströmung des durch das Eisen noch nicht be- 
einflussten Feldes bedeuten. 

Für d setzt man auch die Stärke der Magnetisierung 3. 
Nach F. Neumann (1848) setzt man diese proportional der Intensität 
des magnetischen Feldes § und nennt den Proportionalitätsfactor x 
die Magnetisierungszahl (Susceptibilität). Damach ist 

3. = x§, 

und es wird 35 = ^(1 + 4äx) . 

Es ist leicht zu bemerken^ dass die innere magnetische Kraft 93 in 
der Form 33 = ^ + 43rd zusammengesetzt erscheint aus der Feld- 
stärke § und der Kraft 4tytd, welche zwei benachbarte Querschnitte 
oder die Basisflächen eines sehr kurzen Hohlcylinders auf den be- 
trachteten Punkt zwischen diesen Flächen ausüben. Mit dieser Fest- 
stellung lässt sich auch die Gleichung direct begründen (§ 111b). 
Der Factor bei ^, nämlich 

ft = 1 + 4t7CXy 

heisst die magnetische Inductionsconstante oder nach Thomson 
Permeabilität. Durch ^ wird die ganze durch Induction erzeugte 
Kraft 95 bestimmt. 

Der Coefficient der Magnetisierung x ist um so grösser, je kleiner 
die Coercitivkraft ist. Bei der Intensität des erdmagnetischen Feldes 
ist für weiches Eisen x = 40. Für Stahl schwanken die Werte je 
nach der Härte zwischen 10 und 35. Für die diamagnetischen Stoffe 
ist X negativ, speciell für Wismut = — 1/400000. Für Krystalle 
ist der Magnetisierungscoefficient nach den verschiedenen Achsenrich- 
tungen verschieden. 

Aus genauen Versuchen geht hervor, dass bei der Magnetisierung 
X zuerst constant ist, bei weiterem Anwachsen der magnetischen Kraft 
aber abnimmt und dann gleich Null wird. Die Magnetisierungs- 
intensität erreicht nämlich einen Maximalwert. 

Der Wert von fi beträgt für weiches Eisen höchstens 3000-, für 
diamagnetische Stoffe wird er wegen des geringen negativen Wertes 
von X niemals negativ. Für Luft ist ^ = 1 ^). 

Befindet sich ein zu magnetisierender Körper mit der Inductions- 
constanten ft^ in einem homogenen magnetischen Felde eines Mittels, 
dessen Inductionsconstante /Xg ist, dann ist der Magnetisierungscoeffi- 
cient X von den Magnetisierungscoefficienten x^ und X2 beider mit 
einander in Berührung stehender Stoffe abhängig. Die betreffende 
Beziehung ergibt sich aus der Relation zwischen den Coefficienten der 
Magnetisierung und der Induction, nämlich aus 

ft = 1 -f" 43rx. 

1) J. Wallentin, Moderne Elektrl. S. 251. 
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Die Kraftströmung in jedem Körper für sich wäre 

wenn $ die Feldintensität in der Luft angibt. Damacli ist 

II ist die Inductionsconstante des einen Mediums, bezogea auf das 
andere. Werden in der Relation ^jl = fti/fCg die Inductionsconstanteü 
durch die entsprechenden Magnetisierungscoefficienten ausgedrückt, so 
erhält man 



K 



Mj X, 



l + ^wx, 

Der Magnetisierungscoefficient x hängt sonach wesentlich von der 
Differenz der Magnetisierungscoefficienten des Körpers und des um- 
gebenden Mittels ab und wird mit dieser positiv, Null oder negativ. 

Jenachdem x^ ^ Xg, erscheint der Körper in seiner Umgebung para- 
magnetisch, neutral oder diamagnetisch; im letzteren Falle wird der 
Körper entgegengesetzt der Kraft Wirkung magnetisiert und erfährt 
von dem Erreger des Kraftfeldes eine Abstossung. 

Beobachtungen von Brugmans von Leyden (1778) haben gelehrt, 
dass ein Stück Wismut vom Magnete abgestossen wird, jene von 
Le Baillif und Becquerel (1827) ergaben dasselbe Resultat für Antimon. 
Durch Versuche von Faraday (1845) mit kräftigen Elektromagneten 
wurde von einer sehr grossen Anzahl von Körpern nachgewiesen, 
dass dieselben magnetisches Verhalten an den Tag legen, dass viele 
(Eisen, Nickel, Cobalt, Mangan, Platin u. a.) vom Magnete angezogen, 
andere dagegen (Wismut, Phosphor, Antimon, Zink, Quecksilber, 
Silber, Kupfer, Gold, Luft u. s. w.) abgestossen werden. Faraday 
nannte die ersteren Körper para^nagnetiscb, die letzteren diamagnetisch. 

Schwach magnetische Körper verhalten sich in einem stärker 
magnetischen Mittel diamagnetisch: Eine schwache Lösung von Eisen- 
chlorür in einer Glasröhre verhält sich in der Luft paramagnetisch; 
in einer stärkeren Lösung desselben Körpers, die zwischen den Polen 
eines kräftigen Elektromagnetes stärker magnetisch wird, zeigt die 
schwächere Lösung in der Glasröhre diamagnetisches Verhalten. 

c) Gesetz des magnetischen Kreises. (Hopkinson und Kapp 
1886.) Der Kraftlinienstrom, der von einem Magnet ausgeht, durch- 
setzt auch andere Körper im Felde und kehrt stets wieder zum ur- 
sprünglichen Magnet zurück, er bildet einen magnetischen Kreis. Die 
Inductionsröhren sind geschlossen, und alle Querschnitte einer Röhre 
werden von gleich viel Inductionslinien durchsetzt. Ist S3 die Zahl 
der Liductionsf äden auf der Flächeneinheit, so ist das Product aus 83 
in den Querschnitt s der Röhre eine constante Grösse. Für den In- 
ductionsfluss erhält man 

Jannschke, Erhaltvng der Energie. 23 
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i^.^^ . S = (l- ^ ' S. 

Setzt man für die Permeabilität oder Leitfähigkeit /i = l/v, so kann 
man v als den specifisch magnetischen Widerstand bezeichnen; be- 
rücksichtigt man zudem auch die Länge l des magnetischen Kreises^ 
so wird 

/ heisst magnetomotorische Kraft (analog der elektromotorischen 
Kraft) und 9t der gesammte Widerstand des Kreises; demnach gilt 
das Gesetz: Der gesammte Inductionsfluss oder Kraftlinienstrom inner- 
halb einer Inductionsröhre ist gleich der magnetomotorischen Kraft 
dividiert durch den gesammten magnetischen Widerstand längs der 
Röhre. Das Gesetz ist dem Ohm'schen Gesetze des elektrischen 
Stromes analog. 

J)im.O = r/^rM'/^ T-\ Bim. f = r/^ ' M'/- ' T-\ Dim. 9i = Z-^ 

§ 113. Magnetisienmgsarbeit. Wenn man ein Stück Stahl in 
ein magnetisches Feld bringt^ so bilden sich sowohl in den Elementar- 
magneten^ als auch im ganzen Felde magnetische Pole aus. Dazu ist 
eine Arbeit erforderlich, die in einer Defoimation der Kraftlinien im 
Felde erkannt wird. Um diese Arbeit zu berechnen, bestimmen wir das 
Potential eines Elementanhagnetes von der Länge A im magnetischen 
Felde. Die magnetischen Massen an den Endflächen seien beziehungs- 
weise + m und die Potentialwerte daselbst F' und V'\ Dann ist 
der Energiewert 

TF= mV — mF"= m • JV 

und die Änderung desselben 

dW=^V'dm. 

Ist nun in dem betreffenden Raumelemente die Feldstärke $, so ist 
JV= — §A und auf jeder Polfläche 6 die Menge 

Damit wird 

und für die Raumeinheit 

Die Energie ist daher dem Quadrate der Feldstärke proportional oder 
dem Producte aus der Feldstärke in die Anzahl der gesammelten 
magnetischen Kraftfäden dividiert durch Sä gleich. — 

In welcher Weise diese Arbeit z. B. beim Magnetisieren durch 
Streichen zu leisten ist, wird durch Betrachtung des betreffenden 
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Vorganges ersichtlich. Würde man einen Eisenstab mit demselben 
Magnetpole immer erst nach einer und dann nach der entgegen- 
gesetzten Richtung bestreichen, so würden gleiche und entgegen- 
gesetzte magnetische Arbeiten geleistet, deren Wirkungen sich auf- 
heben müssten. Man muss wiederholt nach einer und derselben Rich- 
tung streichen; dann bildet sich im Eisen an der Ansatzstelle' ein 
mit dem streichenden gleichnamiger Pol und an der Abhebungs- 
stelle ein ungleichnamiger Pol. Nach jedem Strich muss man den 
streichenden Pol von dem ungleichnamigen Pole des Eisenstabes weg- 
ziehen und nach Überheben der Mitte dem gleichnamigen Pole auf 
der anderen Seite nähern; dazu ist jedesmal eine Arbeitsleistung er- 
forderlich. (Vgl. das Elektrisieren durch Influenz.) 

Joubert hat gefunden, dass die Magnetisierungsarbeit für Stahl 
120000 bis 200000 Erg und für weiches Eisen 10000 bis 15000 
Erg für 1 cm^ beträgt. Wird das Eisen wieder entmagnetisiert, so 
wird die Magnetisierungsarbeit in Wärme verwandelt. Mit Hilfe des 
specifischen Gewichtes des Eisens = 7*8 gr, der specifischen Wärme 
= 0*11 Cal. und der Grammcalorie = 419 • 10' Erg findet man, dass 
1 Erg 1 cm* Eisen um 27 • 10""® ^ C erwärmt; darnach kann leicht 
die Erwärmung durch Magnetisierung berechnet werden. Auf der 
Magnetisierungsarbeit beruhen die pyromagnetischen Maschinen^). 

1) Das Princip det pyromagnetischen Motoren siehe in Wallentins modemer 
Elektrl. S. 261. 
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Vni. Elektrischer Strom. 

§ 114. ftrundversuclie, t)ie Erscheinungen, welche zur Kenntnis 
und Erzeugung eines andauernden elektrischen Stromes führten, wurden 
zufällig beim Experimentieren entdeckt; ihre Auswertung, durch welche 
die grossartigsten Errungenschaften für das wissenschaftliche und prak- 
tische Leben erzielt wurden, ist scharfsinnigen Beobachtern und genialen 
Denkern zu danken. Die Grundlage ftir die ganze Entwicklung legte 
Volta. Die Anregung wurde aber von anderer Seite gegeben. 

Schon im Jahre 1678 zeigte Swammerdam dem Grossherzog von 
Toskana die Zusammenziehung eines Froschschenkels, die er dadurch 
hervorrief, dass er den Schenkelnerv mit Silberdraht umwickelte und 
alsdann den Muskel und den Draht durch eine kupferne Stütze in 
Verbindung brachte. Galvani, Professor der Anatomie in Bologna, 
machte die Beobachtung, dass die Schenkel von frisch getödteten 
Fröschen sich krampfhaft zusammenzogen, wenn in der Nähe eine 
Elektrisiermaschine entladen wurde. In der Absicht, Versuche über 
Luftelektricität anzustellen, wurde er (1789) auf Swammerdams Be- 
obachtung geführt, von der er aber keine Kunde hatte. Er hieng 
enthäutete Froschschenkel mittelst kupferner Drähte an einem Eisen- 
gitter auf und bemerkte, dass dieselben jedesmal in Zuckungen ge- 
riethen, wenn sie das Eisen berührten. Galvani schrieb diese Er- 
scheinung einer vom Thiere selbst erzeugten Elektricität zu, welche 
vom Nerven durch die Drähte zu den Muskeln übergehen sollte. 

Volta, Professor der Physik an der Universität zu Pavia, erklärte 
jedoch (1793), dass die Elektricität nicht von den Muskeln oder den 
Nerven, sondern von der Berührung der ungleichen Metalle herrühre, 
und wies dies auf folgende Weise mittelst seines Condensator-Elektro- 
skopes nach: Er nahm einen Metallstreifen, aus einem Kupfer- 
und einem Zinkstreifen zusammengelöthet, in eine Hand, berührte 
mit einem Ende des Streifens die untere Collectorplatte des Elektro- 
skopes, und mit der anderen Hand leitete er die obere Conden- 
satorplatte zur Erde ab; nach beendigter Berührung hob er die 
obere Platte ab und fand, dass die Goldblättchen auseinander flohen 
und einen elektrischen Zustand anzeigten. Einen weiteren Nachweis 
erbrachte Volta mittelst der nach ihm benannten Säule, die aus 
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einer Reihe von Plattenpaaren aus Zink und Kupfer besteht, zwischen 
welchen mit Salzlösung getränkte Filzlappen oder Löschpapiere liegen. 
Befindet sich an einem Ende eine Zinkplatte und am anderen eine 
Kupferplatte, so erscheint diese positiv und jene negativ elektrisch; 
bei einer entsprechenden Anzahl von Plattenpaaren erhält man bei 
gleichzeitiger Berührung beider Polplatten mit nassen Fingern einen 
kräftigen Schlag. — 

Eine andere Zusammenstellung ist der Becherapparat, und zwar 
als einfaches Element und als Batterie. Das Element besteht aus 
einem Glasgefässe, gefüllt mit verdünnter Schwefelsäure, in die eine 
Zink- und eine Kupferplatte getaucht ist. Die letztere erscheint positiv, 
die erstere negativ elektrisch. Wenn man von je zwei nebeneinander 
stehenden Elementen die ungleichartigen Platten durch Leitungsdrähte 
verbindet, so erhält man eine Batterie. Dieselbe ist nur eine andere 
Form der Volta'schen Säule. 

Mit diesen Zusammenstellungen waren auch die Mittel zur Er- 
zeugung eines andauernden Stromes gegeben. Die Metallplatten der 
Elemente und die End- oder Polplatten der Batterie sind ungleich- 
namig elektrisch und besitzen verschiedene Elektricitätsgrade oder 
Potentiale; nach ihrer Verbindung durch einen Draht sucht die 
Elektricität die Potentialdifferenz auszugleichen, es entsteht eine elek- 
trische Strömung in ähnlicher Weise, wie ein Flüssigkeitsstrom, der 
durch ungleiche Höhen einer Flüssigkeit an verschiedenen Stellen 
derselben bedingt ist. Die elektrische Strömung dauert aber nicht 
eine sehr kurze Zeit, wie es bei der Entladung einer Leydener Flasche 
oder einer Elektrisiermaschine der Fall ist, sondern sie währt längere 
Zeit ununterbrochen, unter geeigneten Umständen beliebig lange. 

Im elektrischen Strome werden fortgesetzt gleiche Mengen posi- 
tiver und negativer Elektricität, die an den Polen entwickelt wurden, 
neutralisiert, und es verschwindet damit die elektrische Energie. Es 
entsteht nun die Frage: welches ist die Quelle dieser Energie, welches 
sind ihre Fäctoren und wozu wird die Energie verbraucht? Diese 
Fragen sollen in den folgenden Paragraphen beantwortet werden. 

§ 115. Elektrische Energie. Elektromotorische Kraft, a) Yoltas 
Fundamentalversuch. Volta zeigte in der oben angegebenen Weise, 
dass bei der Berührung zweier verschiedener Metalle das eine positiv 
und das andere negativ elektrisch wird. Nach der Theorie der Fluida 
tritt dabei eine Trennung der sich neutralisierenden ungleichartigen 
Elektricitäten auf, die eine Elektricität begibt sich auf das eine, die 
andere auf das andere Metall. Die trennende Kraft heisst die elek- 
tromotorische Kraft; dieselbe wird durch die erzeugte Potential- 
differenz oder durch die für jede Elektricitätseinheit geleistete Arbeit 
bestimmt. 

Volta fand ausserdem, dass die elektromotorische Kraft von der 
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Natur der Metalle abhängt^ dass dieselbe z. B. zwischen Zink und 
Blei viel geringer ist, als zwischen Zink und Gold. Er vermochte, 
die Metalle in einer Reihe so zu ordnen, dass bei der Berührung 
zweier derselben das vorhergehende stets positiv und das nachfolgende 
negativ elektrisch wurde. Die Reihe lautet mit den von Ayrton und 
Perry bestimmten Potentialdiflferenzen in Volt: 

Zn, Pb, Sn, Fe, Cu, Pt, C 

^^^^^^^^^^^^^■^^ ^^^p^H^i^^rf^B^m^^ ^^^mm^^i^^^^m^^a^^ ^^mmtmm^l^j^mm^m^^^ ^^^^^^^^^^^^^m^^ ^^mmtmm^i^,,j^mm^m^^^ 

0-210, 0.069, 0-313, 0146, 0-238, 0113. 

Das für diese Reihe von Volta aufgestellte Gesetz kann so ausge- 
sprochen werden: Die Potentialdifferenz zweier beliebiger Metalle ist 
gleich der Summe der Potentialdifferenzen der in der Reihe zwischen 
ihnen stehenden Metalle^). 

Aus dem Gesetze geht hervor, dass in einem Leiterkreise, der 
nur aus Metallen gebildet wird, kein Strom entstehen kann; denn 
denken wir uns drei Metalle in Drahtform der Länge nach aneinander 
gereiht, so erkennen wir, dass den drei Metallen infolge der elektro- 
motorischen Kräfte an den Contactstellen verschiedene Potentialwerte 
zukommen, z. B. F^, Fg, Fg; bringt man nun die beiden Enden der 
verbundenen Drähte mit einander in Berührung, so macht sich an der 
Berührungsstelle zwischen dem ersten und dritten Metalle die Potential- 
differenz (Fl — Fg) geltend; dieser wird aber nach Voltas Gesetz 
durch die elektromotorische Kraft an der Contactstelle das Gleich- 
gewicht gehalten. Die Summe der elektromotorischen Kräfte aller 
drei Berührüngsstellen ist 

(^1 - y^) + (n - F3) + (F3 - Fo = 0. 

Wird eine Elektricitätseinheit im ganzen Leiterkreis herumgeführt, 
so ist die zu verrichtende Arbeit gleich Null; diesem Mangel jeglicher 
Leistimg entspricht auch der Mangel einer Energiequelle. Umgekehrt 
kann nach dem Energieprincip aus dem Mangel einer Energiequelle 
auf die Leistungsunfähigkeit und daraus auf das Volta^sche Gesetz 
der Reihe „der Leiter erster Ordnimg" geschlossen werden. 

Ein Leiterkreis, der nur aus Metallen zusammengesetzt ist, kann 
daher keinen elektrischen Strom und keine andauernden elektrischen 
Wirkungen hervorbringen. 

Über das Wesen der elektromotorischen Kraft wurden ver- 
schiedene Hypothesen aufgestellt. Volta selbst hielt sie für eine 
beim Contacte zweier heterogener Metalle zur Geltung gelangende 
Kraft; er schrieb dieser die Wirkung zu, die er durch seine berühmten 
Versuche hervorrief. Aber schon Fabroni, ein Zeitgenosse Voltas, 
trat der Contacttheorie entgegen und sprach die Ansicht aus, dass 
ein chemischer Process die Quelle der elektrischen Energie sei, und 

1) Süv. Thompson, Elektr. u. Magn. S. 74. 
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diese Ansicht wurde nachher von Delarive, Faraday, Becquerel u. a. 
Forschern vertreten und begründet. Es wurde nämlich nachgewiesen, 
dass die Volta'sche Reihe der Metalle zugleich die Reihenfolge der 
Metalle nach ihrer Oxydierbarkeit angibt, und dass die elektromoto- 
rische Kraft der Verbrennungswärme, d. i. der bei der Oxydation ent- 
wickelten Wärmemenge entspricht. Ausserdem spricht der von Pellat 
angestellte Versuch, durch welchen gezeigt wird, dass zwei Metall- 
platten auch ohne Berührung elektrisch werden, wenn sie nur einige 
Zeit einander nahe gegenüber gestellt werden, gegen die Contact- 
theorie. 

Vom Standpunkte der chemischen Theorie wird nach F. Exner 
der Volta'sche Fundamentalversuch folgendermaSsen erklärt: Jedes 
unedle Metall wird an der Luft oxydiert; dabei wird das Metall negativ 
und die Oxydschichte positiv elektrisch. Die Elektricität des Metalls 
wird abgeleitet, während die Oxydschichte als schlechter Leiter ihre 
Ladung behält und auf andere ihr genäherte Metalle infiuenzierend 
wirkt. Damach sind die positive Elektricität der Oxydschichte in 
einem Metalle und die Influenzelektricität erster Art eines berührenden 
zweiten Metalles die beiden durch Contact erzeugten Elektricitäten. 

b) Voltas Element. Bei demselben taucht eine Zink- und eine 
Kupferplatte in verdünnte Schwefelsäure. Ist die Zinkplatte ganz 
rein oder gut amalgamiert, so wird sie negativ und die Kupfei-platte 
positiv elektrisch. Wird durch einen Draht eine leitende Verbindung 
zwischen beiden Platten hergestellt, so beginnt alsbald ein chemischer 
Process im Elemente, und im Drahte ausserhalb kreist eiü beständiger 
elektrischer Strom vom Kupfer zum Zink. 

Um die Elektrisierung der Metalle zu erklären, nimmt mau an, 
dass die Bestandtheile der Verbindung Schwefelsäure = SO^Hg elek- 
trisch geladen seien, und zwar SO4 negativ und Hg ebenso stark po- 
sitiv. Die vollständige Verbindung erscheint in ihrer Wirkung nach 
aussen unelektrisch. Durch Zerlegung der Verbindung entstehen ihre 
elektrischen Bestandtheile im „activen Zustande". Durch Ent- 
ziehung der elektrischen Ladung oder Absättigung, wobei sich enfc^ 
gegengesetzt elektrische Theilchen verbinden, werden dieselben 
„neutral". 

Nach Schönbein besteht zwischen den Metallen und der Flüssig- 
keit eine „Tendenz zur chemischen Verbindung"; durch dieselbe wird 
eine Störung des chemischen und elektrischen Gleichgewichtes ein- 
geleitet; es entsteht ein elektrisches Kraftfeld zwischen den Metall- 
platten, in welchem sich die elektrischen Molecüle (Ionen) nach den 
Kraftlinien bewegen, und zwar die negativen Molecüle SO4 gegen das 
Zink und die positiven Hg-Molecüle gegen das Kupfer. An den Metall- 
platten selbst treten dann Influenzwirkungen auf. Die gegen die 
Zinkplatte herantretenden negativen SO^-Molecüle elektrisieren jene 
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an der zugewandten Seite positiv nnd an der abgewandten negativ. 
Die negative Infinenzelektricit^t zweiter Art muss eine Zustromung 
von weiteren SO^-Molecülen durch Abstossung verhindern, solange 
keine Ableitung durch einen Schliessungsdraht stattfindet. Chemisch 
reines Zink kann sich also in Schwefelsäure nicht auflösen. Findet 
die Ableitung der negativen Influenzelektricität des Zinkes durch den 
elektrischen Strom statt, dann verbinden sich Zn und SO^ zu Zink- 
sulfat. Die positive Elektricität der Kupferplatte für den elektrischen 
Strom wird durch Influenz Wirkung des positiven Hg hervorgebracht. 

Die wirkende Kraft im Elemente ist die Intensität des elektri- 
schen Feldes, welche den Flüssigkeitsdruck vermindert und die elek- 
trischen Molecüle in ähnlicher Weise in Bewegung setzt, wie der 
Auftrieb die in eine Flüssigkeit getauchten Körper nach dem Archi- 
medischen Principe. Besteht das Element aus zwei gleichen Metall- 
platten, und herrscht in einem Theile der Flüssigkeit ein osmoti- 
scher Druck als Überdruck, so kann dieser eine Molecularbewegung 
hervorbring^en und nach Nemst und Helmholtz dazu benützt werden, 
die Grösse der elektromotorischen Kraft zu berechnen*). Zum Schlüsse 
dieses Absatzes soll hierüber ein Beispiel angeführt werden. 

Um zu zeigen, dass der chemische Process auch die elektrische 
Energie liefert, betrachten wir einen unreinen Zinkstab in Schwefel- 
säure; die Verunreinigungen rühren von anhaftenden Eisentheilchen 
und anderen StoflFtheilchen her. Diese Theilchen ersetzen hier die 
im Voltaelemente befindliche Kupferplatte; es erfolgt eine Auflösung 
des Zinkes in Schwefelsäure, und gleichzeitig finden auch die bereits 
angegebenen elektrischen Wirkungen statt. Die negative Influenz- 
elektricität zweiter Art des Zinkes und die positive des Wasserstoffes 
gelangen in den Eisentheilchen zum Ausgleich und entwickeln Wärme. 
Dieselbe Wärmemenge wird im äusseren Leitungsdrahte entwickelt, 
wenn die beiden Elektricitäten des Volta'schen Elementes durch den 
elektrischen Strom zum Ausgleich gelangen. 

J. P. Favre stellte (1854) folgende Versuche an: Eine Volta'sche 
Batterie wurde in ein Calorimeter gebracht; dieselbe entwickelte, wenn 
keine Energie nach aussen trat, auf 1 Äquivalent Zink 188*0 Cal. 
Als in den Strom ein Voltameter mit verdünnter Schwefelsäure ein- 
geschaltet wurde, betrug die Wärmeentwicklung nur 117*7 Cal., die 
fehlenden 70*3 Cal. waren zur Trennung des Wasserstoffes und Sauer- 
stoffes verbraucht worden; die Verbrennungswärme des entwickelten 
Knallgases betrug 68*9 Cal. Als Kupfersulfat zwischen Kupferstäben 
sich im Voltameter befand, war die geleistete chemische Arbeit Null, 
und es wurden 187 Cal., also nahezu alle erforderlichen 188 Cal. 
Wärme erhalten. 



1) W. Ostwald, Lehrb. d. allg. Chem. Bd. ü, 1, Chem. Energetik. S. 825 ff. 
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Favre stellte auch eine Volta^sche Batterie aus Zink und Platin 
in verdünnter Schwefelsäure zusammen und brachte sie in ein Calori- 
meter. Die Metallplatten wurden durch verschieden lange Drahte 
ausserhalb des Calorimeters miteinander verbunden. Durch den che- 
mischen Process in den Elementen wurde Wärme entwickelt; auf 1 g 
entwickelten WasserstoflF zeigte das Calorimeter 181 Cal., wenn kein 
Strom kreiste. Bei der Stromfährung durch die verschiedenen Drähte 
wurden 131, 117, 104, 90, 84 Cal. entwickelt. Als aber die Versuche 
so wiederholt wurden, dass der eingeschaltete Platindraht gleichfalls 
sich im Calorimeter befand, so erwies sich die gesammte Wärme- 
entwickelung nahezu constant; sie betrug 181, 182, 182, 180, 181 Cal. 

H. Jahn hat in neuerer Zeit mit verfeinerten Messungsmethoden 
ähnliche Versuche durchgeführt und dieselben Resultate erhalten*). 

Der Zusammenhang des osmotischen Druckes mit der elektro- 
motorischen Kraft ist am leichtesten ersichtlich bei einem elektrischen 
Strome, der durch Concentrationsunterschiede verursacht wird. Um nur 
das Princip dieser Beziehung anzugeben, betrachten wir ein Element 
mit zwei Eupferplatten in Kupfervitriollösung; neben einer Platte sei 
die Lösung mehr concentriert, als neben der anderen. Der Ver- 
such zeigt, dass bei leitender Verbindung der Platten ausserhalb 
der Flüssigkeit ein elektrischer Strom fliesst vom Kupfer im con- 
centrierten Theile zum Kupfer im verdünnten Theile der Lösung. 
In der verdünnten Lösung bildet sich Kupfersulfat, in der concen- 
trierten wird Kupfer abgeschieden; es besteht also das Bestreben eines 
Ausgleichs des Concentrationsunterschiedes. Die betreflfenden beiden 
chemischen Processe sind einander entgegengesetzt und bringen daher 
keine Energieänderung im Elemente hervor. Die bleibende Verände- 
rung besteht darin, dass der verdünnte Theil der Lösung durch Auf- 
nahme von Kupfersulfat mehr concentriert, und der andere Theil 
durch Fällung von Kupfer verdünnt wird; die Arbeit entspricht der 
Überführung von Kupfersalz aus der concentrierten Lösung mit 
höherem osmotischen Drucke in die verdünnte Lösung mit niederem 
Drucke. Sie ist nach dem Gesetze für den osmotischen Druck ge- 
geben durch die Form W = fvdp = BT log p^ /p^ . Die entspre- 
chende elektrische Arbeit, welche durch Überführung von Elektricität 
an den Molecülen geleistet wird, ist gleich dem Producte aus dem 
Potentialunterschiede oder der elektromotorischen Kraft in die trans- 
portierte Elektricitätsmenge 6; daher besteht die Gleichung 

Ve^R^TlogpJp,, 

durch welche die elektromotorische Kraft bestimmt erscheint. 

Ahnlich gestaltet sich die Theorie des DanielFschen Elementes. 



1) H. Jahn, Wied. A. 25, S. 49 u. 31, S. 925. 
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Der Lösungsdruck des Zinkes ist grösser als der des Kupfers. Für 
jedes in die Lösung eintretende Zinkmolecül wird ein Kupfermolecül 
ausgeschieden. Die PotentialdiflFerenz der dabei transportierten Elek- 
tricität entspricht dem Logarithmus aus dem Verhältnisse der Drücke 
der gelösten Salze. 

Der Vorgang der Verwandlung chemischer Energie in elektrische 
ist nicht in allen Elementen so einfach; er wird meist dadurch com- 
pliciert, dass ausser einer chemischen Verbindung und Zersetzung 
derselben StoflFe noch andere Processe stattfinden, dass die Zersetzungs- 
producte auf die Metalle verschiedenartige elektrische und chemische 
Wirkungen ausüben, dass sich die Concentration der Flüssigkeit ändert, 
und dass in dieser StoflFe absorbiert sind, welche auf die Entwicke- 
lung und Bewegung der Elektricität Einfluss nehmen^). Alle diese 
Vorgänge sind auch von einer entsprechenden Änderung der Energie 
begleitet. 

Aufg. 1. Zu erklären, warum die elektromotorische Kraft einer Batterie 
von n hintereinander geschalteter Elemente wmal so gross ist, als die 
eines Elementes. — (Anl.: In jedem Elemente erzeugt eine elektromo- 
torische Kraft eine Potentialdifferenz, von der sich das • eine Potential nach 
der einen und das andere Potential nach der anderen Seite des ganzen 
Leitungssystems ausbreitet.) 2. Wie viel Daniell-Elemente wären erfor- 
derlich, um durch die Luft einen elektrischen Funken von 1 km Länge 
zu erzeugen? 1 Daniell habe die elektromotorische Kraft von 107 Volt, 
und 10000 Volt ergeben eme Funkenlänge von 1*369 cm. — (683 Mill. 
Elemente.) 3. 24 gleiche Elemente sind in vier Eeihen zu sechs Ele- 
menten parallel geschaltet. Wie verhält sich die elektromotorische Kraft 
dieser Batterie zu der eines Elementes? — (Die elektromotorische Kraft 
der Batterie ist 6mal grösser.) [Thompson.] 

§ 116. Elektrolyse. Stromstärke, a) Im Jahre 1800 machten 
Carlisle und Nicholson die Entdeckung, dass sich der elektrische Strom 
durch Wasser leiten lässt, und dass derselbe bei seinem Durchgang 
einen Theil des Wassers in seine gasförmigen Bestandtheile zerlegt. 
Der SauerstoflF erschien in Form von Blasen an der Stelle, wo der 
Strom in die Flüssigkeit eintrat, und WasserstoflFblasen dort, wo der 
Strom die Flüssigkeit verliess. Es zeigte sich bald, dass eine grosse 
Zahl anderer Flüssigkeiten, besonders verdünnte Säuren und Lösungen 
metallischer Salze, auf ähnliche Weise zersetzt werden konnten, wenn 
man einen Strom durch dieselben sandte. Faraday nannte (1835) 
einen solchen Zersetzungsprocess durch den elektrischen Strom Elek- 
trolyse und die zu zersetzenden Körper Elektrolyt e. Die Enden 
des Zuleitungsdrahtes im Elektrolyt heissen Elektroden, und zwar 
die Eintrittstelle des Stromes Anode und die Austrittsstelle Kathode. 



1) G. Wiedemann, Lehre v. d. Elektr. II. S. 865. 
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Die Erfahrung lehrt, dass dem Wasser einige Tropfen Schwefel- 
säure oder Salzsäure zugeführt werden müssen, um dasselbe zu zer- 
setzen. Dabei verhält sich die Schwefelsäure wie ein Salz: An der 
Anode scheidet sich SO4, an der Kathode Hg aus. SO4 zerfällt in 0, 
der in Blasenform aufsteigt und in SOj, welches sich mit H^O zu 
SO4H2 verbindet. Die Wasserzersetzung erscheint hiemach als eine 
chemische Wirkung der vom Strom erzeugten Bestandtheile der 
Schwefelsäure, also als eine secundäre Wirkung des Stromes. 

Aus einer Lösung von Kupfervitriol (SO^Cu) wird SO4 an der 
Anode und Cu an der Kathode entwickelt. Das erstere bildet mit 
einer Kupfer-Anode neues Kupfersulfat. 

Die Molecüle oder Atome des Elektrolyten, welche theils zur 
Anode, theils zur Kathode wandern, nennt Faraday Ionen, und zwar 
beziehungsweise Anionen und Kathionen. 

b) Zur Erklärung der Elektrolyse stellte Grotthuss (1805) fol- 
gende Hypothese auf: Die Molecüle des Elektrolyten sind aus ent- 
gegengesetzt elektrischen Atomen zusammengesetzt; zwischen den 
Elektroden ordnen sich dieselben parallel sowie die Elementarmagnete 
eines magnetischen Eisens, indem die elektronegativen Atome von der 
Anode und die elektropositiven von der Kathode angezogen werden. 
Die Atome in jedem Molecüle werden nun getrennt, die ungleich- 
artigen neben einander befindlichen Atome treten wieder zu neuen 
Molecülen zusammen, die unmittelbar neben den Elektroden befind- 
lichen Ionen aber werden frei oder verbinden sich mit den Elek- 
trodenplatten und besorgen zugleich die dauernde Entladung der den 
Elektroden zugeführten Elektricitäten. 

Clausius brachte (1857) die Theorie in Einklang mit seiner kine- 
tischen Theorie der Flüssigkeiten, indem er annahm, dass die Molecüle 
nicht bloss um gewisse Gleichgewichtslagen oscillieren, sondern dass sie 
in veränderte und immer neue Lagen zu einander kommen, und dass. 
sie auch in beständiger Zersetzung und Neubildung begriflFen sind. Die 
Bewegungen gehen nach allen möglichen Richtungen vor sich. Unter 
dem Einfluss einer elektromotorischen Kraft werden jedoch die Be- 
wegungen der elektrischen Atome gerichtet, nach der Anode, be- 
ziehungsweise der Kathode hingekehrt. Ist die elektromotorische 
Kraft stark genug, um die Wiedervereinigung der Atome zu hindern, 
so sammeln sich dieselben um die Elektroden an. 

Die Theorie von Clausius ist gegenüber jener von Grotthuss mit 
der Erfahrungsthatsache im Einklänge, dass auch der schwächste 
Strom eine Wanderung der Ionen im Elektrolyte zu erzielen imstande 
ist. Sie gewährt aber keine Vorstellung dafür, dass an der Anode in 
der Regel weniger Salzmolecüle als solche verschwinden, dass hier 
die Lösung concentrierter bleibt, als an der Kathode. Hittorf erklärte 
(1853 — 59) diese Concentrationsunterschiede durch die Verschiedenheit 
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der Wandemngsgescli windigkeiten beider Ionen; das Geschwindigkeits- 
verhältnis wird durch das Verhältnis der Abnahme des Salzgehaltes 
an beiden Elektroden bestimmt. Aus der rascheren Verdünnung der 
meisten Lösungen an der Kathode wird geschlossen, dass das Anion 
sich in der Regel schneller bewegt als das Kathion. 

Durch die selbständige Bewegung beider Ionen wird auch er- 
klärt , dass der elektrische Strom im ganzen Baume des Elektrolyten 
zwischen den Elektroden fliesst, eine Thatsache, die durch alle Arten 
der Strommessung nachgewiesen werden kann. 

In Verfolgung der, Untersuchungen Hittorfs gelangte Kohlrausch 
(1879) zu dem Satze der unabhängigen Wanderung der Ionen, und 
Arrhenius erklärte (1887) die Bildung der elektrischen Ionen aus der 
Dissociation des im Wasser gelösten Salzes; der Nachweis daför wurde 
durch Messung des osmotischen Druckes und Berechnung der Molecül- 
zahl des Salzes in der Lösung mittelst des van't Hoff 'sehen Gesetzes 
geliefert; es ergab sich nämlich, dass die elektrolytischen wässerigen 
Lösungen immer mehr Molecüle enthalten, als dem Moleculargewichte 
und dem Volumen entspricht, d. h. dass die Molecüle dissociiert sein 
müssen^). 

c) Die Gesetze der Elektrolyse hat Faraday (1853) aufgestellt. 
Werden in einen Stromkreis mehrere Wasserzersetzungsapparate von 
beliebiger Form eingeschaltet, so entstehen in allen Apparaten die 
gleichen Mengen Wasserstoff und Sauerstoff; daraus folgt: durch den- 
selben elektrischen Strom oder durch gleiche Elektricitätsmengen 
werden in derselben Zeit auch gleiche Mengen desselben Elektrolyten 
zerlegt. 

Wird derselbe Stromkreis zu gleichzeitiger Zersetzung von Wasser, 
Salzsäure und Ammoniak verwendet, so sind die Volumen des ent- 
wickelten Wasserstoffes in allen drei Apparaten dieselben und die 
damit verbundenen anderen Stoffmengen sind nach ihrer chemischen 
Äquivalenz ausgeschieden. Der Versuch ergibt den Satz: Die Elektro- 
lyse verschiedener Stoffe durch denselben elektrischen Strom geschieht 
im VerMltnis der chemischen Äquivalente. 

Beide Gesetze lassen sich aus der Wanderung der Ionen leicht 
erklären. Die Bewegung der elektrisch geladeneu Ionen bildet selbst 
den elektrischen Strom. Je mehr Ionen in strömender Bewegung 
begriffen sind, desto stärker ist der Strom und desto bedeutender 
ist auch die Ausscheidung der Ionen an den Elektroden. 

An die Vorstellung der bewegten elektrischen Atome lässt sich 
leicht der Begriff des Extensitätsfactors der Stromenergie an- 
knüpfen. In der Elektrostatik erkannten wir die elektrische Ladung 
eines Conductors als den betreffenden Factor der Energie. Beim elektri- 



1) W. Ostwald, Lehrb". d. allg. Chem., U, 1, ehern, Energ. S. 655ff. 
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sehen Strome ist er die während der Zeiteinheit durch einen be- 
stimmten Querschnitt hindurchgehende Elektricitätsmenge; dieselbe 
führt den Namen Stromstärke oder Stromintensität. — Aus der 
Theorie der Wanderung der Ionen geht nun unmittelbar hervor, dass 
die Elektricitätsmenge der Anzahl der bewegten Ionen und somit die 
Stromstärke der chemischen Zerlegung proportional ist. Darauf 
beruht die Strommessung mittelst des Voltameters. In der Praxis 
wird die Elektrolyse verwendet zur Galvanoplastik, zur galvanischen 
Vergoldung, Versilberung, Metallochromie, Galvanographie u. s. w. 

Aiifg. 1. Wie gross ist die Arbeit, um 1 Coulomb = 3 • 10^ e. s. E. 
von einer Elektrode eines Wasserzersetzungsapparates zur anderen zu 
führen, wenn die Potentialdifferenz beider Elektroden 1*47 Volt beträgt? 
1 Volt = 1/300 elektrostatische Potentialeinheiten. — 

(3 . 10^ • 1-47/300 = 147 • 10^ Erg = 0149 kgm = 000035 Cal.) 

2. Beim Verbrennen von 1 g Wasserstoff werden 34 Cal. Wärme ent- 
wickelt; welche Wasserstoffmenge wird durch die Arbeit des elektrischen 
Stromes nach der vorhergehenden Aufgabe ausgeschieden? — (l Coulomb 
scheidet 00000103 gH aus. Diese Grösse heisst das elektrochemische 
Äquivalent.) 8. 1 Coulomb (1 Ampöre) scheidet in der Secunde 
0000010352 g Wasserstoff aus; wie gross ist die ausgeschiedene Sauer- 
stoffioaenge, wenn das Atomgewicht des Sauerstoffes 16 und dessen Wertig- 
keit 2 ist? — (0-000010352 • 16/2 = 000008282 g.) 4. Wie gross ist 
das Gewicht und das Volumen des in einer Minute nach der vorhergehenden 
Aufgabe von 1 Ampere entwickelten Knallgases bei 0® C und 760 mm 
Druck? Die Dichten sind für H 00692, 11056, spec. Gewicht der Luft 
0*001293. — (000559 g und 10-44 cm^) 5. Welche Intensität hat ein 
Strom, der bei 15® C und 750*65 mm Barometerstand in einer Minute 55*8 cm^ 
Knallgas liefert? 1 Ampere entwickelt .in 1 Min. 10*44 cm^ Knallgas. — 
(vq = 750*65 • 55*8 • 273/760 • (273 + 15) = 52*29 cm^ ~ 1= 5 Ampere.) 
6. Welchen Kaum nimmt das Knallgas, das von 18 Ampere in einer 
halben Minute entwickelt wird, bei 20® C und 775 mm Druck ein? 1 Ampere 
liefert in 1 Min. 1044 cm» KnaUgas. — (v^ = 10*44 • 18/2 = 93*96 cm» 
und v^ = 293 • 760 • 9396/273 • 775 = 98*9 cm».) 7. Wie stark ist 
der Strom, der 0*5 g Wasser in 1 Min. zerlegt? Wie viel Coulomb müssen 
zu diesem Zwecke durch das Wasser geströmt sein? 1 Ampere zerlegt in 
1 Min. 56 mg Wasser. — (89 Ampere und 89 • 60 = 5340 Coulomb.) 

8. Ein Strom von 5 Daniell-Elementen geht 10 Minuten lang durch eine 
Silberlösung. Die Stromstärke sei 5 Ampere. Wie gross ist das Gewicht 
des ausgeschiedenen Silbers? 1 Ampere entwickelt in 1 See. 0*000010352 g 
Wasserstoff und das Atomgewicht des Silbers ist 108. — 

(0000010352 . 108 . 5 • 60 • 10 = 3*354 g.) 

9. Welche Stromstärke vermag 10 g Kupfer in einer halben Stunde nieder- 
zuschlagen? 1 Ampere liefert in 1 Min. 0019687 g Cu. — (16*93 Ampere.) 

10. Ein Strom von 0*6 Ampere geht durch ein Silberbad, in welchem ein 
Gegenstand von 350 cm* Oberfläche versilbert werden soll, a) Wie dick 
wird die Silberscbicbte nach 3 Secunden sein? b) Nach welcher Zeit wird 



366 Vm. Elektrischer Strom. [§ 116—117. 

sie 1 mm dick sein? Ein Ampere scheide in 1 See. 0*00112 g Ag aus. 
(J = 55 . 10-» cm, « = 6*8^873°»*°.) U. Um eine Gipsfigur zu ver- 
kupfern, mussten 128 g Kupfer niedergeschlagen werden. Wie viel Kupfer- 
sulfat, Zink und Schwefelsäure wird dazu in einer DanielFschen Batterie 
verbraucht? Wie hoch kommt der Niederschlag zu stehen, wenn 1 kg Zn 
240 K, Kupfersulfat 1-20 K und Schwefelsäure 48 h kostet? Das 
Atomgewicht CuSO^ = 632 + 32 + 16 • 4 = 159*2, Zn = 64*9 und 
HjjSO^ = 2 + 32 + 64 = 98. — (Verbrauch von Kupfersulfat im Bade 
(159-2/63-2) • 128 = 322-43 g; eben soviel in der Batterie; somit 644*86 g. 
— Zn 64-9 • 128/63*2 = 131*44 g. — SO^Hg 98 • 128/63*2 = 198'48 g. 
Die Materialien kosten 78 + 32 + 16 = 126 h«) 12. Zur Speisung einer 
Bogenlampe hat man 25 Bunsenelemente hintereinander geschaltet; der 
durch die Lampe gehende Strom hatte eine Stärke von 9 A. Wie hoch 
konmit der stündliche Betrieb dieser Lampe, wenn 1 kg Zink 2*40 K, 
1 kg Schwefelsäure 48 h, 1 kg Salpetersäure 1*44 K kostet? Pro Ampere 
und Stunde werden in einem Elemente consumiert 1*456 g Zn, 1*832 g 
SO4H2 und 2*356 NO3H. — (327*6 g Zn, 412*2 g SO^H^, 530*2 gNOjH. 
Die Materialien kosten 78*6 + 198 + 76*4 = 174*8 h.) 13. Paraday 
stellte einen Zink- und einen Platinstreifen in verdünnte Schwefelsäure. 
Nach etwa 10 Min. constatierte er einen Verlust an dem Gewichte des 
Zinks von 0*552 g; zugleich ergab sich ein Wassers toffvolumen am Platin 
von 199'2 cm^. Wie gross ergibt sich hieraus das Atomgewicht des 
Zinks? Die Dampfdichte des Wasserstoffes ist 0.0692, das spec. Gewicht 
der Luft = 0*001293. — (199*2 cm^ H wägen 0*01782 g, und 1 g H 
entsprechen 32 g Zn. Genauere Methoden liefern 32*5 als Atomgewicht 
des Zinks.) 14. Wenn 1 Coulomb 0*000010352 g H zu erzeugen vermag, 
wie viel Coulomb erfordert 1 g H, und welche Arbeit ist bei einer Po- 
tentialdiflFerenz von 1 Volt zu dieser Bildung noth wendig? 1 Coulomb 
= 3 • 10^, 1 Volt = 1/300 elektrostat. Einheiten. — (96620 Coulomb, 
966 • 10^ Erg.) — 15. Wenn ein H-Ion bei seiner Wanderung eine con- 
stante Geschwindigkeit von 0003 cm besitzt, wie gross ist die auf das- 
selbe wirkende Kraft mit Bezug auf das Ergebnis der vorhergehenden 
Aufgabe? — (jF = TF/Z = 966 • 1070*003 = 322 • 10^^ Djn = 33 • 10^ kg. 
Die Kraft dient zur Überwindung der Bewegungshindemisse; dieselbe ist 
auch bei der Diffusion der Salze wirksam.) [Aufgaben 5 — 7 und 10 — 13 
sind aus der Aufgabensammlung von E. Maiss.] 

§ 117. Polarisation der Elektroden. Secnndärelemente. Accnmn- 
latoren. a) Schaltet man in den elektrischen Strom einen Wasser- 
zersetzungsapparat ein, so bemerkt man, dass mit der Anhäufung der 
Gasblasen an den Platinelektroden die Stromstärke abnimmt. Wenn 
man die Batterie rasch ausschaltet, so zeigt der stromanzeigende 
Apparat, ein Galvanometer, einen Strom an, welcher die entgegen- 
gesetzte Richtung des früheren Stromes hat. Die ausgeschiedenen 
Gase entwickeln also eine elektromotorische Kraft. Man nennt 
den Strom Polarisationsstrom und die Ursache desselben die 
Polarisation der Elektroden. Es ist durch Versuche dargethan 
worden, dass die elektromotorische Kraft des Polarisationsstromes mit 
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der des erregenden Stromes wächst, jedoch nur bis zu einem Maximum, 
das nicht überschritten wird. Wenn z. B. der erregende Strom die 
elektromotorische Kraft von 0*2, 103, 2*11, 2-54, 4*03 u. s. w. Daniells 
hatte, so war die des Polarisationsstromes 002, 103, 200, 203, 203 
und blieb von da an constant. Es folgt daraus, dass eine Wasser- 
zersetzung durch 1 oder 2 Daniell-Elemente nicht möglich ist; denn 
diese vermögen noch nicht die Polarisation zu überwinden. (Be- 
kämpfung der Polarisation bei den constanten Elementen durch che- 
mische Proeesse.) 

b) Da der elektrolytische Apparat nach der Polarisation seiner 
Flüssigkeit einen Strom zu liefern imstande ist, so kann derselbe als 
Stromquelle benützt werden. In dieser Verwendung heisst er Secun- 
därelement, auch Polarisationselement oder Accumulator^). 

Die ersten Versuche über die Verwendung eines elektrolytischen 
Apparates als Secundärelement rühren von J. W. Ritter her (1803); 
er wendete Platinplatten in verdünnter Schwefelsäure an und polari- 
sierte und zersetzte diese durch einen eingeleiteten elektrischen Strom. 
Infolge des grossen Absorptionsvermögens des Platins für Wasserstoff 
wurde dieser nach seiner Ausscheidung aus der Flüssigkeit an der 
Kathode in grossen Mengen zurückgehalten und machte nach Aus- 
schaltung der elektrischen Zelle einen lange anhaltenden, in entgegen- 
gesetzter Richtung kreisenden Polarisationsstrom möglich. 

Gaston Plante stellte (1860) durch gründliche und umfassende 
Untersuchungen^) fest, dass das Blei der geeignetste Stoff für Secun- 
därelemente sei. Er sandte durch eine Reihe von Bleiplatten in ver- 
dünnter Schwefelsäure längere Zeit einen elektrischen Strom und 
oxydierte so alle jene Platten, die als Anoden verwendet wurden. Die 
Kathodenplatten blieben unverändertes Blei. Beiderlei Platten ent- 
sprechend verbunden und in Schwefelsäure gesetzt gaben sein Secun- 
därelement. 

Faure hat (1881) die langsame Bildung der Elemente umgangen 
und ihre Leistungsfähigkeit dadurch vermehrt, dass er die Bleiplatten 
mit Mennige (Pb^Oj) überzog und auf die so präparierten Platten 
in Schwefelsäure den Strom wirken liess. Dadurch wird das Wasser 
zersetzt, die Anode oxydiert zu Bleisuperoxyd (PbOg) und die Ka- 
thode reduciert zu Bleioxyd (PbO). Wird dann der Apparat als 
Element benutzt, so geht der umgekehrte Process vor sich und die 
vorhin geleistete Arbeit wird durch die Energie der chemischen Rück- 
bildung wieder gewonnen. Es bildet sich nämlich an beiden Platten 
Bleioxyd, das durch die Schwefelsäure in Bleisulfat umgewandelt wird. 



1) Hauck, Galv. Batterien. Urbanitzky, Die elek. Beleucht. S. 97 etc. 

2) G. Planta, Untersuchungen über Elektr. Deutsche Übersetzung von 
J. Wallentin. 
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Wegen localer Störungen, die bei den Secundärelementen noch 
häufig vorkommen, ist ihre Verwendung nicht so allgemein, wie es 
zu vermuthen wäre. So haben z. B. Gladstone und Tribe bei ge- 
ladenen Elementen schädliche „locale Stromwirkungen" nachgewiesen. 
Wenn die Schichte PbOg stärker als y^ mm wird, so entstehen in 
derselben Risse und das metallische Blei tritt direct mit der Schwefel- 
säure in Berührung; die Platte selbst bildet nun ein Element, wodurch 
PbOg reduciert und Pb oxydiert wird. 

In seiner Anordnung und Verwendung als Secundärelement gleicht 
der elektrolytische Apparat sehr einem Condensator^). 

Heute werden gewöhnlich gitterformige Bleielektroden benützt, 
in die ein Gemisch von Bleiglätte und Mennige fest eingepresst ist. 

Nach Messungen von Allard, Joubert, Potier und Tresca lieferten 
35 Accumulatoren des Systemes Faure, von denen jeder 43*7 kg wog 
und die elektromotorische Kraft von 21 Volt hatte, 619600 Coulomb; 
auf 1 kg des Elementes kommen daher 14179 Coulomb. Die ver- 
wendbare Energie ist 

619600 • 2 1 «AOR 1 
43-7 ■ 9-81 = 3^35 ^S^' 

Es würden daher 89 kg erforderlich sein, um den Stundeneffect einer 
Pferdekraft zu erzielen. 

§ 118. Ohm'sches Gesetz (1827). Dasselbe bringt eine Beziehung 
der Stromintensität zur elektromotorischen Kraft, also eine Beziehung 
beider Energiefactoren zum Ausdruck. Ohm stützte seine Ableitung 
auf eine Ähnlichkeit zwischen der Elektricitäts- und Wärmeleitung. 
Erfahrungsgemäss ist Wärmeleitung bedingt durch Temperaturdiffe- 
renzen in einem Wärmeleiter, und nach Fourier (1822) ist die in der 
Zeiteinheit durch einen Querschnitt fliessende Wärme proportional der 
Temperaturdifferenz zweier benachbarter Querschnitte und der Grösse 
derselben, femer umgekehrt proportional dem Abstände der Quer- 
schnitte. Die mathematische Form dieses Gesetzes stimmt mit jener 
für Flüssigkeitsströmungen in engen Röhrchen (§ 40) überein. 

Behufs Ableitung des Ohm'sdien Gesetzes denken wir uns zwei 
Querschnitte eines cylindrischen Leiters auf constanten Potentialen 
gehalten; die Potentialdifferenz sei z/F; die Grösse der Querschnitte 
sei Sj ihr Abstand L Dann ist die Stromstärke, d. i. die in der 
Zeiteinheit durch einen Querschnitt fliessende Elektricitätsmenge 

t = ]C' S' -^, 

h ist ein Proportionalitätsfactor, dessen physikalische Bedeutung sich 
bald ergeben wird. Schreibt man die Gleichung in der Form 

i' X = Jc' s ' ^Vj 

1) Maxwell, Lehrb. d. El. I. 407. G. Wiedemann, Lehre v. d. El. II. 758. - 
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welche für ein Leiterelement von der Länge A gilt, und summiert 
über die ganze Länge l^ so erhält man das gesuchte Gesetz 

V,-V,_V,-V,_E 






[ks) 



M B 



Da der Nenner B den Wert der Stromstärke vermindert, so heisst 
B der Widerstand des Leiters. 

Das Ohm'sche Gesetz sagt aus, dass die Stromstärke i der elek- 
tromotorischen Kraft (Fl — F2) direct und dem Leitungswiderstande 
B umgekehrt proportional sei. 

Für 1=1 und s = 1 wird B = 1/Jc, d. i. der specifische Lei- 
tungswiderstand; Je selbst heisst auch specifische Leitungs- 
fähigkeit. 

b) Mittelst des Ausdruckes für die Raumenergie, beziehungs- 
weise mittelst der hydrostatischen Grundgleichung lässt sich, ent- 
sprechend den Ausführungen in § 100 d, das Gesetz wie folgt ge- 
winnen: Wir nehmen in dem Drahte einen Spannungszustand an, der 
in einer elektrischen Verschiebung seinen Grund habe. In einem 
Raumelemente dv^=S'dx ist die Raumenergie infolge des Spannungs- 
zustandes 

e?Tr= Y^c 'p ' dv = X ' 2x6^ • s • dx. 

Für die elektrostatische Spannung p wurde nach § 98 c der Wert 
4;rd^ gesetzt, wobei d die elektrische Dichte in einem Querschnitte 
angibt. Durch Einführung der elektrischen Ladung eines Querschnittes, 
nämlich q = s - äj wird 

dW=^'q^dx, 

und die Arbeit für die Elektricitätseinheit in dem betreflfenden Leiter- 
elemente oder das Potential 

j-rr dW 4wx j 

dV= -3- = . q • dx, 

dq s ^ 

Findet die Ladung durch die Stromsiä,rke i in der Zeit t statt, so 
ist q=^ i ' r, und man erhält für 

dV= ' t ' dx 

8 

und für den ganzen Leitungsdraht im stationären Zustande 

Diese Form stimmt mit der obigen für das Ohm'sche Gesetz voll- 
kommen überein. Wie dieselbe auch aus dem Elasticitätsgesetze ge- 
wonnen werden kaim, soll bei der Ableitung des Joule'schen Gesetzes 
gezeigt werden. 

Januschke, Erhaltung der Energie. 24 
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c) Dass die Potentialänderung im Leitungsdrahte den betreffenden 
Strecken des Drahtes proportional ist, kann experimentell auf ver- 
schiedene Weisen nachgewiesen werden. — Nach Mascart verbindet 
man die Belegungen einer elektrisierten Flaschenbatterie durch eine 
mittelmässig leitende Schnur von 2 — 3 mm Dicke und 4 — 5 m Länge 
mit der Erde und hängt in gleichen Entfernungen Doppelpendel auf; 
man findet die Divergenz der Pendel um so grösser, je näher die- 
selben der Belegung der Batterie sind. Verbindet man die bestimmten 
Theilpunkte nach einander leitend mit einem Elektrometer, so lässt 
sich die behauptete Potentialänderung genau nachweisen. 

Um den gleichmässigen Potentialabfall in einem langen, dünnen 
Leitungsdrahte, der vom positiven Pole einer galvanischen Batterie 
zur Erde führt, zu zeigen, kann man nach Latimer Clark die Punkte 
des Leitungsdrahtes bestimmen, deren Potentialwerte gleich dem von 
1, 2, 3 Daniell-Elementen sind. Man verbindet den positiven Pol 
eines Daniell-Elementes, während der negative auch zur Erde abge- 
leitet ist, mit einem Punkte des zu untersuchenden Leitungsdrahtes 
und schaltet ein Galvanometer ein. Herrscht in dem betreffenden 
Punkte dasselbe Potential wie auf dem Pole des Daniell-Elementes, 
so fliesst von letzterem kein Strom. Der gesuchte Punkt lässt sich 
durch Verschiebung des Verbindungsdrahtes leicht finden. Benützt 
man dann anstatt eines Elementes deren zwei, die hintereinander ge- 
schaltet sind, so kann man auf dieselbe Weise auf dem zu unter- 
suchenden Draht jenen Punkt bestimmen, dessen Potential gleich dem 
des positiven Poles einer Batterie von zwei Daniell-Elementen ist. 
Man findet diesen doppelt so weit von dem ersten Punkte der Erd- 
leitung mit dem Nullpotentiale entfernt, als den Punkt mit dem Po- 
tential Eins^), u. s. w. 

d) Sind in einem Stromkreise mehrere elektromotorische Kräfte, 
mehrere Elemente, und verschiedene Leitungswiderstände eingeschaltet, 
so gilt auch dann noch das Ohm'sche Gesetz. Die Stromstärke ist 
nämlich im ganzen Stromkreise dieselbe, und man kann für jeden 
Theil des Stromkreises, für welchen der Potentialfall geradlinig ge- 
dacht werden kann, das Ohm'sche Gesetz anwenden und schreiben 

Da i constant ist, so erhält man durch Summierung über den ganzen 
Stromkreis 

i'I]R = EE^ 

eine Form, welche wieder dem Ohm'schen Gesetz entspricht. Die 
Dimension der Stromstärke ist dim i = dim Q/T^= M'^*L*/^T~^, Femer 
ist dimF= JfV«L%T-i^ und nach Ohms Gesetz äim R = L-^T, 



1) J. Wallentin, Moderne El. S. 140. 
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e) Die praktischen Einheiten bei der Anwendung des 0hm- 
schen Gesetzes sind: Für die Stromstärke 1 Ampere, bei welcher 
1 Coulomb = 3 • 10^ elektrostatische Elektricitätseinheiten in einer Se- 
cunde durch den Querschnitt fliesst, für die elektromotorische 
Kraft 1 Volt = 1/300 elektrostatische Potentialeinheiten und für den 
Widerstand 1 Ohm = 10^ absolute Widerstandseinheiten als Wider- 
stand, bei welchem die elektromotorische Kraft von 1 Volt die Strom- 
stärke 1 Ampere liefert. 

1 Volt kommt ungefähr der elektromotorischen Kraft eines 
Daniell- Elementes gleich; genauer ist 1 DanieU = 11 Volt. 1 Ohm 
Widerstand leistet eine Quecksilbersäule von 1 mm^ Querschnitt und 
106 cm Länge bei 0^ C. 

Der Widerstand von 1 cm^ eines Körpers heisst specifischer 
Widerstand. In absoluten Einheiten, d. h. in Tausendmilliontel eines 
Ohm sind solche Widerstände für Silber 1609, Kupfer 1642, weiches 
Eisen 9827, Quecksilber 96146, Selen 6 • 10^^ Glas bei 200» C 
2-27 • 10^6^ reines Wasser, bei 22^ C 718 • lO^» und verdünnte Schwefel- 
säure (^2 Säure) 0*332 • lO^^. 

Über die Bestimmung einiger elektromotorischen Kräfte und 
Widerstände sollen in den folgenden Aufgaben noch einige Angaben 
gemacht werden. Hier sei nur noch bemerkt, dass je besser ein 
Körper die Wärme leitet, desto besser er auch die Elektricität 
leitet. Am besten leiten die Metalle, minder gut Flüssigkeiten; und 
Gase sind Nichtleiter. In Gasen findet leicht eine Entladung durch 
Convection statt; die Gastheilchen werden durch Berührung mit 
dem elektrischen Conductor elektrisiert und dann fortgeschleudert. 

Das Ohm'sche Gesetz dient zur Bestimmung der Constanten der 
Elemente, zur Ermittelung der zweckmäsöigsten Verbindung der Ele- 
mente, zur Bestimmung der Leitungswiderstände, zur Ableitung der 
Kirchhoff 'sehen Gesetze der Stromverzweigung u. s. w.^). 

Aufg. 1. Ein Bunsenelement gibt bei kurzem Stromschluss die In- 
tensität ij^ (3*4 Ampere), bei Einschaltung eines Widerstandes r (0*5 Ohm) 
die Stromstärke ig (l*7 Ampere). Wie gross ist der Widerstand B und 
die elektromotorische Kraft E des Elementes? — (Aus den Gl. E = i^B 
und E = ^{B-\-r) folgt B = rij{i^—^) = 0'b Ohm und J57= l'T Volt.) 
2. In einen Stromkreis schaltet man zwei Elemente ein, deren elektro- 
motorischen Kräfte zu vergleichen sind. Die Elemente werden das eine 
Mal im nämlichen Sinne, das andere Mal im umgekehrten Sinne einge- 
schaltet. Die Stromstärken seien i^ und ig; welches ist das Verhältnis 
der elektromotorischen Kräfte E^ und J^Jg? — (Aus Bi^ = Ey^ -j" ^a ^^d 



1) Die Anwendung des Ohm'schen Gesetzes zur Ermittelung des Gesetzes 
für die Brechung der elektrischen Strom- und Kraftlinien, sowie die Ableitung 
desselben Gesetzes nach der Theorie der Ätherverschiebung siehe in meiner 
Schrift über das Energieprincip in der Elektricitätslehre S. 113. 

24* 
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Bi^->=Ei— E^ folgt EJE^ = («1 + isj)/(ii — ig).) 8. In einem Strom- 
kreise war kein Strom, wenn 14 hintereinander geschalteten Daniell- 
Elementen 11 hintereinander geschaltete Leclanche- Elemente entgegen- 
gesetzt waren. Wie müssen sich die elektromotorischen Kräfte beider Ele- 
mente verhalten? — (Aus B'i=lA:E^ — \lE^ = folgt EjE^=ll/li.) 
4. Ein Daniell-Element von 15 cm Höhe hat einen inneren Widerstand 
von 0*61 Ohm; wie gross ist dann der Widerstand eines 3 cm hohen und 
in seinen Querdimensionen entsprechend kleineren Elementes? Welche 
Stromstärken geben diese Elemente in einem Stromkreis, dessen äusserer 
Widerstand zu vernachlässigen ist? Die elektromotorischen Kräfte seien 
gleich 1 Volt. — (E^ = 061 • 5* = 15*2 Ohm; i^ = 164; i^ = 006 
Ampere.) 5. Ein Bunsenelement von 20 cm Höhe hat einen inneren 
Widerstand JB^ = 005 Ohm. Wie gross wird der ungefähre Widerstand 
eines 13 cm hohen und eines 35 cm hohen Bunsenelementes sein, wenn 
auch die Breitendimensionen im Verhältnisse der Höhen stehen? — 
(i^i : i^j, : Äj = 005 : 005(20/13)* : 005(20/35)* = 005 : 012 : 0016 
Ohm.) 6. In einem Stromkreise ist ein Normal -Daniell (1 Volt), ein 
Galvanometer und eine Quecksilbersäule von 1 mm* Querschnitt und 3 m 
Länge eingeschaltet; das Galvanometer zeigt einen Strom von 0*27 Ampere 
an. Wie gross ist der innere Widerstand des Elementes? Der Widerstand 
von 106 cm Quecksübersäule = 1 Ohm. — (Aus 1 = 027 (Ä + 300/106) 
folgt JB = 0873 Ohm.) 7. Welchen Widerstand muss eine Edisonlampe 
haben, wenn sie ihre normale Leuchtkraft mit 0*74 Ampere und 52 Volt 
hat? — (jB = 70 Ohm.) 8. Wie vieler Elemente von 0-95 Volt bedarf 
es, wenn ein Telegraphierstrom 17 Milliampere stark sein muss, und wenn 
sowohl Spulen als Leitung 608 Ohm Widerstand haben? — (Aus 
001 7 • 2 • 608 = rc • 0*95 wird a? = 22 Elemente.) 9. Zwei Bogenlampen 
sind hintereinander geschaltet. Die Dynamomaschine hat 2'5 Ohm Wider- 
stand und gibt 15 Ampere bei 330 Volt. Wie gross ist der scheinbare 
Widerstand einer Bogenlampe, wenn die Leitung 4 Ohm Widerstand hat? 

— (330 = 15 (2i2 + 2-5 -f 4) gibt JB = 7'75 Ohm.) 10. Wenn der Wider- 
stand von 32 km eines 4 mm dicken Telegraphendrahtes 250 Ohm be- 
trägt, welchen Widerstand würde dann ein 2 mm dicker Draht derselben 
Länge haben? — (250 : JB = 2* : 4*; JB = 1000 Ohm.) U. Zwei Messing- 
drähte sollen gleichen Widerstand haben. Der eine ist 0*5 m lang und 
0*75 mm dick; der andere ist 18 m lang. Wie dick muss dieser sein? 

— (Aus 0*5/075* = 18/a;* wird x = 4-5 mm.) 12. Das atlantische 
Kabel vom Jahre 1866 hat eine Länge von 3000 km und eine Kupfer- 
seele von 5 mm Dicke. Wie gross ist dessen Widerstand? Ein Meter 
Kupferdraht von 1 mm Dicke hat 0021 Ohm Widerstand. — (2520 Ohm.) 
18. Der auf eine Inductionsspule aufgewickelte dünnere Draht ist 0*2 mm 
dick und hat 100000 Ohm Widerstand. Wie lang ist dieser Kupfer- 
draht? 1 m langer 1 nmi dicker Draht habe 0021 Ohm Widerstand. — 
(Z = 190476 m.) 14. Man gebe die allgemeine Formel an, durch welche 
die Stromstärke i als Function der n hintereinander geschalteten Elemente 
mit innerem Widerstände r, elektromotorischer Kraft e und dem äusseren 
Widerstände B dargestellt wird. — (i = ne/{nr + J?); wann wird i mit 
n grösser, und wann nicht?) 15. Welche allgemeine Formel gibt die 
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Stromstärke i, wenn n gleiche Elemente von e elektromotorischer Kraft, 
r innerem und B äusserem Widerstände nebeneinander (parallel) geschaltet 
werden? — (i = e/{E + r/n) = ne/(nB + r).) 16. Wie lautet die all- 
gemeine Bedingung, nach welcher die Stromstärke unverändert bleibt, ob 
die Elemente parallel oder hintereinander geschaltet seien? — (Nach 
Aufg. 14 und 15, wenn B = r.) 17, Wie viele Eeihen s von hinter- 
einander geschalteten Elementen muss man aus n gleichen Elementen mit 
den Constanten e und r machen, um bei einem äusseren Widerstände Jt 
die grösste Stromstärke zu erzielen? — (Es ist 

i = (c • n/s)/\B + {r/s)(n/s)] = n» s - e/{s^B + nr) . 

Damach wird imwc = (c/2)]/w/JBr, wenn s =Ynr/B^ oder wenn 
B = nr/s^^ d. h. wenn der äussere dem inneren Widerstände gleich ist.) 

18. Man verfugt über 40 Daniell'sche Elemente mit je 0'3/3^ • 10^^ innerem 
Widerstände; wie muss man dieselben schalten, um bei 3/3* • 10^^ elek- 
trostat. Einheiten äusserem Widerstände die grösste Stromstärke zu er- 
zielen? — (Aus 3/3* • 10^^ = (0-3/3* • 10") • 40/5* folgt 5 = 2; d. h. es 
sind 2 Eeihen von 20 hintereinander geschalteten Elementen zu bilden.) 

19. Es sind 30 Plantö'sche Elemente mit je 0*05/3* • 10" elektrostat. 
Einheiten innerem Widerstände und je 2*02/300 elektrostat. Einheiten 
elektromotorischer Kraft hintereinander geschaltet; wie stark ist 'der Ent- 
ladungsstrom, wenn der äussere Widerstand 8/3* • 10^^ elektrostat. Einh. 
beträgt? — {i= 6'37 -3-10^ elektrostat. Einh.) — 20. Zwischen zwei 
Punkten eines Stromkreises finden sich zwei Zweige mit den Widerständen 
r^ und Tji; die gesammte durchfliessende Strommenge ist i. Welcher Strom 
fliesst in jedem der Zweige? — (Es ist * = ij + «g und nach Ohms 
Gesetz für die beiden Zweige JV = i^r^^ ^^ i^r^ oder i^r^ — i^r^ = 0, 
Mit diesen von KirchhoflF angegebenen Gesetzen wird i^ = ir^/lr^ + ^2) 
und i^ = i ' rj{r^ -(- r^ .) 21. Eine Leitung verzweigt sich in zwei 
Zweige, deren Widerstände bezüglich r^ und r^ sind. Wie gi'oss muss 
der Widerstand B sein, der, in die Hauptleitung eingeschaltet, die Wider- 
stände r^ und 1*2 ersetzt? — (Aus * = «i + «2 ^^^ i^r^ = i^r^ ^=^ iB 
folgt JB = r^rj{r^ -f- r^ oder 1/B = 1/r^ -j" V^'a» allgemein gilt 
1/B = m/r d. h.?) 22. In einem Stromkreise sind zwei Glühlampen 
von 120 Ohm und 140 Ohm parallel eingeschaltet. Welchen Widerstand 
liefern sie im Stromkreise? — (64*6 Ohm.) 28. Vier Drähte von 5*5, 
180, 3*7 und 2*9 Ohm Widerstand sind parallel geschaltet; welchen 
Widerstand stellen sie dar? — (Nach Aufg. 21 ist 

1/B = 1/5-5 + 1/18 -f 1/3-7 + 1/2-9 und i^ = 1-17 Ohm.) 

24. Zwischen zwei Punkten einer Leitung sind acht Edinson-Lampen 
parallel eingeschaltet, von denen jede 120 Ohm Widerstand hat. Welcher 
Widerstand ist hierdurch in die Hauptleitung eingeschaltet? — 

(jB = 1|2 = 15 Ohm.) 

25. fline Dynamomaschine liefert den Strom zu 60 Edison-Lampen (zu 
208 Ohm und 05 Ampere); die Lampen sind in 20 Reihen zu 3 ange- 
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ordnet; die Leitung hat 4*6 Ohm und die Dynamo 2*4 Ohm Widerstand. 
Wie gross ist die elektromotorische Kraft dieser Dynamo? — 

(E = i' B= 20 '0-5' (2-4 + 46 + 3 • 208/20) = 382 Volt.) 

[E. Weber.] 

§ 119. Wännewirkungeii. Jonle's Gesetz (1841). a) Im elektri- 
schen Strome verschwinden bestandig die in der Batterie erzeugten 
Elektricitäten und damit auch die betreflfenden elektrischen Energien. 
Wenn sonst im Kraftfelde des Stromes und im Stromkreise keine 
andere Arbeit geleistet wird, so wird die gesammte elektrische 
Energie in Wärme verwandelt, die sich im Leitungsdrahte nach- 
weisen lasst. Um die Gesetze dieser Wärmeentwickelung zu finden, 
schalteten Joule und Lenz dünne, lange Drähte in die Leitung ein 
und führten dieselben in vielen Windungen durch ein mit Alkohol ge- 
fülltes Gef äss. Die in jedem Drahte entwickelte Wärme konnte durch 
die Temperaturerhöhung des Alkohols leicht bestimmt werden. Joule 
fand, dass die Zahl der Wärmeeinheiten proportional ist: 1) dem 
Widerstände des Leiters; 2) dem Quadrate der Stromstärke; 3) der 
Zeit, während welcher der Strom fliesst. Iq Form einer Gleichung 
lautet das Joule'sche Gesetz (in g-cal) 

Theoretisch folgt das Gesetz leicht als Ausdruck für die elektrische 
Energie. Die Arbeit für jede im Strome von einem Pole zum anderen 
fliessende Elektricitätseinheit ist gegeben durch die Potential- 
diflferenz oder die elektromotorische Kraft J5?; die Arbeit für die in 
einer Secunde fliessende Elektricitätsmenge i ist Ei und mit Rück- 
sicht auf das Ohm'sche Gesetz 

W = Ei't = i^'B't. 
Hieriji sind alle Grössen in absoluten Einheiten ausgedrückt; um sie 
auf Ampere und Ohm zu reducieren, muss man sie mit 10—^ • 10^ = 10' 
und um den ganzen Energiewert in Wärmeeinheiten auszudrücken 
mit 1/4*19 = 0"24 multiplicieren. 

Die zur Berechnung von W benützte Einheit von 1 kgcm im 
absoluten Masse wurde von Siemens 1 Joule und wird sonst ziemlich 
allgemein 1 Watt genannt. Gewöhnlich wird 1 g-cal äquivalent 
0*425 kgm gesetzt; sie ist alsdann äquivalent mit 4*17 Joule oder 
Watt. Der EflFect einer Batterie wird praktisch in Secunden-Watts 
gemessen, von welchen 736 eine Pferdekraft ausmachen. 

Auf den Wärmewirkungen des elektrischen Stromes beruhen die 
Glühlichtlampen, die Sprengtechnik, die Galvanokaustik. 

b) Auf sehr einfache Weise lässt sich das Joule'sche Gesetz 
nach der Theorie der elastischen Verschiebung ableiten^). Zu 

1) Siehe meine Abhdlg. ü. d. Energ.-Prcp. i. d. EI. S. 109. Vgl. auch oben § 63 c. 
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dem Zwecke betrachten wir zwei Polplatten Ä und B, welche durch 
einen Leiter vom Querschnitte q in Verbindung gesetzt sind. Werden 
die Oberflächen der Pole durch eine elektromotorische Kraft ver- 
schoben, so setzt sich diese Verschiebung im Leiter fort, der den 
Raum des Leiters erfüllende elastische Äther wird in einen Spannungs- 
zustand versetzt und die Leitermolecüle werden durch Lifiuenz elektrisch. 
Die ungleichartigen Elektricitäten der benachbarten Molecüle gleichen 
sich durch Leitung aus und die Spannung des Äthers wird sofort ent- 
sprechend abnehmen. Die elektromotorische Kraft wird jedoch den 
Verlust an Energie stets wieder ergänzen und den Zwangszustand 
herstellen. Dabei wird im Leiter fortgesetzt eine Arbeit geleistet, 
welche sich als Wärme wiederfindet. 

Wir betrachten nun zwei unmittelbar aufeinander folgende Quer- 
schnitte des Leiters, deren Entfernung dl sei. Von dieser Schichte 
wird bei der Verschiebung eine Arbeit geleistet, die wir bestimmen. 
Ist die Grösse der Verschiebung öf, die geweckte elastische Kraft p 
und die Dichte des Mediums d, dann ist die mittlere Kraft, welche 
während der Verschiebung wirkt. 

Die Arbeit der Schichte ist: 

Verbinden wir k mit S oder setzen die Ätherdichte gleich Eins, dann 
gibt die Verschiebung eines Querschnittes die Elektricität daselbst an; 
daher ist 

und es wird 

w = -r ^ - dl. 

2 8 

Für eine verschwindend kleine Änderung des elektrischen Zu- 
standes ändert sich die Arbeit in der Schichte und die Elektricität 

nach der Gleichung 

k 

dw = — e ' de ' dl, 

s ^ 

daraus folgt 

(dw\ k j7 

-J-) = — e ' dl. 
de / 8 

Dies ist die Arbeit für die Elektricitätseinheit während des 
Durchströmens. Führt man für e die Stromintensität i, d. i. die 
in der Zeiteinheit durch den Querschnitt strömende Elektricitätsmenge 
ein, setzt also e = i • r, dann erhält man 

(dw\ kt . jj 
-3-1 = —t * dl 
de/ 8 
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als Arbeitswert der Elektricitätseinheit. Die ganze Arbeit in der 
Schichte während der Zeiteinheit ist i-mal grösser und die Arbeit im 
ganzen Stromleiter wird 

J 8 9 J S 

Setzt man noch für Jet — = B den Leitungswiderstand, dann erhält 
man fiir die Arbeit in der Zeiteinheit 

das Joule'sche Gesetz übereinstinmiend mit der obigen Form desselben. 

Der vorstehende Ausdruck gibt nur die Arbeit der elektrischen 
Kräfte im Inneren des Stromleiters an; derselbe setzt also voraus, 
dass die potentiellen Ladungsenergien der Pole und der elektrisch 
gewordenen Theilchen des Stromleiters in dem übrigen Räume zu 
der Stromarbeit nichts beiträgt, sondern constant erhalten bleibt. 
Diese Annahme wird zutreffen, solange die Strömung stationär ist; 
nicht aber zu Beginn beim Schliessen und am Ende beim Öffnen 
des Stromkreises. Beim Schliessen und Öffnen werden vielmehr die 
totalen Ladungsenergien des ganzen elektrischen Feldes in Betracht 
kommen; sie sind im ersten Falle durch die Arbeit des Stromes zu 
erzeugen, und im letzten Falle vermögen sie eine äquivalente Arbeit 
zu verrichten und die Wärme im Stromkreise zu vermehren. Die be- 
treffenden Erscheinungen beim Schliessen und Öffiien des Stromes 
sind als Inductionsströme bekannt und heissen gewöhnlich Extra- 
ströme. Dieselben sollen in einem späteren Capitel behandelt werden. 

c) Als eine allgemeine Anwendung des Joule'schen Gesetzes soll 
die Arbeitsleistung des elektrischen Stromes bei Parallelschaltung 
äusserer Widerstände berechnet werden^). Die Pole einer elektrischen 
Batterie seien durch n Leitungen mit den Widerständen ri, r2, ^s, • • * ^n 
verbunden; die elektromotorische Kraft sei E, der innere Widerstand 
r^, die Stromstärke in den einzelnen Leitungen ii, ig, ia, • • • *»». 

Nun ist die gesammte Stromstärke 

i = 2Jix' 

Femer gilt für jede Leitung das Joule'sche Gesetz Ei^ == r^ix^, daher 
für alle Leitungen und die Batterie zusammen 

Sind die einzelnen Stromintensitäten in den Zweigleitungen einander 
gleich, so ist i = n - ix] sind femer auch die Widerstände gleich, 
nämlich = r, dann nimmt die Gleichung für die Arbeit die Form an 



E ' i =^ r 1- i* • r, 



n 



0* 



1) W. Müller, Zeitscli. f. phys. u. ehem. Unterr. V. S. 81. 
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Das Glied für die Arbeit in den n Leitungen sagt aus^ dass diese 
Arbeit gleich ist der Arbeit, welche die totale, von der Stromquelle 
erzeugte Intensität bei Überwindung des wten Theiles des Wider- 
standes r leistet. Sämmtliche n Leitungen können demnach auch als 
eine Leitung mit dem nten Theile des Widerstandes r betrachtet 
werden. Dieses Gesetz ist sofort klar, wenn man sich alle n Leitungs- 
drähte zu einem einzigen Drahte nebeneinander gelegt denkt; damit 
wird der Querschnitt des Leitungsdrahtes n mal vergrössert und somit 
der Widerstand auf den wten Theil vermindert. 

Aufg. 1. Der Widerstand einer Drahtspule beträgt 35 Ohm; durch 
dieselbe fliesst ein Strom von 0*4 Ampere; welche Wärmemenge wird im 
Drahte in jeder Secunde erzeugt? — (1 Ampere erzeugt bei 1 Ohm in 
1 See. 0-24 cal, daher TF = 0-4^ • 35 • 024 = 1*344 caL) 2. Durch 
einen 900 m langen und 3 mm dicken Kupferdraht fliesst 4 Stunden 
lang der zur Speisung mehrerer Glühlampen erforderliche Strom von 
14 Ampere. Welche Wärmemeoge wird während dieser Zeit im Drahte 
erzeugt? Der Widerstand von 1 m Cu und 1 mm* Querschnitt sei 0*020 
Ohm und die Wärme für 1 Volt 0*240 cal. — 

(0-24 . 4 . 60 • 60 . 14^ • 002 • 900/jr(9/4) = 1724900 cal = 17249 Cal.) 

3. Eine Glühlampe von 56 Ohm Widerstand wird von einem Strome von 
1*09 Ampere gespeist. Wie viel Wärme strahlt dieselbe stündlich aus, 
wenn 6% der Strahlung als Licht auftreten? — (Bei Vemachlässung der 
Leitungswärme wird ausgestrahlt 109^ • 55 • 60^ • 0*24 = 56458*5 cal; 
davon erscheint als Licht 564*585 • 6 = 33875 cal und als Wärme 
53071 cal.) 4. Ein Platindraht von d = 001 cm Dicke und Z = 2 cm 
Länge wird durch einen Strom von i = 0*3 Ampere 2 See. lang erwärmt. 
Welche Temperatur müsste er annehmen, wenn die erzeugte Wärme voll- 
ständig zu seiner Temperaturerhöhung verwendet würde, und wenn seine 
Anfangstemperatur 15® C war? 1 m Pt von 1 mm* Querschnitt bietet 
0*156 Ohm Widerstand; seine spec. Wärme ist 0*032 und das spec. 
Gewicht 21*5. — (Die erzeugte Wärme ist 

024 . 0*3* . 2 • 0*02 • O'lb^/n - 005* = 0*017161 cal. 

Zur Temperaturerhöhung wird gebraucht 

n ' 0000025 • 2 • 21*5 • {T — 15) • 0*032 =« (T— 15)0000108 cal. 

Aus (T— 15)0*000108 = 0017161 folgt T= 173*9<* C.) 5. Auf wel- 
cher Temperatur könnte hingegen durch den Strom der vorhergehenden 
Aufgabe der Platindraht höchstens erhalten werden, wenn die Wärme- 
menge, welches jedes cm* seiner Oberfläche bei 1** C Temperaturüberschuss 
über die Umgebung pro Secunde ausstrahlt, 1/5000 cal. beträgt? — 
(Die in 1 See. erzeugte Wärme 0017161/2 muss der ausgestrahlten 
Wärme (^- 15)- yr- 0*01- 2/5000 gleich sein; darnach wird t— 15=:683<*C.) 
6. Welche Stromstärke ist nöthig, um einen 4 mm dicken Bleidraht bei 
einer Lufttemperatur von 20® C auf der Schmelztemperatur 334® C zu 
erhalten? Ausstrahlungscoefficient ist 1/120 cal. 1 m Pb von 1 mm* 
Querschnitt bietet 0*200 Ohm Widerstand. — 
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(i^ • 0-24 • 0*2/4 TT = (334 — 20)7r • 0*4 • 100/120. 

Daraus folgt i = 293 Ampere.) 7. Die Bleisicherheitsstücke einer elek- 
trischen Beleuchtungsanlage sind 3*2 cm breit, 0*3 cm dick und 7 cm 
lang. Bei welcher Stromstärke beginnt das Schmelzen der Stücke? Schmelz- 
temperatur = 334® C, Ausstrahlungswärme pro Flächeneinheit, Temperatur- 
grad und Secunde ist 1/120. Lufttemperatur sei 20® C. — 

(i*. 0-24. 0-2/32. 3 = (334 — 20). 2(32 + 0'3). 100/120, i=1914A.) 

8. Ein Blitz ist erfahrungsgemäss imstande, einen kupfernen Leitungsdraht 
von 5 mm^ Querschnitt abzuschmelzen; seine mittlere Dauer hat sich aus 
stroboskopischen Versuchen zu 0*015 See. ergeben. Wie stark ist hier- 
nach der durch den Draht fliessende Strom, und wie gross ist im Mittel 
die Ladung einer Gewitterwolke? Der Widerstand von 1 m Cu mit 
1 mm* Querschnitt ist 0*020 Ohm. Spec. Gewicht des Kupfers = 8*9, 
spec. Wärme =0*095, Schmelzpunkt 1100® C. Die Lufttemperatur sei 
15® C. — (i* . 0*24 . 0015 « 0*02 • Z/5 = Z • 5 • 8*9 • 0095 (1100 — 15). 
Daraus ist i = 17830 Ampere. Ladung der Gewitterwolke 

Q = 0*015 . 17830 = 267 Coulomb.) 

9. Die elektromotorische Kraft einer Batterie oder einer Dynamomaschine 
beträgt 140 Volt und der innere Widerstand 2 Ohm; wie viele parallel 
geschaltete Glühlampen von je 40 Ohm Widerstand und y^ Ampere Strom- 
stärke sind damit in Betrieb zu setzen? — 

(Aus 140 . a; . % = (x • 7^)* • {iO/x) + 2(x - %)« folgt x = 73.) 

10. 10 Lampen von 20 Normalkerzen Lichtstärke erfordern, parallel ge- 
schaltet, bei einem Widerstände von je 70 Ohm einen Strom von je 0*8 
Ampere. Wie viele Pferdestärken sind dazu noth wendig, wenn 736 Volt- 
Ampere = 1 Pferdekraft sind? — (0.61 Pferdekräfte.) 11. Wie viele 
hintereinander geschaltete Accumulatoren von 2 Volt elektromotorischer 
Kraft und von 0*01 Ohm Widerstand sind erforderlich, um 20 parallel 
geschaltete Lampen von 50 Volt und 0*7 Ampere mit Strom zu versorgen? 
— (Aus 2 . 20 • 0-7aj = 50 • 20 • 0*7 + 001 • (20 • 0*7)^0; folgt x = 26*9.) 
[Aufg. 1—8 sind von E. Maiss, 9 — 11 von W. Müller.] 

§ 120. Arbeitsmaximum einer Batterie. Behufs Anwendung des 
Joule'schen Gesetzes soll noch folgende Aufgabe gelöst werden: Eine 
elektrische Batterie habe die elektromotorische Kraft E und erzeuge 
bei dem Vorhandensein eines Widerstandes JR die Stromstärke I. 
Nun schalte man zum Zwecke einer Arbeitsleistung ein Voltameter 
ein. Die Arbeitsleistung sei W und die nunmehrige Stromstärke i. 
Unter welcher Bedingung wird die Arbeit den grössten Wert haben? 

Die gesammte Arbeit des Stromes ist Ei] dieselbe besteht in der 
Erwärmung des Leitungsdrahtes i^R und der Arbeit TT; daher ist 

Ei = Ri^'\-W 
und 

i = ^[E±yE'—4:WR]. 
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Damach wird W ein Maximum, wenn E^=^4c WR ist, also wenn 

d. h. die Batterie leistet die möglichst grösste Arbeit, wenn die Strom- 
stärke die Hälfte von jener ist, welche die Batterie ohne die Arbeits- 
leistung im Stromkreis erzeugen würde, oder wenn die Nutzarbeit 
gleich der Hälfte der gesammten aufgewandten Arbeit ist. Das Güte- 
verhältnis ist in diesem Falle =%* 

Wird mittelst einer Batterie, bestehend aus n (= xy) Elementen, 
von denen x Gruppen zu y parallel geschalteten Elementen zusammen- 
gestellt sind, das Arbeitsmaximum erzielt, so ist dieses für den Fall, 
als sich der Widerstand auf den inneren Widerstand der Batterie 
B = r ' x/y beschränkt, 

Da för w = 1, TF = JEy4r das Arbeitsmaximum ist, so folgt der 
Satz: Die grösste Arbeitsleistung einer Batterie ist bei jeder Schal- 
tungsweise dem Producte aus dem Arbeitsmaximum eines Elementes 
und der Anzahl der Elemente gleich. 

Die in Betrachtung gezogene Zusammenstellung von Batterie und 
Voltameter und die obige Energiegleichung lassen sich dazu ver- 
wenden, das Princip der elektrischen Kraftübertragung zu er- 
läutern. Die elektrische Batterie vertritt eine elektrische Maschine, 
welche den Strom erzeugt, und das Voltameter ist an der Stelle einer 
Maschine, welche in Bewegung zu setzen ist. Das Voltameter erzeugt 
einen Polarisationsstrom mit der elektromotorischen Kraft E^y welche 
jener der Batterie entgegengerichtet ist. Die Arbeit W besteht nun 
in der Überwindung der elektromotorischen Kraft JEj; es ist also 
W=='Ej^i, und damit wird 

Ei = E^i + BiK 

Das Güteverhältnis oder der ökonomische Coefficient ist 

E^i E^ ^ Mi 

Ei E E 

Dieses Verhältnis wird umso grösser, je kleiner der letzte Bruch ist, 
also je kleiner Stromstärke und Leitungswiderstand und je grösser 
die elektromotorische Kraft der Stromquelle sind. Als Stromquelle 
eignen sich deshalb besonders Batterien mit vielen kleinplattigen 
Elementen oder eine entsprechende Zusammenstellung von mehreren 
Dynamos. 

§ 121. Thermoelektrisclie Ströme, a) Seebeck machte im Jahre 
1822 die Entdeckung, dass man in einem Leiterkreise, der aus zwei 
verschiedenen, an ihren Enden zusammengelötheten Metallen besteht, 
einen Strom erzeugen kann, wenn man eine Löthstelle erwärmt, 
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Wird ein Wismut- und ein Antimonstreifen zu einem solchen Leiter- 
kreise verbunden und eine Löthstelle erwärmt, so kreist ein Strom, 
der an dieser Stelle die Richtung vom Wismut zum Antimon hat. 
Bei einer Abkühlung kreist ein Strom in der entgegengesetzten Rich- 
tung. Die Zusammenstellung heisst ein thermoelektrisches Ele- 
ment, der Strom ein thermoelektrischer Strom und die ihn er- 
zeugende elektromotorische Kraft thermoelektrische Kraft. 

Die MetaUe aus der Reihe Bi, Pt, Cu, Hg, Pb, Sn, Au, Ag, Zn, 
Fe, Sb haben die Eigenschaft, dass, wenn zwei zu einem thermo- 
elektrischen Elemente zusammengestellt werden, der Strom an der 
Erwärmungsstelle vom vorhergehenden zum nachfolgenden übergeht. 
Die elektromotorische Kraft ist unter sonst gleichen Umständen umso 
grösser, je weiter die Metalle in der Reihe von einander abstehen 
und je grösser die Temperaturdifferenz beider Löthstellen ist. 

Cumming machte die Entdeckung, dass bei bedeutender Tempe- 
raturerhöhung die Stromrichtung im Thermoelemente sich umkehrt; 
wenn man eine Löthstelle eines aus Kupfer und Eisen bestehenden 
Elementes erwärmt, so fliesst an der Erwärmungsstelle der Strom vom 
Kupfer zum Eisen; bei 280® C hört der Strom auf; diese Temperatur 
bildet einen neutralen Punkt, und über derselben nimmt der Strom 
die entgegengesetzte Richtung. 

b) Die Erklärung der thermoelektrischen Ströme stützt Kohl- 
rausch auf die Beziehung der elektrischen und calorischen Leitungs- 
vermögen. Versuche haben gezeigt, dass beide Leitungsvermögen 
einander proportional sind. Kohlrausch nimmt deshalb an, dass ein 
Wärmestrom immer Elektricität mit sich führt, und erklärt aus der 
Wärmeleitung im Thermoelemente die Entstehung des elektrischen 
Stromes. Sind die Enden eines Metalldrahtes auf den Temperaturen 
t und f gehalten, so ist die in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt 
hindurch gehende Wärme der Differenz (t — f) proportional; setzt 
man dieser Differenz auch die Stromstärke oder die Potentialdifferenz 
E an beiden Enden proportional, so kann man schreiben 

Die Grösse Ä hängt von der materiellen Beschaffenheit der Substanz 
ab; sie ist von Metall zu Metall verschieden. Nehmen wir ein Thermo- 
element mit den beiden Löthstellen 
M und j\^ an, sei für den Draht b 
die genannte Constante Ä, für den 
Draht a aber Ä' und machen wir die 
Annahme, dass Ä> Ä' sei. Beim 
Erhitzen der Löthstelle N wird mit 
der Wärme in h mehr Elektricität 
nach M befördert als in a; dies hat zur Folge, dass das elektrische 
Potential in M auf h grösser sein wird als auf a; es wird demzufolge 
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ein Strom von b über M nach a cursieren, der in N deshalb von a 
nach b gerichtet ist. Wird nun ein ebenso gerichteter Elektricitäts- 
strom von M ausgeschickt, so wird längs a weniger Wärme nach N 
geführt, als längs 6 von N abströmt, es wird deshalb eine Erkältung 
der Löthstelle N eintreten und diese Erscheinung entspricht dem 
Peltier'schen Phänomene^). 

Die Theorie von Kohlrausch lässt sich leicht im Sinne der 
Theorie der Ätherverschiebung (§ 100 e) deuten. 

c) Clausius hat das Thermoelement verglichen mit einer Dampf- 
maschine, in welcher die erwärmte Contactstelle den Feuerraum und 
die kältere Stelle den Kühler oder Condensator vorstellt und nach 
dieser Analogie aus der Wärmelehre das Camof sehe Theorem an- 
gewendet. Damach müssen die Potentialdififerenzen an den beiden 
Berührungsstellen den absoluten Temperaturen proportional, also der 
Überschuss der Potentialdifferenz an einer Stelle gegenüber 
der anderen, welcher die elektromotorische Kraft des Stromes 
bestimmt, der Temperaturdifferenz der beiden Contactstellen direct 
proportional sein. Mit einer Vergrösserung der TemperaturdiflFerenz 
muss demnach auch die elektromotorische Kraft im gleichen Verhält- 
nisse wachsen. Dieses Gesetz bestätigt sich auch in den meisten 
Fällen für TemperaturdiflFerenzen bis etwa 50® C, ausnahmsweise wohl 
auch zwischen weiteren Grenzen, aber es gilt nicht ganz allgemein. 
Nach diesem Gesetze sollte niemals eine Umkehrung des Stromes 
eintreten, wenn eine Verbindungsstelle fortgesetzt erwärmt wird; 
dieser Schluss wird durch den Versuch nicht bestätigt. Die Versuche 
von Hankel, Avenarius, Kohlrausch, Thomson u. A.^) zwingen viel- 
mehr anzunehmen, dass die elektromotorische Kraft des Stromes eine 
compliciertere Function der Temperaturen ist. Man gelangt zu einem 
entsprechenden Ausdrucke, wenn nach Avenarius die Potentialdifferenz 
an jeder Contactstelle als Function des zweiten Grades von der Tem- 
peratur annimmt, es wird dann für eine Verbindungsstelle 

^F, = a + 6^ + c^ 

und för die zweite Stelle 

Als Überschuss der Potentialdifferenz der wärmeren Stelle wird 

JVt — JVt = {T— t)\b + c{t + T)]. 

Dies ist der Ausdruck fttr die elektromotorische Kraft, welche 
sich im Strome geltend macht, und zwar in der Form, wie er von 
den Versuchen gefordert wird. Derselbe scheint der Folgerung aus 



1) J. G. Wallentm, Moderne Elektrl. S. 200. 

2) G. Wiedemann, Die Lehre von der Elektricität. II. 292 etc. 
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dem Carnot'schen Principe zu widersprechen; doch ist der Wider- 
spruch nur scheinbar. Clausius hält aus den angegebenen theoretischen 
Gründen die Proportionalität zwischen Temperatur und Potential- 
differenz an den Verbindungsstellen aufrecht und erklärt die in ge- 
wissen Fällen vorkommenden Abweichungen wie folgt ^): ^^Man ist zu 
der Annahme genöthigt, dass auch im Inneren der beiden yerbundenen 
Metalle oder eines derselben Potentialdifferenzen entstanden seien^ 
welche als elektromotorische Krafte zur Hervorbringung des Stromes 
mitwirken. Es reicht zur Erklärung der Abweichungen hin, wenn 
man die im Inneren eines Metalles entstehenden Potentialdifferenzen 
nur als eine secundäre Wirkung der Temperaturverschiedenheit be- 
trachtet, welche dann eintritt, wenn durch die Temperaturänderung 
des einen Theiles eine Änderung seines molecularen Zustandes ver- 
anlasst ist, so dass der veränderte und der unveränderte Theil des 
Metalles sich wie verschiedene Metalle zu einander verhalten. Dasselbe 
gilt natürlich auch, wenn beide Theile ihren molecularen Zustand 
geändert haben, aber die Änderungen nicht gleich sind." Thomson 
ist durch Anwendung des Energieprincipes auf die Arbeitsleistung 
im Stromkreise zu demselben Schlüsse gekommen; dies soll im nächsten 
Capitel weiter ausgeführt werden. Zur Vorbereitung dazu soll hier 
noch auf eine Erscheinung besonders hingewiesen werden. 

Wenn man die vorstehende Gleichung nach der Temperatur T 
auflöst und der Kürze halber für die elektromotorische Eraft E setzt, 
so erhält man 

2^= - ^ + i^VU>' + ^c(ct^ + hty] + 4cE, 

Für den Fall, dass die Grösse c negativ ist, kann E eine gewisse 
Grenze nicht übersteigen, da sonst die Wurzel imaginär würde. Für 
den grössten Wert von E ist der Wurzelausdruck Null und die 
Temperatur muss sein 

m &_ 

Sobald eine Contactstelle auf dieser Temperatur gehalten wird, so ist 
die elektromotorische Kraft des Thermostromes ein Maximum. Eine 
weitere Erhitzung der Stelle wird den elektrischen Effect nicht zu 
steigern vermögen, sondern es wird sogar allmählich eine Abnahme 
der elektromotorischen Kraft stattfinden. Diese Temperatur Tq heisst 
der neutrale Punkt*). 

Durch Einführung von Tq erhält man für die elektromotorische 
Kraft 

E:^-2c(T-t)[-T,+ ^]^ 

m 

1) Clausius, Mech. Behandl. d. El. S. 191 und Pogg. Ann. Bd. XC. 

2) Vgl. Wiedemann, Lehre v. d. El. II. 295. 
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Dieselbe wird Null, wenn T =ty d. h. wenn beide Verbindungsstellen 
des Thermoelementes gleiche Temperatur haben, was mit der obigen 
Folgerung aus dem Energieprincipe übereinstimmt; sie wird auch 
Null, wenn 

T±t_ n, 

2 ^o; 

d. h. wenn das arithmetische Mittel der Temperaturen an den Ver- 
bindungsstellen dem neutralen Punkte gleich ist. Sobald die Tem- 
peratur T noch weiter gesteigert wird, darin erhält J5J das entgegen- 
gesetzte Zeichen und es muss demnach eine Umkehrung des Stromes 
eintreten. 

Nach Avenarius ist der neutrale Punkt für Eisen-Silber 228*5** C, 
Süber-Zink eO'?« C und Kupfer-Eisen 275-80 C. 

§ 122. Peltier'sclier und Thomson'scher Effect, a) Die Zusammen- 
stellung heterogener Metalle zu" Thermoelementen beweist, dass an 
der Contactstelle solcher Metalle eine Potentialdifferenz besteht. 
Im Thermoelement ist dieselbe das Mass für die elektromotorische 
Kraft. Diese DiflFerenz muss sich als Potentialsprung geltend machen, 
wenn man durch die Berührungsstelle zweier verschiedenartiger Me- 
talle einen elektrischen Strom leitet. 

Es ist nämlich eine besondere Arbeit des Stromes nöthig, um 
den Transport der Elektricität über diese Stelle zu besorgen. Die 
Grösse der Arbeit wird durch die PotentialdiflFerenz gemessen und ist 
mit dieser positiv und negativ. Die bezügliche Erscheinung wurde 
im Jahre 1834 von Peltier entdeckt; er fand, dass ein elektrischer 
Strom je nach seiner Richtung beim Durchgange an der Verbindungs- 
stelle zweier Metalle Wärme oder Kälte erzeugen könne. Da dieser 
Effect wesentlich von der Stromrichtung abhängt, so unterscheidet 
er sich dadurch von der gewöhnlichen Arbeit des Stromes zur Über- 
windung der Leitungs widerstände und wird Peltier'scher Effect 
genannt. 

Führt man einen Strom z. B. vom Kupfer zum Eisen, so tritt 
an der Verbindungsstelle eine Abkühlung ein; bei einer Umkehrung 
der Stromrichtung wird die Stelle erwärmt. 

Der Strom bringt an der Berührungsstelle das Gegentheil der 
Temperaturänderung hervor, durch welche er selbst entstehen kann. 
Temperaturänderung einer Löthstelle und elektrischer Strom stehen 
daher in ähnlicher Wechselbeziehung wie Gaserwärmung und Volum- 
änderung und wie elektrischer Strom und Polarisations- Gegenstrom. 

b) Thomson hat aus dem Principe der Erhaltung der Energie 
geschlossen, dass solche Effecte wie an der Berührungsstelle zweier 
Metalle auch innerhalb eines und desselben Metalles auftreten. Wird 
nämlich ein Thermoelement, bestehend aus Kupfer und Eisen, an 
einer Löthstelle auf constanter Temperatur gehalten und an der an- 
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deren Löthstelle fortgesetzt erwärmt, so steigen die elektromotorische 
Kraft des Elementes, die Stromintensität und mit dieser auch die 
Joule'sche Wärme im Stromleiter. Der Peltier'sche Effect, ausgedrückt 
durch die Potentialdifferenz der kühleren Verbindungsstelle, bleibt 
unverändert. Ist die Potentialdifferenz oder die elektromotorische 
Kraft an der erwärmten Verbindungsstelle -E, die Potentialdifferenz 
an der anderen Stelle 6, der Leitungswiderstand der Metalle R und 
die Stromintensität t, dann gilt in einem bestimmten Momente nach 
dem Joule'schen Gesetze die Gleichung 

Nach einer weiteren Temperatursteigerung der erwärmten Stelle geht 
dieselbe über in 

Durch Subtraction erhält man 

Kr — Ei = R(i'^ — i«) + e(i' — i). 

Bezieht man diese Gleichungen auf zwei unmittelbar aufeinander 
folgende Zustände, wenn die Temperatur der erwärmten Verbindungs- 
stelle beim neutralen Punkte von 276® C angelangt ist, so haben 
sowohl die elektromotorische Kraft E wie die Stromintensität i das 
Maximum ihrer Werte eiTcicht und es werden E = E' und i = i' 
und damit reducieren sich beide Seiten der letzten Gleichung auf 
Null, d. h. der elektrische Zustand würde durch die vorgenommene 
Temperatursteigerung der erwärmten Stelle keine Änderung erfahren. 
Es würde demnach die im gleichen Verhältnisse wie bei den vorher- 
gehenden Temperaturen mitgetheilte Wärme plötzlich ohne Erfolg 
sein, denn sie hätte im Leiterkreise keine äquivalente Leistung. 
Dies widerspräche dem Principe der Erhaltung der Energie. 

Um den Widerspruch zu beheben, müssen wir annehmen, dass 
die vorstehende Gleichung unvollständig ist, dass ausser den darin 
vorkommenden Effecten noch weitere Effecte im Leiterkreise bestehen. 
Es muss nämlich die zugeführte Wärme in den Eisen- oder Kupfer- 
theilen verschwinden. Diese thermische Wirkung heisst der Thom- 
son 'sehe Effect. Thomson ist es auch thatsächlich gelungen, solche 
umkehrbare Wirkungen beim Durchgange des Stromes durch ein 
Metall, dessen Theile auf verschiedenen Temperaturen gehalten werden, 
nachzuweisen; er fand, dass in ungleichmässig erwärmtem Eisen ein 
Strom von „warm" nach „kalt" das Metall abkühlt, während ein 
Strom von „kalt" nach „warm" es erwärmt und dass im Kupfer die 
entgegengesetzte thermische Wirkung eintritt^). 

1) Maxwell, Lehrb. d. El. I. 389, und: Die El. in elem. Behandig. S. 142. 
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§ 123. Hagnetisclies Feld eines Stromes. Im Jahre 1820 machte 
Oersted die Entdeckung, dass ein elektrischer Strom eine Magnet- 
nadel aus dem magnetischen Meridian abzulenken imstande sei. Ampere 
gab für diese Ablenkung folgende Regel: Denkt man sich eine mensch- 
liche Figur in der Richtung des Stromes schwimmend mit dem Ge- 
sichte der Nadel zugekehrt, so wird der Nordpol der Nadel zur linken 
Hand abgelenkt. Anstatt einer Figur kann man die rechte Hand be- 
nützen; der Daumen übernimmt dann die Rolle des linken Armes. 
Wäre die Nadel der Einwirkung der Erde sowie allen anderen mag- 
netischen Einwirkungen entzogen, so müsste sie sich normal zur 
Richtung des Stromes stellen. Würde die Nadel längs eines Kreises 
rings um einen geradlinigen, vertipalen Strom gefuhrt, so nähme sie 
in den aufeinander folgenden Stellungen die Richtungen der Tangenten 
des kreisförmigen Weges an. Lässt mai^ einen Strom durch ein Stück 
Eartenpapier senkrecht hindurchtreten und bestreut das Papier mit 
Eisenfeilspänen, so werden diese durch den Strom magnetisiert und 
lagern sich wie kleine Magnetnadeln in concentrischen Kreisen rings 
um den Strom. Man erhalt auf diese Weise eine experimentelle 
Darstellung von magnetischen Kraftlinien im Felde des Stromes. 
Aus den Versuchen müssen wir schliessen, dass ein elektrischer Strom 
in seiner Umgebung ein magnetisches Feld erzeugt, das in dem 
Sinne eines gewöhnlichen elektrischen oder magnetischen Feldes auf- 
gefasst und durch Construction der magnetischen Kraftlinien und 
Niveauflächen untersucht werden kann. 

Für einen geradlinigen Strom stellt das Experiment ohne weiteres 
fest, dass die Kraftlinien concentrische Kreise sind, deren Mittel- 
punkte in dem Stromleiter liegen. Die Kraft ist demnach- in jedem 
Punkte zu der Ebene normal, die durch den betreffenden Punkt und 
den Strom geht und sie ist nach der linken Seite des Amp^re'schen 
Beobachters gerichtet. Die Niveauflächen sind stets zu den Kraft- 
linien normal; daher sind die aufeinander folgenden Niveauflächen 
um .einen geradlinigen Strom Ebenen, die durch den Stromleiter 
gehen und mit einander gleiche Winkel einschliessen. Sind die 
Stromleiter anders geformt, dann laufen die Kraftlinien um jeden 

Januschke, Erhaltung der Energie. 25 
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Theil des Stromes als geschlossene Curven und die Niveauflächen 
sind dazu wieder normal^). 

Dieselben magnetischen Kraftlinien, die einen geradlinigen Strom 
umkreisen, erhält man für ein magnetisches Blatt von der Form einer 
einseitig begrenzten Ebene, deren Grenzlinie mit dem Stromleiter zu- 
sammenfällt. Auch bei einem solchen magnetischen Blatte umkreisen 
die Kraftlinien die Begrenzungsgerade. 

Schliesst man den Leitungsdraht, der den elektrischen Strom 
führt, zu einem Kreise, so wirken die einzelnen Leiterstücke auf jeden 
Punkt des Feldes und die resultierende Kraft gibt die Richtung der 
Kraftlinie in dem betreffenden Punkte; und dieselbe Form wie die 
Kraftlinien im Felde des Stromes zeigen jene eines magnetischen 
Blattes, dessen Begrenzungslinie mit dem Leiterkreise übereinstimmt. 
Die nordmagnetische Seite des Blattes entspricht derjenigen, welche 
vom Strome im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers umkreist wird. 

Li Fig. 79 sind der Verlauf der Kraftlinien (punktiert) und die 
Schnitte der Niveauflächen (voll ausgezogen) im Felde eines Kreis- 
stromes dargestellt. Die ganze Raumfigur kann gewonnen werden, 
wenn man die ebene Figur um die verticale Kraftlinie als Symmetrie- 
achse rotiert denkt*). 

Fig. 79. 
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Der Übereinstimmung des Kraftlinienverlaufes im Felde entspricht 
auch die Gleichheit der Wirkungen eines Kreisstromes und eines kreis- 
förmig begrenzten magnetischen Blattes. Der Nachweis lässt sich 
leicht mittelst der schwimmenden Batterie von de la Rive liefern. 



1) Siehe Maxwell, Lehrb. d. El. H. Tafel XIX u. a. Werke. 

2) Aus Wallentins „Modellier Elektricitätslehre" S. 305. 
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Eine Zinkplatte und eine Eupferplatte werden parallel zu einander in 
einem grossen Korke befestigt, und ihre oberen Enden mit einem 
ringförmig gewickelten Kupferdrahte verbunden. Beide Platten tauchen 
in verdünnte Schwefebäure, auf welcher die ganze Zusammenstellung 
schwimmt. Wird dem Drahtringe ein Fol eines Stabmagnetes ge- 
nähert, so wird jener angezogen oder abgestossen, je nachdem es ein 

F^. SO. 



Nord- oder ein Sfidpol ist. Der schwimmende Schliessungsbogen 
verhält sich wie ein Magnet, dessen Nordseite von der Stromrichtiuig 
im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers umflossen wird. — 

Der Verlauf der Kraftlinien und Niveauflüchen im elektromagne- 
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tischen Felde wird complicierter^ wenn dieses von mehr als einem 
Strome hervorgerufen wird. Fig. 80 gibt ein Bild fQr den FaD, wenn 
zwei zu einander parallele Kreisströme vorhanden sind^). 

§ 124. Blot-Savarts Gesetz (1820). a) Die Wirkung eines ge- 
radlinigen^ unendlichen Stromes auf einen Magnetpol ergibt sich aus 
einem sehr einfachen Versuche: Bringt man eine Magnetnadel in eine 
zur IncUnationsnadel normale Ebene und führt in der Richtung ihrer 
Achse^ also in der Richtung der IncUnationsnadel einen Strom an der 
Nadel vorüber, so bleibt die Nadel in jeder Lage im Gleichgewichte. 
Durch den Widerstand der Achse wird die magnetische Wirkung der 
Erde aufgehoben. Aus dem Verhalten der Nadel gegenüber dem 
Strome folgt daher, dass die Drehungsmomente der auf die Pole wir- 
kenden Kräfte einander gleich sein müssen. Sind die in den Polen 
vereint zu denkenden magnetischen Massen (+ ^) nnd ( — w), die 
Kräfte des magnetischen Feldes auf die magnetischen Masseneinheiten 
beziehungsweise JPj und F^ und die Entfernungen der Pole von der 
Achse r^ und r^, so gilt, da die Kräfte zu den Entfernungen normal 
wirken, die Gleichung 

Fj^mr^ — F^nir^ = 
oder 

F^Ti = F^r^^ const. 
Daraus folgt 

■wp const. 

r 

Die Gleichung lehrt, dass die Kraft eines unendlichen geraden Stromes 
normal zu seiner Richtung wirkt und der Entfernung des magnetischen 
Massenpunktes vom Stromleiter umgekehrt proportional ist. Ausser- 
dem ist die Kraft noch der Stromintensität i und der magnetischen 
Masse m proportional. Durch Einführung dieser beiden Grössen in 
den vorstehenden Wert für F erhält man 

■g-j kmi 

Je = • 

r 

In dieser Form wurde das Gesetz von Biot und Savart aufgrund 
experimenteller Untersuchungen aufgestellt. 

Der Wert für F kann auch unter der Voraussetzung berechnet 
werden, dass sich die Wirkung des ganzen Stromes zusammensetzt 
aus der Wirkung der einzelnen Stromelemente, und wenn man für 
die Wirkung jedes einzelnen Elementes auf den Magnetpol folgendes 
Elementargesetz gelten lässt: 

r> k' ni ' % • dl - sin a 

wobei a den Winkel angibt, den die Entfernung r zwischen Pol und 
1) Aas Wallentins „Moderner Elektricitätslehre" S. 306. 
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Stromelement mit der Stromrichtung einschliesst und dl die Länge 
des Stromelementes bezeichnet. Die Richtung der Kraft wird durch 
die Ampfere'sche Schwimmerregel oder die Rechtehandregel bestimmt. 

Die Ableitung von F aus f mag als Aufgabe behandelt werden. 
Man findet dabei k = 2k\ 

Aus dem Elementargesetz für f kann man schliessen^ dass ein 
Stromelement dl in zwei Coniponenten, nämlich in dV = dl • sin a 
normal zu r, und in dV = dl • cos a längs r zerlegt werden kann^ 
und dass beide Componenten zusammen dieselbe Wirkung ausüben, 
als das Stromelement dl allein; denn die Wirkung von dV ist nach 
dem Elementargesetze selbst jener von dl gleich, und die Wirkung 
des in der Verbindungsgeraden r liegenden Elementes dl ist gleich 
Null. Die Richtigkeit dieser Schlussfolgerung lässt sich durch fol- 
genden Versuch nachweisen: Man führt einen Strom geradlinig nach 
aufwärts und unmittelbar daneben denselben Strom in vielen kleinen 
Krümmungen nach abwärts; wirken beide Stromtheile auf eine Magnet- 
nadel, so wird diese nicht abgelenkt. Die beiden Wirkungen sind 
also gleich gross und entgegengesetzt gerichtet. 

§ 125. Heclianisclie Deutung der elektromagnetisclien Kräfte. 
Wir wollen das Gesetz von Biot-Savart aus der Drehung der Faraday- 
schen Kraftlinien, welche mit der elektrischen Strömung verbunden 
ist, ableiten^). 

Die Wirkung eines elektrischen Stromes lässt sich auch durch 
entsprechend schnelle Bewegung eines elektrostatisch geladenen Con- 
ductors erzielen. Wir nehmen deshalb einen kleinen, mit der Elek- 
tricitätsmenge Q geladenen Kugelconductor an 
und ermitteln die Änderung in einem Raum- 
elemente des Kraftfeldes, wenn Q mit der Ge- 
schwindigkeit V längs der kleinen Wegstrecke 
vdt fortbewegt wird (Fig. 81). Ist die Ladung 
Q im Anfangspunkte der Bewegung, so wirkt 
die elektrische Kraft F' im Punkte Ä des Feldes 
in der Richtung Q'Ä. Ist Q in Q'' angelangt, 
so wirkt die Kraft F" in der Richtung Q"Ä. Während der Be- 
wegung von Q hat also die Kraftrichtung eine Drehung erfahren, 
und zwar mit einer zu F' normalen Componente JP; diese Kraft- 
componente auf die elektrische Masseneinheit in Ä ist 

F = F''- sin da = '^' da. 

Um das Drehungsmoment zu ermitteln, benutzen wir die Arbeit der 
Drehung. In Bezug auf die Masseneinheit in Ä ist die überhaupt 

1) Siehe meinen" Vortrag über Raumenergie, Abhdlg. d. Naturf.-Gesellsctu 
1894. S. 307. 
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geleistete Arbeit dieselbe, wie wenn A xdM der Geschwindigkeit ( — v) 
um die Strecke ( — v • di) bewegt würde und Q in Ruhe bliebe; denn 
die Lagenbeziehungen zwischen A und ^ sind jedesmal dieselben. 

Bei dieser Bewegung von A leistet die mittlere Drehkraft —Föaq 
Arbeit 

dW = Y"^- sin« • vdt = 2^ • sin a • da • vdt. 

Daraus wird das Drehungsmoment 

dW Q . ,, 

Dasselbe Resultat liefert die Betrachtung der auch auf Q' und Q" 
wirkenden Kräfte JP' und F'\ Die in A und Q'' nach entgegen- 
gesetzten Richtungen wirkenden Kräfte F geben ein Drehpaar mit 
demselben Drehungsmoment. 

Setzt man für Q - vdt = h - i - dl^ wobei i die Stromstärke und 
dl ein Längenelement des Leitungsdrahtes des elektrischen Stromes 
sind, so erhält man die Form 

y, T i ' dl 

welche auch das Biot-Savart'sche Gesetz darstellt. Dieses Gesetz be- 
stimmt eine zur Ebene (Av) normale, nach der Ampere'schen Schwimmer- 
regel wirkende magnetische Kraft. Eine solche zur Zeichnungsfläche 
normale Kraft folgt aber aus den in der Figur angegebenen Kräften 
keineswegs. Wir können uns aber einen mechanischen Vorgang in 
A versinnlichen, der eine solche Kraft zu entwickeln vermöchte. 
Wäre nämlich in A ein l-otierender Kreisel, dessen Achse erst die 
Richtung F' hätte und dann nach F" gedreht würde, so hätte der- 
selbe zwei Drehungen gleichzeitig zu vollführen, nämlich eine um die 
Achse jF' und die zweite um die in A auf der Zeichnungsfläche nor- 
male Achse. 

Bei der Zusammensetzung beider Drehungen sucht die Achse F' 
sich der anderen zu nähern und strebt somit, aus der Zeichnungs- 
ebene herauszutreten. Der Kreisel würde also einen Druck in der 
Richtung der magnetischen Kraft erzeugen. Einen ebensolchen Druck 
müssten auch die Äthertheilchen im Kraftfelde ausüben, wenn sie eine 
rotierende Bewegung um die elektrischen Kraftlinien vollführten. Die 
Annahme solcher cyklischen Bewegungen entspricht der Hypothese 
der molecularen Wirbel nach § 72b und steht demnach auch mit 
den betreflfenden Sätzen der Wärmetheorie (§ 82 b und § 83 d) im 
Einklänge. 

Verschwindet der elektrische Zustand im Felde und bleibt nur 
der magnetische bestehen, so könnte aus Gründen der Symmetrie 
angenommen werden, dass die cyklische Ätherbewegung weiterhin nur 
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um die magnetischen Kraftlinien stattfinde. Damit wären wir auf 
die Anschauungsweise geführt, die in neuester Zeit sehr wirksam von 
H. Ebert u. a. vertreten wird^). 

Aus dem Zwangszustande im elektromagnetischen Felde, insbeson- 
dere aus dem Drucke normal zu den magnetischen Kraftlinien, der 
durch die Fliehkraft einer Rotationsbewegung leicht erklärt wird, 
ergibt sich auch die Wirkungsweise eines Magnetpoles auf ein Strom- 
element ^). 

Ist m (Fig. 82) eine positive oder nordmagnetische Masse und 
im Felde derselben s ein Stromelement, in welchem ein Strom normal 
zur Zeichnungsebene von oben nach unten fliesst, dann verlaufen die 
Kraftlinien von m in radialer Richtung und zwar ^. g^ 

in der Gegend von s von links nach rechts, und 
die des Stromelementes in der Richtung der Be- ^^— ^ 
wegung des Uhrzeigers. Aus der Figur ergibt v^ ^ 
sich unmittelbar, dass auf der oberen Seite von 
s eine Verstärkung und auf der unteren Seite eine 

Schwächung der magnetischen Kraft des Feldes und somit auch des 
von oben nach unten und umgekehrt wirkenden Druckes im Medium 
eintritt; es muss demnach das Bestreben zur Geltung kommen, dass 
sich 5 von oben nach unten zu bewegen sucht. Ist m beweglich, so 
wird es sich in der Richtung der Kraftlinien des Stromelementes zu- 
nächst von unten nach oben entfernen* Diese Bewegungsrichtungen 
stimmen mit der Ampere'schen Schwimmerregel vollkommen überein. 

Dieselbe wird in einfacher Weise auch durch die Fleming'sche 
Dreifinger- oder Linkehandregel angegeben: Halten wir den 
Zeigefinger der linken Hand in der Richtung der Kraftlinien des 
Magnetfeldes, den Mittelfinger in der Stromrichtung, so wird der 
Stromleiter in der Richtung des normal zu beiden Fingern gehaltenen 
Daumens derselben Hand quer zur Kraftlinienrichtung vorwärts bewegt. 

§ 126. Potential eines elektrischen Stromes, a) Das Potential 
eines unbegrenzten geradlinigen Stromes kann man leicht aus der 
magnetischen Kraft des Stromes bestimmen. Es ergibt sich aus der 
Arbeit, welche geleistet wird, wenn die magnetische Masseneinheit 
um eine sehr kleine Wegstrecke in der Richtung einer Kraftlinie 
bewegt wird. 

Ist ein geradliniger Strom mit der Stärke i gegeben, und befindet 
sich in einer normalen Entfernung r die magnetische Masseneinheit, 
so ist die Kraft 



1) H. Ebert, Magnetische Kraftfelder. Barth 1896. 

2) Siehe meine Schrift über d. Energieprincip i. d. El. 1887. 
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Bewegt sich die magnetische Masse im Sinne der Ampere'schen 
Schwimmerregel durch Drehung um den Winkel da längs des sehr 
kleinen Weges r - da, so ist die Arbeit 

k •% 
dV == — ^ ' r ' da =* k ' i ' da 
r 

und das Potential 

r^Jc'ia + Vo. 

Durch a und Vq ist der Potential wert eindeutig bestimmt; die Lage 
des magnetischen Poles kann ihn aber allein nicht bestimmen, weil 
dieselbe Lage stets wieder erreicht wird, wenn der Pol eine Um- 
drehung um den Stromleiter gemacht, wenn sich also a um 2x ge- 
ändert hat. Das Potential wächst bei jeder Umdrehung um die 
Arbeit Jci • 2ä. 

b) Es soll nun der gewonnene Potential wert dazu benützt werden, 
um das Potential eines beliebig gestalteten Stromes mit dem Potential 
eines magnetischen Blattes zu ver- ^ ^ 

gleichen. Wir betrachten zunächst 
zwei unbegrenzte, zur Zeichnungs- 
fläche normale Stromgeraden I und 
II von gleich grosser aber entgegen- 
gesetzt gerichteter Stromstärke i 
und die magnetische Masse in m 
(Fig. 83). . 

Wird das Nullpotential in der Verbindungslinie II I angenommen, 
so ist das Potential beider Ströme in m 

F= (kia, + Fo) - (kia, + F«) = kiia, - «,) 
oder 

Wenn wir den Winkel ß durch den körperlichen Winkel cö aus- 
drücken, unter welchem die Fläche I II von m aus erscheint, so 
müssen wir die Fläche des sphärischen Zweieckes berechnen, das aus 
einer Kugel um m mit dem Halbmesser Eins von den Ebenen (ml) 
und (mll) ausgeschnitten wird; hiezu hat man 

ß :27C = (0 : 4:r; 
damit wird 

ß = --- und V= -^h ' i ' (o . 

Das Potential ist also dem körperlichen Winkel o, unter welchem die 
Fläche / II zwischen den Stromgeraden von m aus erscheint, pro- 
portional. Demselben Winkel ist auch das Potential eines magnetischen 
Blattes, das von den Geraden / II begrenzt wird, proportional; das 
Potential eines solchen Blattes ist nämlich (nach § 111) 
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wenn die Magnetisierungsstärke des Blattes angibt. Beide Poten- 
tialwerte sind einander gleich, wenn 

• 

also wenn die Blattstärke der Stromstärke proportional ist. Der 
Nordseite entspricht die Stromrichtung im entgegengesetzten Sinne 
des Uhrzeigers. 

Wenn die Stromleiter / und II sehr lang sind, so können wir, 
ohne ihre Wirkung zu stören, ihre Enden mit einander verbinden 
und den elektrischen Strom das entstandene Rechteck umfliessen 
lassen. Die Wirkung dieses Stromrechteckes wird der Wirkung eines 
gleichgeformten magnetischen Blattes gleich sein. 

c) Nun nehmen wir zwei lang gestreckte Rechtecke an, die ein- 
ander durchkreuzen (Fig. 84). Die Fläche I werde von einem elek- 
trischen Strome im Sinne der Uhi-zeigerbewegung umflossen, die 
Fläche J/von einem gleich starken 
Strom im entgegengesetzten Sinne. 
Beide Rechtecke können nun durch 
gleich grosse magnetische Blätter 
ersetzt werden, von denen / die 
südmagnetische und // die nord- 
magnetische Seite nach aufwärts 
kehrt. Sowohl die Stromwir- 
kungen, als auch die Wirkungen i 
der Blattmagnete lassen sich nun ; 

auch dadurch hervorbringen, dass 1 

man den gemeinschaftlichen Theil 

der grossen Rechtecke, in welchem 

sich die magnetischen Wirkungen 

aufheben, hinweg nimmt und 

lediglich die frei liegenden Theile, 

nämlich die kleinen Rechtecke 

/', /", //', //" wirken lässt. 

Jedes dieser Rechtecke wird von einem Strome umflossen, und jedem 

Strome entspricht ein von ihm begrenztes magnetisches Blatt. 

Die Äquivalenz eines elektrischen Stromes und eines magnetischen 
Blattes gilt demnach auch für langgestreckte Rechtecke, die ein Ende 
in unmittelbarer Nähe haben. Mit Hilfe derselben kann man leicht 
auf ein engbegrenztes Rechteck, auf ein Elementarrechteck, übergehen, 
wenn man ein unendliches, einseitig begrenztes Rechteck (Fig. 85) 
zum Theile von zwei gleich starken und entgegengesetzt gerichteten 
Strömen durchflössen denkt. Da, wo beide Ströme fliessen, heben 
sie sich auf, und es bleibt nur die Wirkung des linken Theiles, des 
allseitig begrenzten Rechteckes übrig. — Bei der Ausführung des 
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betreffenden Versuches müssen zwei Stromleiter einander sehr nahe 
in die entsprechenden Lagen gebracht werden. — Den elektrischen 
Strömen entsprechen genau von ihnen eingeschlossene, übereinander 
liegende Blattmagnete, deren 



Fig. 85. 

^ 




■>- 



Wirkungen sich ebenfalls so 
aufheben, dass nur die Wir- 
kung des übergreifenden Theiles 
von dem grösseren Blatte übrig 
bleibt. Das bezeichnete kleine, 
vom Strom umkreiste Rechteck äussert daher dieselbe Wirkung, ob 
es von einem elektrischen Strome umflossen wird, oder ob es ein 
magnetisches Blatt von entsprechender Stärke ist. 

Durch Übergang vom Rechteck auf ein Dreieck und von diesem 
auf beliebige andere geradlinige oder krumndinige Figuren, die in 
Elementarrechtecke oder -Dreiecke zerlegt werden können, kann man 
ganz allgemein den Satz nachweisen: Das Potential eines geschlossenen 
Stromes von beliebiger Form auf einen Punkt ist gleich dem Potential 
eines magnetischen Blattes, dessen Grenzlinie mit dem Stromleiter 
zusammenfällt, auf denselben Punkt. 

§ 127. Elektromagnetische Einheiten. Die übereinstimmende Wir- 
kung eines elektrischen Stromkreises mit einem vom Stromleiter be- 
grenzten magnetischen Blatte wird dazu benützt, um die elektrischen 
und magnetischen Wirkungen nach einheitlichem Masse zu messen. 
Man nennt die betreffenden Einheiten elektromagnetische Ein- 
heiten. 

Auf die Einheit für die Stromstärke wird man durch die Gleich- 
heit der Potentiale für einen Strom und ein entsprechendes magne- 
tisches Blatt geführt; nach dem Vorhergehenden ist 

V= —k ' i ' (o = 0(0. 



also 



]c . i = (p. 



Setzt man hierin die Constante Ä = 2, so wird 

1 = 0; 

Stromintensität und Magnetisierungsstärke werden durch dieselbe Zahl 
ausgedrückt. Der Messung liegt als elektromagnetische Strom- 
einheit diejenige zugrunde, welche der Magnetisierungsstärke 1 gleich- 
kommt. Mit Bezug auf das Potential F= Oo = i • o, in welchem 
man jeden Factor == 1 annehmen kann, erhält man die Definition: 
Ein Strom besitzt im elektromagnetischen Masse die Stärke Eins, 
wenn er auf einer Kugel vom Halbmesser Eins die Fläche Eins um- 
fliesst und dieselbe Wirkung äussert, wie eine von ihm umschlossene 
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magnetische Schale mit der Magnetisierungsstärke Eins, oder wie ein 
durch die Stromschleife hindurchgesteckter Magnet vom Momente 
Eins. — Aus der Kraft eines unbegrenzt geradlinigen Stromes 

für welche m = 1, r = 1, Ä = 2, erhält man i =^ 1, wenn F= 2^ 
d. h. ein Strom hat im elektromagnetischen Masse die Stärke Eins, 
wenn er einen geraden, sehr langen Leiter durchfliessend, in der Ent- 
fernung Eins die magnetische Kraft 2 zu äussern imstande ist. — 
Eine dem Galvanometer angepasste Definition wird nachstehend an- 
gegeben werden. 

Einheit der Elektricitätsmenge ist diejenige Menge, welche 
in einem Einheitsstrome in einer Secunde fortbewegt wird. Einheit 
der elektromotorischen Kraft oder des Potentials ist die 
Arbeitseinheit, welche verbraucht wird, um eine Einheit positiver 
Elektricität der elektrischen Kraft entgegen fortzubewegen. Die Ein- 
heit des Widerstandes ist, dem Ohm'schen Gesetze gemäss, der- 
jenige Widerstand, der erforderlich ist, damit die Einheit der elektro- 
motorischen Kraft die Einheit der Stromsferke hervorbringe. Die 
Dimensionen der elektromagnetischen Einheiten sind: 

Dim. i = Feldintensität (Kraft dividiert durch Polstärke) • Länge 

Dim. Q = Stromintensität • Zeit = M^^^L\ 

Dim. E=^V= Arbeit : Elektricitätsmenge = M^I^V^^T-^ 

Dim. JB = Dim. Eli = L' T-\ 

Dim. C = Dim. Q/r= i~i • T\ 

Die Dimensionen stimmen nicht mit jenen nach dem elektrostatischen 
Masse überein; es ist z. B. 

elektrostatische Dim. E = elektromagnetische Dim. E/L • T"~^, 
„ Dim. i == „ Dim. i - L - jP~"^, 

„ Dim. B= „ Dim. B/L^ • T^K 

Die Dimensionen unterscheiden sich durch die Dimension einer Ge- 
schwindigkeit v = L'T~^' die Grösse derselben wurde zu 3*10^*^ 
bestimmt. Die angegebenen „absoluten" Einheiten würden bei 
praktischer Anwendung theils zu grosse, theils zu kleine Zahlen er- 
geben, deshalb hat man sie durch folgende praktische Einheiten 
ersetzt : 

1 Volt = 10® absolute Einheiten der elektromotorischen Kraft, 

1 Ohm = 10^ absolute Einheiten des Widerstandes, 

1 Ampere = 10—^ absolute Einheiten der Stromstärke, 

1 Coulomb = 10-1 absolute Einheiten der Elektricitätsmenge, 

1 Farad =10""^ absolute Einheiten der Capacität. 
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Man kann das praktische System als ein System von Einheiten be- 
trachten ^ welche nicht aus den Orondeinheiten cm, g, sec abgeleitet 
sind, sondern den Erdmeridianquadranten = 10^ cm, l(h~^^ g und 
1 sec als Omndmasse enthalten. 

§ 128. Tangenten- nnd Sinusbussole (Pouillet 1837). a) Die 
Tangentenbussole hat den Zweck, Stromintensitaten zu messen. Sie 
besteht aus einem oder mehreren Ereisstromen, die im magnetischen 
Meridiane aufgestellt sind, und aus einer kleinen Magnetnadel, deren 
Mittelpunkt in der Achse des Stromkreises gelegen ist. Sei (Fig. 86) 
X ein Stromkreis und in der Ent- 
femung x von demselben in m 
die kleine Magnetnadel, deren 
magnetische Massen ^m in den 
Polen vereint gedacht werden 
sollen. H gibt die Richtung der 
Horizontalcomponente des Erd- 
magnetismus und F die Richtung 
der Kraft, mit welcher der Strom auf einen magnetischen Pol wirkt. 
Die Nadel wird aus dem magnetischen Meridiane um den ^ g> ab- 
gelenkt, bis die Drehungsmomente der wirkenden Kräfte einander 
gleich sind. Aus der Bedingung des Gleichgewichtszustandes lässt 
sich die Stromintensität i berechnen. 

Die betreffende Bedingungsgleichung ergibt sich ganz allgemein 
aus der Summe der Wirkungen der einzelnen Stromelemente von x 
auf die magnetischen Massen der Pole nach dem in § 124 und § 125 
angegebenen Gesetze. Zur Vereinfachung nehmen wir die magneti- 
schen Massen m in der Centrallinie im Abstände x von x an. Die 
Wirkung des Stromkreises x auf m ist der Einwirkung eines magne- 
tischen Blattes von der Grösse x und der Stärke i gleichwertig. Das 
Potential des Blattes im Polpunkte w, von wo aus der Kreis x unter 
dem körperlichen Gesichtswinkel o erscheint, ist 

V= i • (o. 

Die Grösse o lässt sich als Calotte einer um m geschlagenen Kugel 
vom Halbmesser Eins bestimmen. Die zugehörige Pfeilhöhe ist aus 
zwjßi ähnlichen rechtwinkligen Dreiecken leicht auffindbar; sie ist 

( 1 — — j, wobei u = Ya^ -f- x^ . Daher wird 



(O 



-2.(l-i) 



und 



F=2,T.i(l — ^)- 



Die auf die magnetische Masseneinheit in m wirkende Kraft F 
ergibt sich aus der Arbeit dV bei der Bewegung der magnetischen 
Masse um die verschwindend kleine Strecke dx. 
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Es ist 

Mit dieser Kraft wirkt ein Kreisstrom auf die magnetische Massen- 
einheit in w; sind n Kreiswindungen vorhanden, deren Länge 
L ==2ax ' n ist, so wird der Ausdruck für die Kraft 

TP «* o • ^n^-n^ ( aY • 

jP= w • v • 2jr • * = — ^ I — I •*. 

w^ L \u/ 

Derselbe Wert folgt auch direct aus Biot-Savarts Gesetz. 

Wenn die Nadel nur eine kleine Dimension hat, so kann man 
näherungsweise annehmen, dass sich dieselbe in einem homogenen 
Felde befindet und dass auf jede magnetische Masseneinheit eine Kraft 
von derselben Stärke wirkt. Die Richtung der Kräfte ist bei den 
beiden Polen entgegengesetzt. Auf der positiven Seite des Stromes, 
um welche der Strom im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers 
kreist, wird der Nordpol der Magnetnadel abgestossen, der Südpol 
dagegen angezogen und die Nadel erhält einen Ausschlag aus dem 
magnetischen Meridian um den Winkel g). Im Gleichgewichtszustande 
müssen die Drehungsmomente der Kräfte H und F einander gleich 
sein; daher gilt die Gleichung 

mF' l • cos 9 = w • H- 1 • sin 9, 

woraus nach Substitution für F folgt 

HL fuY , 






4b7c^ • w* 



Die Stromstärke i ist der trigonometrischen Tangente des Aus- 
schlagswinkels der Nadel proportional und daher hat der Apparat 
auch seinen Namen. 

Befindet sich die Nadel in der Mitte des Kreises x, dann wird 
noch u = a und der Ausdruck für i vereinfacht sich. 

Man erhält in diesem Falle für die Kraft 

n • 2 TT • i L 

± = = -ä • ^. 

a a* 

Die Stromstärke i erscheint hier im elektromagnetischen Masse aus- 
gedrückt; sie wird gleich F, wenn L = \ und a = 1, d. h. die ab- 
solute Einheit der Stromstärke im elektromagnetischen Masse 
besitzt jener Strom, der beim Durchfliessen eines Drahtes von 1 cm 
Länge, der einen Bogen eines Kreises von 1 cm Radius bildet, auf 
einen Magnetpol von der Stärke Eins im Mittelpunkte des Kreises 
die Kraft Eins ausübt. 

Die Stromstärke ist 

HL , 
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Um dieselbe in absoluten Einheiten des elektromagnetischen Mass- 
systemes zu erhalten, muss auch die Horizontalcomponente H des 
Erdmagnetismus und der „Reductionsfactor" der Bussole in ab- 
soluten Einheiten (cm, g, sec) gemessen werden. 

Die Ableitung des Wertes für die Stromstärke setzt ein homogenes 
magnetisches Feld in der Gegend der Magnetnadel voraus; diese Be- 
dingung wird noch genauer erfüllt, wenn zwei Rahmen zu beiden 
Seiten der Nadel angewendet werden, welche zu einander parallel 
sind und in einem Abstände sich befinden, der dem gemeinschaftlichen 
Halbmesser gleichkommt. Für eine solche Bussole, die von Helmholtz 
construiert wurde, ist die angegebene Proportionalität zwischen i und 
tg g) strenge richtig. Gaugain hat (1853) einen solchen Rahmen zu 
gleichem Zwecke verwendet. 

b) Ein Nachtheil der Tangentenbussole ist ihre geringe Empfind- 
lichkeit. Derselbe wird beseitigt, wenn man die Bussole als Sinus- 
bussole einrichtet. Bei dieser wird erst der Rahmen, um welchen 
die Drahtwindungen gewickelt sind, im magnetischen Meridian auf- 
gestellt, alsdann aber, wenn der Strom kreist, der Nadel nachgedreht, 
bis er wieder mit derselben parallel steht. In diesem Falle ist die 
Stromstärke dem Sinus des Drehungswinkel der Nadel proportional. 

Aufg. 1. Ein Strom fiiesst durch die 72 Drahtwindungen einer 
Tangentenbussole, deren mittlerer Durchmesser 20 cm beträgt, und bewirkt 
an der kleinen Magnetnadel im Mittelpunkte eine Ablenkung von 35^; 
die Horizontalcomponente des Erdmagnetismus beträgt 0*23 Einheiten. 
Wie viel Ampöre beträgt die Stromstärke? 1 Ampere =0*1 absolute 
Einheit. — (0*0356.) 2. Eine Batterie mit der elektromotorischen Kraft 
von 3 Volt gibt bei einem Gesammtwiderstande von 15 Ohm eine Ab- 
lenkung von 11® am Galvanometer. Welcher Widerstand ist hinzuzufügen, 
damit die Ablenkung nur 6® betrage? — (Aus 3/15 = c-tgll® und 
3/(15 + r) = c • tg 6® wird r = 12*7.) 8. Man hat eine Tangenten- 
bussole und ein Voltameter zugleich in den Strom einer Batterie gebracht 
und beobachtet, dass die Magnetnadel um a = 20® abgelenkt wurde und 
zugleich im Voltameter * = 30 cm^ Knallgas von 0® und 760 mm Druck 
in einer Minute entwickelt wurden. Wie viel cm* Knallgas wird ein 
Strom, der die Nadel um 45® ablenkt, unter sonst gleichen Bedingungen 
entwickeln? — (i^ = 30 tg 45/tg 20 = 30 cotg 20® = 82*423 cm^) 4. Von 
drei gleich dicken Eisendrähten ist der erste l m lang, der zweite um 
a = 10 m und der dritte um 6 = 30 m länger als der erste. Schliesst 
man mit dem ersten Drahte den Strom einer constanten galvanischen 
Kette und schaltet eine Tangentenbussole ein, so beobachtet man einen 
Ablenkungswinkel cc^ = 35®; für den zweiten Draht beträgt derselbe 
«2 = 30®. Wie gross müsste derselbe für den dritten Draht sein ? — (Ist 
der innere Widerstand der Kette r, so ist aus 

(»• + «+ 10)/(r + = tg «i/tg «g 

der Wert r -{• 1 = 46"992 und dann folgt aus 
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tg «s/tg c^i = (r + Dl{r + Z + 30) 

das gesuchte «g = 23° 8' 27".) 5. Um welchen Winkel lenkt ein Strom 
von 0'598 Ampere die Nadel einer Tangentenbussole ab, die 5 Draht- 
windungen von 18 cm Radius besitzt? 1 Ampere = 10~^ absol. Einh. 
und die Horizontalcomponente des Erdmagnetismus H = 0*209. — (Aus 
0-598/10 = 18 • 0*209 • tg 9/271: • 5 folgt 9 = 26® 32'). 6. Welches ist 
die Con staute einer Tangentenbussole, die aus 32 kreisförmigen Draht- 
windungen von 12 cm Halbmesser besteht, und wenn H = 0*209 absol. 
Einheiten? — (Constante C = 0*209 • 12/27r • 32 = 0*0125 oder für 
Ampäre-Messung 0*125.) [Nach Budde und Maiss.] 

§ 129. Energie und Arbeit eines Stromes im magnetischen Felde. 
Elektromagnetische Rotation, a) Die Energie eines geschlossenen 
Stromes im magnetischen Felde wird durch denselben Ausdruck dar- 
gestellt, wie die Energie eines magnetischen Blattes im magnetischen 
Felde (§ 111c). Sie ist somit gegeben durch das Product aus der 
elektromagnetischen Intensität in die Kraft des Feldes auf die vom 
Strome begrenzte Fläche. Im einfachsten Falle ist die vom Strome 
umflossene Fläche S eben und normal zur Feldintensität §; ist diese 
constant, so ist die Energie 

Bei jeder anderen Richtung der Fläche S hat man für 8^ die Zahl 
der die Fläche treffenden Kraftröhren oder die Kraftströmung O zu 
setzen. 

Der Intensitätsfactor der Energie ist die Kraftröhrenzahl O, 
und der Extensitätsfactor ist wie bei jedem Strome die Strom- 
stärke, als die Grösse, welche von einem Systeme zum anderen über- 
gehen und die Energieverwandlung vermitteln kann. Bei der Be- 
wegung des Stromes im Felde gibt die Änderung der potentiellen 
Energie die geleistete Arbeit an, nämlich 

Die Arbeit ist somit der Änderung der Kraftströmung oder der 
Änderung der Kraftlinienzahl proportional; sie wächst mit der Zahl 
der Kraftlinien. 

Die potentielle Energie strebt stets einem Minimum zu, um einen 
Gleichgewichtszustand zu erreichen; ein elektrischer Strom wird daher 
durch Arbeitsleistung möglichst viele Kraftlinien, also das Maximum 
der Kraftströmung zu erreichen suchen. Dieser Satz gilt, sowohl 
wenn sich der ganze Stromleiter bewegt, als auch wenn ein Theil 
desselben beweglich ist. Der erste Fall tritt ein, wenn ein frei be- 
weglicher Stromkreis, z. B. De la Rives schwimmende Batterie (§ 123) 
sich im erdmagnetischen Felde oder im Felde eines anderen Magnetes 
befindet. (Verhalten?) Der letztere Fall findet z. B. beim Barlow- 
schen Rade statt. Hier ändert sich nicht die Lage der Stromebene, 
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sondern es bewegt sich ein Stromtheü. In dem Ausdrucke för die 
Arbeit ^W bleiben i und § constant, es ändert sich nur die Fläche 
um z/5; damit wird 

Die Arbeit ist der Änderung der Fläche proportional. 

Beim Barlow'schen Rade ist in dem Felde zwischen den Polen 
eines hufeisenförmigen Magnetes um eine horizontale Achse ein Zahnrad 
drehbar^ dessen Zähne in ihren unteren Lagen nach einander in 
Quecksilber tauchen; ein elektrischer Strom geht von einer Elektri- 
citätsquelle zum Quecksilber und von da von dem eintauchenden Zahn 
zur Achse des Rades und zur Stromquelle zurück. Das Rad wird durch 
den elektrischen Strom in Rotation versetzt. Die Arbeitsleistung 
hierbei wird durch die vorstehende Gleichung bestimmt, wenn wir 
annehmen^ dass das magnetische Feld zwischen den beiden Polen 
gleichförmig ist und dass ein Zahn in dem Momente das Quecksilber 
berührt, in dem der vorhergehende dasselbe verlässt. ^S ist dann 
die Fläche des Rades zwischen zwei Zähnen, für welche man nähe- 
rungsweise setzen kann y^^ ' V* ^^^ Arbeit für eine ganze Um- 
drehung ist 

d. h. die Arbeit einer Rotation ist gegeben durch das Product aus 
der elektromagnetischen Intensität des Stromes, der Intensität des 
Feldes und dem Inhalte der Fläche des Rades. 

Von dem Barlow'schen Rade wird als Faraday'sche Scheibe, be- 
ziehungsweise als Motor Anwendung gemacht. 

b) Rotation eines Magnetes. Da ein geschlossener Strom ein 
magnetisches Feld erzeugt, in welchem die Kraftlinien um jeden 
Stromtheil in geschlossenen Curven laufen, so wird eine magnetische 
Masse in der Nähe eines solchen Stromes das Bestreben haben, längs 
der betreflfenden Kraftlinien um die Strombahn zu rotieren. Bei jeder 
Umdrehung würde auf eine magnetische Masse m die Arbeit ange- 
wendet 

W = 4w • J* 71, 

Die bezügliche Erscheinung kann in der Weise erhalten werden, 
dass man einen Magnet mit einem Pole so um einen geradlinigen 
Strom als Achse drehen lässt, wie etwa eine Leitstange bei der Dampf- 
maschine sich mit einem Ende um die Achse des Schwungrades dreht. 
Während der eine Pol sich im Kreise um den Strom bewegt, müsste 
der andere geradlinig längs einer Schiene hin und her geführt werden. 
Der Stromleiter, der als Rotationsachse durch den Mittelpunkt des 
Kreises geht, müsste natürlich durch einen beweglichen Contact dem 
Magnete bei jedem Umlaufe den Durchgang gestatten. In dem 
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vorstehenden Werte für die Arbeit einer Umdrehung wäre m die in 
dem rotierenden Pole vereint zu denkende magnetische Masse. 

Ein langer, fadenförmiger und zugleich biegsamer Magnet würde 
seine Enden in entgegengesetzter Richtung um den nächsten Strom- 
theil herumwinden und darnach die Form einer Spirale bilden. 

Ein gewöhnlicher starrer Magnet kann als Ganzes um einen 
starren Stromleiter nicht in Rotation versetzt werden. Es müssten 
nämlich alle magnetischen Massentheilchen des Magnetes eine gleiche 
Anzahl von Umdrehungen am den Strom ausführen; da jedes Massen- 
theilchen die Arbeit 4:% - J - m beansprucht, so wäre die Arbeit der 
Umdrehung des ganzen Magnetes 

Tr=4;re72;m = 0. 

Denn jeder Magnet enthält gleich viel nord- und südmagnetische 
Massentheilchen, die als positive und negative magnetische Massen 
zusammen genommen die algebraische Summe Null geben. Es tritt 
demnach in diesem Falle keinerlei Arbeitsleistung ein. 

Eine Anordnung, bei welcher Magnete um Ströme rotieren, ist 
in dem bekannten elektromagnetischen Rotationsapparat von Faraday 
gegeben. Die Möglichkeit einer Rotation eines starren, verticalen 
Magnetes um einen nahen verticalen Strom wird hierbei dadurch er- 
reicht, dass ein Stromtheil (nämlich der im Bügel vom geraden Leiter 
zur Quecksilberrinne) mit dem Magnete bewegt wird und dass ein 
Magnetpol ausserhalb des Feldes des geradlinigen Stromes zu liegen 
kommt. Die Rotation und die damit verbundene Arbeit erfolgt unter 
Einwirkung des geradlinigen Stromes und der Zweigströme in der 
Quecksilberrinne ^), welche einen Theil einer Fläche begrenzen, die 
als magnetisches Blatt gedacht werden kann. 

§ 130. Magnetische Kraft der Spulen. Elektromagnete. (Arago 
und Seebeck 1820.) a) Wenn man einen Draht in Form einer Spirale 
auf einen Cylindermantel aufwickelt, ihn dann parallel zur Richtung 
der Achse zurückführt und einen elektrischen Strom hindurchsendet, 
so hat man ein Solenoid zusammengestellt. Dieses elektrische 
System besitzt eine magnetische Wirkung, die sich nach aussenhin 
nur auf die Wirkung jener Theile des elektrischen Stromes reduciert, 
welche die beiden Drahtwindungen um die Cylinderbasen durchfliessen. 
Denn jede Drahtwindung kann durch einen der Basis parallelen Kreis 
ersetzt werden, und jeder Kreisstrom ist gleichwertig mit einem von 
ihm umflossenen magnetischen Blatte. Die beiden aneinanderliegenden, 
ungleichartig magnetischen Seiten je zweier benachbarten Blätter 
heben sich in ihren Wirkungen nach aussen auf, und es bleiben nur 



1) G. Wiedemann, Die Lehre v. d. El. III. 176. — Maxwell, Lehrb. n. 175. 
— Wüllner, Experimentalphysik IV. — Müller etc. 

Januschke, Erhaltung der Energie. 26 
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die Aussenflächen des ersten und letzten magnetischen Blattes wirksam. 
Die Wirkung des Solenoides ist dieselbe, wie die eines gleichmässig 
magnetisierten Cylinders von gleicher Länge und entsprechendem 
magnetischen Momente. 

Aus der magnetischen Wirkung der Kreisströme lässt sich die 
magnetische Dichte bestimmen, die den Basen des gleichartigen Magnetes 
zukommt, ebenso die Starke des magnetischen Feldes oder die Zahl 
der Kraftröhren. Die dem Strome i entsprechende Magnetisierungs- 
stärke der Basen ist im elektromagnetischen Masse 

wenn S die magnetische Dichte und die Dicke des Blattes, be- 
ziehungsweise die Entfernung je zweier Drahtwindungen angeben. 
Ist die Anzahl der Drahtwindungen auf der Längeneinheit n, so ist 
<y = 1/w, femer 

d = n • i 

und die magnetischen Mengen auf den Endflächen S gleich 

+ n • i ' 8. 

Um die magnetische Kraftströmung im Inneren zu ermitteln, be- 
nützen wir die Arbeit, welche geleistet wird, wenn ein magnetischer 
Einheitspol die Ebene eines Kreisstromes durchsetzt. Dieselbe ergibt 
sich aus der PotentialdiflFerenz des Kreisstromes an seiner vorderen 
und hinteren Fläche; sie ist 2ni — ( — 2n:i) = 4:%i. Bei einer Be- 
wegung um die Strecke l von einer Cylinderbasis aus werden n • l 
Stromkreise durchsetzt, und die geleistete Arbeit ist wZ • 4jri. Ist die 
Feldstärke im Inneren des Solenoides ^, so ist dieselbe Arbeit auch 
gegeben durch § • ?, und aus der Gleichheit beider Arbeitswerte folgt 

die Kraftströmung 

^ = 4jr • n • i. 

Damit wird die Anzahl der Kraftröhren durch einen Querschnitt 8 

der Spule 

i^= A:% ' n ' i ' 8, 

Ist die Spule so lang, dass die Wirkung der Basen auf den betrach- 
teten inneren Punkt keinen merklichen Einfluss übt, so beschränkt 
sich die magnetische Wirkung des Solenoides auf den Ausdruck F, 
und mit dieser Kraft wirkt die Spule auch auf ein Stück eingeführtes 
Eisen inducierend. 

Hat das Solenoid die Ringform, so fallen die beiden Endflächen 
zusammen, die innere Wirkung ist durch den Wert F gegeben, und 
die gesammte Wirkung nach aussen ist gleich Null. 

b) Magnetisierende Wirkung des Stromes. Befindet sich in der 
betrachteten Stromspule ein cylindrischer Eisenkern, so wird dieser 
durch Induction magnetisch; der Magnet heisst nach Sturgeon ein 
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Elektromagnet. Der Nordpol desselben wird vom Strome im ent- 
gegengesetzten Sinne der ührzeigerbewegung umflossen. Ist Tc der 
Coefficient der Magnetisierung (§112), so ist die Magnetisierungs- 
stärke Ic ' Aicni und die magnetische Induction für den Querschnitt S 

93 = fi|)iS = 4jrMi(l + 4ÄA)iS, 

oder wenn man von der praktischen Einheit Ampfere durch Division 
der Stromstärke J durch 10 auf das absolute elektromagnetische System 
übergeht, 

a3 = ^jrwJ(l + 4jrZ;)S. 

Die Induction ist demnach der Stärke des magnetisierenden Stromes 
und der Anzahl der Drahtwindungen auf der Längeneinheit propor- 
tional; sie ist unabhängig von der Dicke und dem Stoffe der Leitungs- 
drähte. Das Gesetz ist jedoch nur giltig, solange der Magnet von 
seinem Sättigungspunkte, dem Maximum seiner Intensität, noch weit 
entfernt ist. Bei der Annäherung an den Sättigungspunkt werden 
die Magnetisierungsstärke und die Induction allmählig constant. 

Elektromagnete werden verwendet, weil der Eisenkern die mag- 
netischen Kraftlinien zu sammeln vermag. Wäre das Eisen nicht 
vorhanden, so würden viele Kraftlinien rings um die einzelnen Theile 
des Leitungsdrahtes verlaufen und neben einander bestehen; da jedoch 
das Eisen einen grossen magnetischen Inductionscoefficienten besitzt, 
so nehmen die Kraftlinien in der Nähe des Eisens eine andere Gestalt 
an, sie bilden zusammenhängende Linien, welche durch den Eisenkern 
von einem Pole zum anderen führen und ausserhalb der Spule wieder 
von dem letzteren zum ersteren zurück. 

Aufg. 1. Durch die Spule eines Elektromagnetes wurde einmal ein 
Strom von 2*5 Ampere, das anderemal einer von 10 Ampere gesendet. 
Wie vielmal war das magnetische Feld im zweiten Falle stärker als im 
ersten? — (^2/61 = lO/2'ö = 4.) 2. Ein Eisenkern wurde mit zwei 
Schichten Draht a 60 Windungen umgeben und durch letztere ein Strom 
von 1*5 Ampere geleitet. Dann wurde derselbe Kern mit 5 Schichten 
a 50 Windungen umgeben und nur 1 Ampere durchgeleitet. In welchem 
Verhältnisse hat sich sein magnetisches Moment geändert? — 

(Jfjj/ Jfj = 5 • 50 • 1/2 . 60 . 1-5 = 1-39.) 

3. Man berechne die Polstärke eines Elektromagnetes, dessen Kern 5 cm 
lang ist, der einen Querschnitt von 1 cm^ und einen Coefficienten der 
magnetischen Induction ft = 200 hat, und dessen Spulen 50 Windungen 
tragen, wenn er durch einen Strom von 2 Ampere (= 2 • 10~^ absoluten 
Einheiten) erregt wird. — (Für die Polstärke m gilt 

50 2 

47rw = jLi^iS = |Ä • 47C • w • i • 10""^ • iS = 200 • 47r • -r- • Tx; 

daraus wird m = 400 absol. magn. Einh.) 

26* 
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§ 131. Elektrodynamik. Potential zweier Ströme, a) Alsbald 
nach Oersteds Entdeckung (1821) fand Ampere die Einwirkung 
zweier Ströme aufeinander. Mittelst Stromkreisen, die an einem Rah- 
men beweglich aufgehängt waren, wies er folgende Gesetze nach: 
1) Zwei parallele nach derselben Richtung fliessende Stromtheile 
ziehen einander an; 2) zwei parallele nach entgegengesetzter Rich- 
tung fliessende Stromtheile stossen einander ab; 3) zwei Stromleiter, 
welche sich unter einem Winkel kreuzen, suchen sich parallel zu 
stellen: sie ziehen einander an, wenn beide Ströme entweder nach 
dem Kreuzungspunkte oder beide von ihm fortfliessen, und stossen 
einander ab, wenn einer nach jenem Punkte und der andere von ihm 
fortfliesst; 4) die Kraft der Wechselwirkung zweier Stromelemente 
ist dem Producte der Stromstärken, der Länge der Stromelemente 
direct und dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional. 
Ampfere gab auch die Abhängigkeit der Kraft von den Lagenverhält- 
nissen der Stromelemente genau an. 

Diese Gesetze lassen sich begründen, indem man die betreffenden 
Ströme durch magnetische Blätter ersetzt denkt und deren Wechsel- 
wirkung betrachtet; z. B. zwei rechteckige, einander unmittelbar gegen- 
über befindliche Stromleiter mit gleichgerichteten Strömen werden 
ersetzt durch zwei in derselben Lagenbeziehung befindliche Blätter, 
die ihre ungleichartig magnetisierten Flächen einander zukehren. 
Beide Blätter ziehen einander an, daher ziehen auch parallele und 
gleich gerichtete Ströme einander an. In jedem Falle suchen sich 
die Stromkreise oder Leitertheile so zu stellen, dass jeder möglichst 
viele magnetische Kraftlinien des anderen umschliesst. 

b) Der mathematische Ausdruck für das Potential zweier Ströme 
aufeinander hat dieselbe Form, wie das Potential zweier magnetischer 
Blätter, nämlich 

L ist ein von Form und Lage der Stromkreise abhängiger Coefficient; 
er bedeutet das Potential beider Ströme aufeinander, wenn deren 
Stromstärken gleich Eins sind; er wird aus später zu ersehenden 
Gründen auch Inductionscoefficient genannt. 

W heisst das elektrodynamische Potential der Ströme auf- 
einander; es bestimmt die Arbeit, um die beiden Ströme aus wirkungs- 
loser Feme in ihre gegenwärtige Lage zu bringen. i^L ist die Zahl 
der Kraftröhren des Stromes i^, welche auf die positive oder Nord- 
seite des anderen Stromes eindringen und von diesem umfasst werden; 
ebenso ist i^L die Zahl der Krafferöhren, welche der Strom i^ ein- 
schliesst. Die betreffenden Kraftströmungen sind bei gleich gerich- 
teten \ und 4 negativ, und daher ist auch W negativ. 

Die Änderung von W gibt die Arbeit an, welche bei einer Lagen- 
änderung der Ströme geleistet wird. Andern sich die Kraftströmungen 
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durch die Leiterflächen beziehungsweise um i^ • dL und i^ • dL^ so ist 
die Arbeitsleistung dW = — ^^^2 • dL. 

Mittelst des Arbeitswertes kann man die Stärke F der Einwir- 
kung beider Ströme aufeinander ermitteln. Wird ein kleines Weg- 
element dx in der Kraftrichtung zurückgelegt, so ist die geleistete 

Arbeit 

rfff = F * dx=^ — i^i^ • dL 
und die Kraft 

Bei Berücksichtigung der Vorzeichen von \ und 4 ergeben sich 
daraus die oben angeführten Wechselwirkungen der Ströme. 

Die Bestimmung des Inductionscoefficienten L kann in einem 
einfachen Falle in folgender Weise geschehen^): Wir nehmen zwei 
Stromkreise an und denken uns dieselben ersetzt durch entsprechende 
magnetische Blätter. Das eine Blatt möge ein homogenes magnetisches 
Feld erzeugen, in welches das andere gebracht wird. Die Arbeit der 
Einführung des zweiten Blattes in dieses Feld kann auch durch die 
Magnetisierung desselben im Felde selbst geleistet werden. Bei der 
Magnetisierung des zweiten Blattes denken wir uns auf jeder Flächen- 
einheit die magnetische Dichte 8 um die Strecke verschoben. Ist 
die Intensität des Feldes ^ und ihr Neigungswinkel zur Normalen 
des zweiten Blattes of, so wird die Arbeit d • <J • ^ • cos a für jede 
Flächeneinheit geleistet. 06=0 ist die Stärke des Blattes; ist femer 
die Blattfläche S, so ist die Arbeit # • § . S • cos a. Setzt man hierin 

= i^, so wird 

W = — i^ ' ^ ' S ' cos a . 

Für einen Kreisstrom ist in der Nähe des Mittelpunktes $=^ 23t «i/rj. 
Befindet sich daselbst ein zweiter, kleiner Kreis vom Halbmesser rg, 
der vom Strome i^ umflossen wird, so ist S = r^7t und 



TXT • • /2»*.rj* \ 

W = — %^2 • ( — cos a ) . 



Winkel a ist zugleich der Neigungswinkel beider Kreisebenen; daher 
lässt sich der Inductionscoefficient leicht aus folgender Form be- 
stimmen: 

L = ^cosa. 

Die Übereinstimmung zwischen Kreisströmen und magnetischen Blät- 
tern ist keine vollständige. Als Unterschied muss geltend gemacht 
werden, dass bei den Strömen die Zahl der Kraftröhren geändert 
werden kann, ohne die Leiter zu bewegen, indem man die Strom- 
intensität ändert; der Fall tritt beim Öffnen und Schliessen der 

1) E. Mach, Grundriss der Naturlehre. S. 23ö. 
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Ströme ein. Eine ähnliche Erscheinung fehlt bei den magnetischen 
Blättern. 

c) Potential eines Stromes auf sich selbst. Man kann 
annehmen, dass bei der Annäherung eines Stromes an einen anderen 
Krifte des einen auf die einzelnen Elemente des anderen wirken und 
Arbeit leisten. Das Potential beider Ströme stellt dann die Summe 
aller diesbezüglichen Arbeiten dar. Es wirkt nun auch ein Strom- 
kreis auf die Elemente seines eigenen Leiters,'und alle die betreflfen- 
den Kräfte haben ein Potential; sämmtliche Potentiale setzen das 
Potential des Stromes auf sich selbst zusammen. Der Ausdruck 
dafür ist ähnlich dem des obigen Potentiales zweier Ströme, nämlich 

TF= — yi^X. 

Der Factor — ist erforderlich, weil bei der Summierung der Poten- 
tiale je zweier Stromelemente jedes Elementenpaar zweimal gezählt wird. 
Bei einer Deformation des Stromleiters durch Bewegung seiner 

Theile wird eine Arbeit dW = —t^-dL geleistet. 

d) Das gesammte Potential zweier Ströme besteht, analog 
wie das gesammte Potential zweier elektrischer Conductoren, aus dem 
Potentiale jedes Stromes auf sich selbst und aus dem elektrodynami- 
schen Potentiale W^^] es ist daher die absolute Grösse 

TT = TT, -H TTa + F;, = -i- h'h + | *,*4 + Hi,L,, . 

Als Energiewert lässt sich der Ausdruck in die beiden auf die ein- 
zelnen Stromkreise entfallenden Theile zerlegen (vgl. § 99), nämlich in 

W^'=^i- 4(^1-^1 + 4^2) und W'^'i^'^i^L^ + i^L^^). 

Hierin sind die Klammergrössen, das sind die Zahlen der von den 
Strömen umflossenen Kraftlinien, die Intensitätsfactoren und die 
Stromstärken die Extensitätsfactoren der Energie. 

e) Amperes Theorie des Magnetismus. Auf die überein- 
stimmende Wirkung eines Solenoides mit der eines Magnetes gestützt, 
erklärte Ampere alle Magnete als Vereinigung von elektrischen Strö- 
men und stellte die Hypothese auf, dass um jedes einzelne Molecül 
eines Magnetes beständig ein elektrischer Strom kreist. Die Dauer 
des magnetischen Zustandes fordert die Annahme, dass die Ströme 
ohne Widerstand circulieren. Die Ampere'sche Hypothese führt daher 
zu der Anschauung, dass die Molecüle — sie zeigen alle magnetisches 
Verhalten — aus rotierender elektrischer Materie bestehen. Damit 
steht die im § 72 b vertretene Wirbeltheorie im Einklänge. (Vgl, 
auch § 125.) 



Fig. 87. 
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§ 132. Energie im Felde zweier Ströme. Elektrodynamisclies 
Grundgesetz, a) Jeder elektrische Strom erzeugt ein magnetisches 
Feld um sich; die dazu erforderliche Arbeit kann man in der Weise 
verrichtet denken, dass die auf jedes Baumelement des Feldes nach 
dem Biot-Savari;'schen Gesetz wirkende Kraft eine magnetische Ver- 
schiebung hervorbringt. Die betreffende Arbeitsleistung findet sich 
als potentielle Energie im Stromfelde vor, solange der constante Strom 
kreist. Behufs Ermittelung des Ampere'schen elektrodynamischen 
Grundgesetzes sollen zwei Stromelemente betrachtet und die durch 
dieselbe geleistete 
Arbeit der magneti- 
schen Verschiebung 
im Felde berechnet 
werden^). Die Ele- 
mente, deren Strom- 
stärken ij^ und ^2 sind, 
haben die Längen 
dSj^ und ds^ (Fig. 87). 
Die Entfernung ihrer 

Mittelpunkte sei iJ. Um die Lage der Elemente anzugeben, wählei^ 
wir ein Coordinatensystem so, dass die Ebene (Bds^) die XZ- Ebene 
wird. Femer sei 

<^ (JieZ^i) = ®„ ^{Bds,)=@,, ^{Br,) = ri,, ^iBr,) = V2' 

Dem Biot-Savart'schen Gesetze gemäss kann die Wirkung des Strom- 
elementes dSi ersetzt werden durch die Wirkung von zwei Com- 
ponenten, welche in die Achsenrichtungen fallen, deren Längen be- 
ziehungsweise sind: c?5i cos ®i und ds^ sin Q^, Die Wirkung von 
ds^ kann ersetzt werden durch die drei Componenten längs der Achsen; 
deren Längen sind ds^ cos 0^^ ds^ sin ®^ cos a> und ds^ sin S^ sin a>, 
wenn <^ o = <^ i{^ds^\ {^Z)] ist. 

Jedes Stromelement wirkt nun auf ein Raumelement m, ruft 
eine magnetische Verschiebung 6 hervor und wirkt mit einer Kraft /*, 
die Kraft ist der Verschiebung proportional; daher kann für die ge- 
leistete Arbeit pro Raumeinheit gesetzt werden 

«; = !/•« = i- Äff« = ^/^. 

Der Ausdruck kann im rein magnetischen Sinne, aber auch im Sinne 
der Volumenergie oder der Elasticitätstheorie gedeutet werden. 
(Vgl. § 53, § lOOd und § 113.) Die Kraft f wird durch da« Biot- 
Savart^sche Gesetz bestimmt. 

Wir fassen nun zuerst die beiden längs der Verbindungslinie JB 
liegenden Stromcomponenten in ds^ cos @^ und ds^ cos ©^ ins Auge. 

1) J. Stefan, Wiener Ber. Bd. 70. Heft 4 und 5. 
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Jede der beiden hat in m eine zu {XZ) normale Verschiebung zur 
Folge; beide Verschiebungen wirken in gleichem Sinne, wenn die 
Elemente in gleicher Richtung durchströmt werden. Sind die beiden 
Kräfte f^ und f^y dann ist die Resultierende 

. . f=A+h 

und die Arbeit ist 

Wäre jedes Stromelement nur für sich allein vorhanden, dann wären 
die respectiven Arbeitsleistungen f^ßTc und f^l2h\ mit Bezug darauf 
folgt, dass die beiden ersten Glieder der rechten Seite in der vor- 
stehenden Gleichung die jedem Stromelemente für sich zukommende 
Arbeit angeben, das letzte Glied aber die durch die Coexistenz beider 
Elemente bedingte Arbeit ist, die sich als Wechselwirkungsenergie 
im Kraffcfelde wiederfindet. Es soll im Folgenden nur diese Wechsel- 
wirkungsenergie bestimmt werden. Die Kräfte sind nach dem 
Gesetze von Biot-Savart 
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Dieselben Kräfte bestehen in allen Punkten eines Kreises, der von m 
bei einer Rotation um R beschrieben wird; man darf daher die Kraft 
auf ein Raumelement beziehen, das auf einer unendlich schmalen Zone 
der Kugel mit dem Mittelpunkte in ds^^ und dem Radius r^ gelegen 
ist. Das Raumelement hat die Grösse 2r^^^ sin rj^ • ärj^ • dr^ . Auf das- 
selbe entfällt die Wechselwirkungsenergie 

1 L Lds. dSa coa0. C08&^ . . ^ « • j j 

= T ' r,'r^' ^^^ ^1 ^^^ ^2 • 2^1^ 3t sm rj^ • dfi^dr^ . 

Behufs Vereinfachung dieses Wertes lassen wir im A {^iT^R) die Seite 
rg an r^ um die Strecke dr^ fortbewegen; alsdann vergrössert sich 
die Fläche des Dreieckes um 

dyY^i^ si^ ^i) = Y"^ ®^^ ^i^^i • 

Der Zuwachs der Fläche ist aber auch -^^^^^^ daher ist 

R sin 1^1 . dr^ = r^ • dti^ 
und damit wird 

23r i, i,d5, c?s« cos R cos (9, . . •? j 

w?i = -^ • ' ' ' — ^-g — ^- ' sm iji sm 1^2 . d^i^dti^ . 
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Die Summierung dieser Elementararbeit ist auszuführen nach rj^ von 
bis 3t und nach r^ von bis 005 darnach bestimmt sich die Grenze 
von 1^2* f^r r^ = wird rj^ = und für fi = 00 wird bei bestimm- 
tem rj^ Winkel ^^ = ''?i« Nun erhält man 

sm i?i driij sm % drj^ 

4« «1 1, dSj^ ds^ cos 6>i cos 0j 

Dies ist der Wert der Energie, welche durch die Coexistenz der zu 
X parallelen Stromelemente bedingt ist. 

Wir bestimmen nun die Energie des Feldes infolge der Strom- 
elemente, welche zur ^-Achse parallel sind. Die Längen derselben 
sind: ds^ sin S^ und ds^ sin &^ cos <ö. Die magnetischen Kräfte im 
^ Baumelemente m sind nach dem elektromagnetischen Grundgesetz, 
und zwar die des ersteren Stromelementes 



»•1 



Die Kraft wirkt normal zur Ebene (mZ) im Sinne einer Rotation 
um Z, — Die Kraft des »zweiten parallelen Elementes ist 

y, , L ds^ sin 0- cos g> • / \^ / v- / /7\ 
f%= r^' sm%, ^ri^ = ^{r^Z), 

Die Kraft wirkt im Sinne einer Rotation um die zu Z parallele 
Stromcomponente von ds^- 

Die Kräfte /i' und f^' wirken in einer zu Z normalen Ebene. 
Der Neigungswinkel ihrer Richtungen ist gegeben durch die zu ihnen 
normalen, vertical projicierenden Ebenen, welche beziehungsweise 
durch den Punkt m und die beiden verticalen Stromelemente hindurch- 
gehen; schliessen diese Ebenen mit der Ebene (XZ) beziehungsweise 
die Winkel a^ und a^ ein, so ist 

und die Resultierende von /i' und f^ ist 

fi ' + f2' + 2^?; • cos (cc, + «,) . 

Analog wie oben sind auch hier dem Quadrate der Kräfte die Ar- 
beiten derselben proportional. Die beiden ersten Glieder bestimmen 
die Arbeitswerte der betrachteten, zu Z parallelen Stromelemente, 
wenn jedes Element für sich allein im Felde vorhanden wäre; das 
letzte Glied gibt den Arbeitswert infolge der Coexistenz beider Ele- 
mente, dessen äquivalente Energie die Wechselwirkungsenergie be- 
stimmt. Für diese besteht daher pro Volumseinheit der Ausdruck 
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[§ 182. 



X • UU • COS («1 + «2) 

1 ix im dSx dSm sin S. sin S^ cos eo . , , , / ■ \ 

= X • ^ »^ » ^ sm i?i sin % . cos (a^ + a^). 



n'*-i 



Zum Ersatz der Winkel ly^', i^g', a^ und oCg durch <^ (-R^i) = ^1 , 
<^(l?r2) = i^2 und <^^, welchen die Ebene des Dreieckes {r^r^^ 
mit (XZ) bildet, suchen wir Beziehungsgleichungen aus dem sphäri- 
schen Dreiecke (Ä, ^ir^) (Fig. 88). Wir erhalten 

cos 1^1 = cos 1^/ cos 90 + sin 1^/ sin 90 cos a^ 

= sin ril cos «j . 

Analog ist 

COS 1^2 "== sm 1^2 <^os 0^2 . 
Femer ist 



Flg. 88. 



also 



sin 1J1 : sin i?/™ sin a^ : sin V', 




sin «1 • sin i?i'= sin i/^ • sin ^ 

und analog 

sin «2 • sin %'= sin 1^2 • sin ^ . 
Daraus erhält man 

sin ti^ sin 1^2' cos {a^ -f- «2) = cos ri^ cos 1J2 — sin r^^ sin i^g sin^ ^ . 
Als Raumelement setzen wir ein Prisma, dessen Seiten sind 

T^ sin 1^1 c? V' , ^"1 rf^i und dri . 
Für ein solches ist die Energie 

1 i, i, sin R sin ®^ cos 09 , ., 

«'2=T-^ VV"^ **''^** 

• (cos 1^1 cos 1^2 — sin ly^ sin i^g sin^ ^) • r^ sin i?i öfiy^ di^ dr^ . 

Wie oben ergibt sich auch hier für eine kleine Drehung der Dreiecks- 
seite r^ die Beziehung 

J2 sin 1^1^?^! = T^dti^ 
und damit wird 



w. 



2 



1 iy t« sin R sin 0« cos o •, 7 

= T * 'B — ^^1 * ^^2 



• I /cos riidrjijcos ^drj^ — /sin^ ilfd^J sin rj^ dri^J sin rj^dYj^ 
U 000 



27t tj t, sin 0j sin 6>j cos od , , 



JB 



In ähnlicher Weise kann man die Wechselwirkungsenergie der übrigen 
Paare von Stromelementen berechnen; bei jedem derselben ist eines 
normal zum anderen. Für solche Stromelemente ergibt nun die Rech- 
nung, übereinstimmend mit dem Versuche, dass die Wechselwirkungs- 
energie gleich Null ist. 
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Die gesammte Wechselwirkungsenergie der gegebenen Strom- 
elemente reduciert sich daher auf die abgeleiteten Energiewerte w^ 
und w^] ihre Summe gibt das Resultat: 

w; = -jT- • ' j> — - (cos ®i cos ®2 T T ^^^ i ®^^ 2 ^^® ^) ' 

Führt man anstatt (o den Winkel s ein, welchen die Richtungen der 
beiden Stromelemente mit einander einschliessen, und welcher durch 
die Gleichung 

cos e = cos ®i cos ©g + sin ®i sin ®^ cos oj 
bestimmt ist, so kann man w auch wie folgt ausdrücken: 

te? = -jT- • 07? — \^^^ * + ^os ®i cos ©2) • 

Um die Energie zweier geschlossener Stromleiter zu erhalten, hat 
man den Ausdruck längs der Stromleiter s^ und s^ zu summieren. 
Für geschlossene Stromleiter haben die Integrale 

cos £ • ds^ ds^ , cos 0^ cos 6>j • ds^ ds^ 
W ^'^ B 

gleiche Werte, daher kann man für den Fall geschlossener Leiter 

schreiben 

4 n i. i^ d & ds^ cos £ 

Dies ist der von F. Neumann angegebene Potentialausdruck für zwei 
Elemente zweier geschlossener linearen Ströme, wenn man 47cß = l 
setzt; diese Specialisierung stimmt mit den Lehren des Magnetismus 
§ 113 und ebenso auch mit der Theorie der Atherverschiebung (§ 53) 
überein. 

Für vollständig geschlossene Ströme erhält man das Potential 



jfr^ii r TooBjdSids^ 



Vergleicht man diesen Wert mit dem für dieselbe Grösse in § 131b, 
so folgt für den Coefficienten der gegenseitigen Induction 



/ / cos c 



b) Das Neumann*sche Potential kann leicht gewonnen werden, 
wenn man annimmt, dass in der Stromrichtung eine zur Stromstärke 
proportionale elektrische- Verschiebung oder Elektrisierung stattfindet. 
In Fig. 89 seien ds^ und ds^ zwei Stromelemente in der Entfernung B. 
Denken wir uns den Strom i^ als Convectionsstrom, hervorgebracht 
durch Bewegung eines kleinen elektrischen Conductors längs ds^, 
so ist ersichtlich, dass die Beziehungen zwischen den beiden Strom- 
elementen dieselben bleiben, wenn der Conductor in ds^ festgehalten 
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und ein Gonductor längs ds^ in entgegengesetzter Richtung yon i^ 

bewegt wird; wir wollen deshalb die Einwirkung des ersten auf das 

zweite Stromelement durch Bewegung von 

ds^ parallel zu ds^ in entgegengesetzter ^b- s» 

Richtung von \ ersetzt denken. Die elek- ! 

trische Verschiebung des zweiten Elementes 

in dieser Richtung ist i^ds^ cos s^ und für ^ 

jede Elektricitätseinheit ist die Kraft des 

Conductors ds^^ in dieser Richtung 

i^ds^ cos &JB^\ 

die gesammte Kraft ist daher i^i^ds^ds^ cos € cos @JR\ 

Wirkt nun in der Richtung R die Kraft /) so ist die Componente 
in der gedachten Verschiebungsrichtung f cos ®^ , und diese ist der 
berechneten Kraft gleich; daher erhält man die der gesuchten Form 
entsprechende Kraft 

f = ^ COS E . 

c) Aus den Kräften im Felde erklärt sich die Wirkungsweise 
zweier Ströme aufeinander analog wie die Einwirkung eines Magnet- 
poles auf ein Stromelement oder umgekehrt (§ 125)^). Fliessen die 
Ströme in den Elementen s^ und s^ (Fig. 90) in gleicher Richtung 
normal zur Zeichnungsebene von oben nach 

unten, dann verlaufen die Kraftlinien um 44 /'^\\ /-^ 

jedes Element im Sinne des Uhrzeigers und \\\2yf/ \^ 

man sieht bald, dass die Kraftwirkungen der 

beiden Elememente auf ihren inneren Seiten sich gegenseitig ab- 
schwächen, auf ihren äusseren Seiten dagegen verstärken. Die Über- 
drucke der äusseren Kräfte treiben die Stromelemente zu einander, die 
Ströme scheinen einander anzuziehen. — Für Ströme in entgegengesetzter 
Richtung ergibt sich in ähnlicher Weise die Tendenz der Abstossung. 

§ 133. W. Webers Elektrodynamometer (1846). Um das Princip 
dieses Apparates zu erklären, nehmen wir einen festen elektrischen 
Kreisstrom an, in dessen Mitte ein zweiter, bedeutend kleinerer Kreis- 
strom sich befindet. Der letztere Stromkreis ist an einem Cocon- 
faden beweglich aufgehängt. Wir bestimmen die Arbeit, welche bei 
der Drehung des zweiten Kreises geleistet wird. In der Mitte des 
ersten Kreises ist die Intensität des magnetischen Feldes, wenn die 
Stromstärke i^ und der Kreishalbmesser r^ sind (nach § 128), 



= 



r. 



Das Potential beider Kreisströme ist (§ 129 und § 131) 

1) Siehe meine Schrift über das Energieprincip in d. El. S. 154. (1887.) 
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Nach einer Drehung des kleinen Kreises um den Winkel q) ist das 
Potential 

W= — -'^ cos w . 

Die auf die Winkeleinheit entfallende Arbeitsleistung gibt das Drehurigs- 
moment D; dasselbe ist somit 

D = -3 — = — 1. 19 sm w . 

d(p r^ ^ ^ ^ 

Sind anstatt der Stromkreise Spulen, die beziehungsweise mit n^ und 
Wg Drahtwindungen umwickelt sind, in Verwendung, so wird 

j) = ?_ .^1^2 • ^l^2 • sin ip . 

Webers Elektrodynamometer besteht nun aus zwei Spulen von der 
angegebenen Art, von denen die kleinere die Rolle einer Galvano- 
metemadel übernimmt. Zu Anfang des Versuches werden die Achsen 
beider Spulen normal zu einander eingestellt, sodann wird derselbe 
Strom durch die Drahtwindungen beider Spulen gesendet. Die zweite 
Spule wird sich der ersten parallel zu stellen suchen und eine Drehung 
um <^ d = 90^ — ip erfahren. Der Stromwirkung wird durch die 
Torsionselasticität C • S des Auf hängefadens und die Horizontalcom- 
ponente des Erdmagnetismus ^, welche in der ursprünglichen Achsen- 
richtung der Spule wirkt, das Gleichgewicht gehalten. Daher besteht 
die Gleichung 

— • rij^n^i^ • cos d = Od + ^2^^^^ ^^^ *• 

Daraus kann die Stromstärke i bestimmt werden. 

Um die Drehung der beweglichen Spule leicht ablesen zu können, 
wird dieselbe mit einem Spiegel verbunden, der die Bewegung eines 
Lichtbildes erzeugt. 

Nach dem Principe des Elektrodynamometers werden auch elek- 
trodynamische Wagen construiert: Eine Spule ist an dem Wagebalken 
einer Wage aufgehängt; die andere bleibt fest. Werden die Draht- 
windungen beider Spulen von demselben Strome durchflössen, so ist 
die Kraft der Wechselwirkung, welche durch ein Gewicht am Ende 
des anderen Wagebalkenarmes bestimmt wird, dem Quadrate der 
Stromstärke proportional. 



X. Yolta- and Magneto -Indnction. 

§ 134. Gnmdversnclie. Faraday machte (1831) die Entdeckung^ 
dass in einem geschlossenen Leiter Ströme erregt werden, wenn man 
in seiner Nähe Magnete bewegt, oder wenn man Stromleiter einem 
Magnete nähert oder von ihm entfernt. Faraday verfolgte diese Ent- 
deckung weiter und stellte bald auch fest, dass sich durch elektrische 
Ströme secundäre Ströme inducieren lassen. Die betreffenden Ver- 
suche lassen sich deutlich und bequem mit einer Spule, die mit einem 
isolierten Draht umwickelt ist, ausführen. Der Draht ist mit einem 
Galvanometer verbunden. In die Spule kann eine andere, kleinere 
Spule, durch deren Drahtwindungen der Hauptstrom geleitet wird, 
oder ein Magnet oder ein Stück weiches Eisen eingeführt werden. 
Mit Hilfe dieser einfachen Mittel lassen sich nun folgende Erregungs- 
weisen der Inductionsströme demonstrieren: 1) Beim Annähern des 
die kleinere Spule umfliessenden Hauptstromes entsteht im Drahte 
der äusseren Spule ein Inductionsstrom in der entgegengesetzten Rich- 
tung des Hauptstromes; 2) beim Entfernen des Hauptstromes kreist 
ein Inductionsstrom mit dem ersteren in gleicher Richtung; 3) beim 
Schliessen des Hauptstromes entsteht ein Inductionsstrom in der ent- 
gegengesetzten Richtung des Hauptstromes; 4) beim ÖiB&ien des Haupt- 
stromes kreist ein Inductionsstrom mit jenem in gleicher Richtung; 
5) beim Annähern eines Magnetes, 6) beim Entfernen eines Magnetes, 
7) beim Erregen von Magnetismus und 8) beim Verschwinden von 
Magnetismus entsteht jedesmal ein Inductionsstrom von kurzer Dauer. 
Die Richtung der Inductionsströme in den letzten vier Fallen lässt 
sich nach den ersten vier Fällen bestimmen, wenn man den Magnet 
durch ein Solenoid ersetzt denkt. 

Die Induction durch elektrische Ströme heisst Galvanische 
oder Volta-Induction und die durch Magnete Magneto-Induction. 
Inductionsströme im Leiter des eigenen Stromes werden Extra- 
ströme genannt. 

Zieht man die Wechselwirkung der Inductionsströme mit den 
Hauptströmen, beziehungsweise mit den inducierenden Magneten in 
Betracht, so wird man leicht auf die Geltung des Energieprincipes 
geführt. Mit Rücksicht auf diese Wechselwirkung hat Lenz (1834) 
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folgendes allgemeine Gesetz aufgestellt: In allen Fällen der Induction 
haben die inducierten Ströme eine solche Richtung, dass ihre Gegen- 
wirkung die sie erzeugende Bewegung zu hemmen strebt. Es muss 
also bei der Erregung jedes Inductionsstromes eine Arbeit geleistet 
werden und die elektrische Energie des Inductionsstromes erscheint 
als das Äquivalent der geleisteten Arbeit. 

Setzt man das Energieprincip als giltig voraus, so kann daraus 
die Richtung der Inductionsströme gefolgert werden. Es kann dann 
ohneweiters geschlossen werden, dass bei Annäherung eines Leiters 
an einen Hauptstrom ein Strom in entgegengesetzter Richtung in- 
duciert werden muss, weil nur bei parallelen und entgegengesetzt 
gerichteten Strömen eine Abstossung besteht, die bei der Annäherung 
durch eine Arbeit zu überwinden ist. Beim Entfernen des Leiters 
vom Hauptstrome muss ein gleich gerichteter Strom induciert werden, 
weil dieser angezogen wird und eine anziehende Kraft durch die Arbeit 
des Entfemens der Ströme von einander überwunden werden muss. 

Die Richtung des Inductionsstromes kann auch aus der Richtung 
der magnetischen Kraftlinien im Felde und aus der Bewegungsrich- 
tung des secundären Leiters ermittelt werden. J. Stefan hat hierfür 
eine der Ampere'schen Schwimmen-egel ähnliche Regel angegeben, die 
eine menschliche Figur zuhilfe nimmt. Auch die Fleming'sche Drei- 
finger-Regel kann benützt werden, nur muss man die rechte Hand 
anwenden, um dem Lenz'schen Gesetze zu entsprechen; die Regel 
lautet alsdann: Weist der Zeigefinger der rechten Hand in der Rich- 
tung der magnetischen Kraftlinien, der Daumen in der Bewegungs- 
richtung des Stromleiters, so gibt der normal zu beiden Fingern ge- 
richtete Mittelfinger die Richtung des Inductionsstromes an. 

§ 135. Inductionsgesetze. a) Sowohl bei der Volta-, als auch 
bei der Magneto-Induction besteht ein magnetisches Feld, und in 
demselben befindet sich ein Stromleiter, in welchem der Inductions- 
strom entwickelt werden soll. Wir nehmen an, der Leiterkreis werde 
in einem bestimmten Augenblicke bereits von einem Strome i durch- 
flössen und werde im magnetischen Felde bewegt, oder es werde das 
magnetische Feld in seiner Stärke verändert. 

Ist die Intensität des magnetischen Feldes ^ und die Zahl der 
vom Leiter umschlossenen Kraftlinien N= ^8, so ist die Energie 
des Stromes 

Ändert sich nun die Kraftlinienzahl N, so wird im Leiter ein Strom 
induciert, der den ursprünglichen verstärkt oder schwächt. Ist die 
elektromotorische Kraft des Inductionsstromes E und die infolge dieser 
circulierende Elektricitätsmenge dQ, so ist die zum Vorschein kom- 
mende elektrische Energie EdQ-y dieselbe ist ein Äquivalent der 
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Änderung der potentiellen Energie im Felde , beziehungsweise der 
geleisteten Arbeit; daher besteht die Gleichung^) 

dW=E'dQ = idN. 

Setzt man für dQ = i * dt, so folgt das Inductionsgesetz : 

Die elektromotorische Kraft der Induction ist gleich der Änderung 
der Zahl der umschlossenen Kraftlinien (des Inductionsflusses oder 
des elektrokinetischen Momentes) in der Zeiteinheit; oder — wenn 
die Zahl der Kraftlinien dadurch geändert wird^ dass die Kraftlinien 
vom Stromträger geschnitten werden — die elektromotorische Kraft 
ist gleich der Zahl der in der Zeiteinheit geschnittenen E^raftlinien. 

Das Gesetz ist von Wichtigkeit für magneto- und dynamoelek- 
trische Maschinen, die dazu dienen, Inductionsströme zu erzeugen. 
Im Folgenden sollen noch die Gesetze für einige specielle Fälle un- 
mittelbar und mit Rücksicht auf die Wärmeentwickelung und die 
Selbstinduction abgeleitet werden. 

b) Helmholtz hat (1847) folgenden Fall näher betrachtet: Ein 
Strom und ein Magnet befinden sich gegenseitig innerhalb ihrer 
magnetischen Felder, und der Magnet folge während einer sehr kleinen 
Zeit dt der Einwirkung des Stromes. Die Arbeit, die dabei geleistet 
werden muss, ist gegeben durch das Product aus der Stromstärke in 
die Änderung der Zahl der vom Stromleiter umschlossenen Kraft- 
linien. Die Energie der Stromquelle hat die Erwärmung des Leiters 
und die angegebene Arbeit zu leisten; sie ist daher 

Daraus folgt 

dN . ^ 

ät 

Die elektromotorische Kraft e des Stromes wird demnach um die auf 
die Zeiteinheit entfallende Änderung der Kraftlinienzahl, nämlich um 
dN/dt vermindert; die letztere Grösse entspricht der elektromotorischen 
Kraft des Inductionsstromes. Der Inductionsstrom fliesst demnach 
dem Hauptstrome entgegen. 

Wird der Magnet durch eine äussere Kraft der Kraft des Stromes 
entgegen bewegt, so ist ein Arbeitsaufwand nothig, welcher der Grösse 
— i • dN gleich ist. Man hat in diesem Falle die Gleichung 

e* i ' dt -{- i- dN =: i^ - R dt 
und darnach 



1) H. Ebert, Ableitung der Inductionsgesetze auf energetischem Wege. 
Ostwalds Zeitsch. für phys. Chem. 18. S. 327. 
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Die elektromotorische Kraft e des Hauptstromes wird um die elektro- 
motorische Kraft dN/dt des Inductionsstromes vermehrt; der In- 
ductionsstrom ist mit dem Hauptstrome gleich gerichtet. 

Aus den Gleichungen folgt auch^ dass die Stromintensität ver- 
kleinert oder vergrössert wird, je nachdem das magnetische System 
den Wirkungen des Stromes folgt oder denselben Widerstand leistet, 
dass also die inducierende Kraft stets die Eigenschaft besitzt, der 
Bewegung Widerstand zu leisten; diese Thatsache drückt das Lenz- 
sche Gesetz aus, nach welchem der Inductionsstrom stets die ent- 
gegengesetzte Richtung von dem Strome hat, der die Bewegung des 
Systemes zu erzeugen vermöchte. 

Ist in dem Leiterkreise keine Stromquelle eingeschaltet, dann ist 
e = und die vorstehenden Gleichungen ergeben übereinstimmend 
mit obigem (a) 

— at 

Bei dieser Darstellung wird auf die Selbstinduction des Stromes 
keine Bücksicht genommen. Eine allgemein giltige Darstellung des 
Problems der Magneto-Induction nach dem Principe der Erhaltung 
der Energie hat J. Stefan gegeben^). 

c) Inductionsströme entstehen auch in einem stromlosen Leiter- 
kreise, wenn in dessen Nähe ein elektrischer Strom geschlossen 
oder geöffnet wird. Der Inductionsstrom, der als secundärer Strom 
oder Nebenstrom beim Schliessen eines Hauptstromes (primären 
Stromes) entsteht, lässt sich in folgender Weise bestimmen^). Für 
den primären Strom gilt, wenn dessen Leiter von fester Form und 
in Folge dessen die Potentiale ZT^ und F, die für die Inductions- 

coefficienten y^i "^^ T^i2 gesetzt werden mögen, constant sind, 

die Gleichung der potentiellen Energie (§ 131 d) 

(^1 — B^i;)dt = 2C/; • di^ + V'di^. 

Für den secundären Strom ist die elektromotorische Kraft c^ =» 
und daher ist 

— B^ ' % * dt ^= 2U^ ' d\*^ V ' di^. 

Die Intensität i^ des Inductionsstromes im secundären Leiterkreise 
hat nur einen endlichen Wert, solange d\ einen gewissen Wert hat, 
d. h. solange unmittelbar nach SchUessen des Hauptstromes dessen 
Intensität wächst. Sobald i^ constant geworden ist, wird d\ =^ 
und damit auch ig = 0. Die Gleichung e^ = B^- \ bestimmt dann 
den grössten Wert, bis zu welchem die Stromstärke i^ wächst. 

1) J. Stefan, Wiener Acad.-Ber. Bd. 64. S. 210. Siehe auch meine Schrift 
über das Energieprincip in d. El. S. 169. 

2) J. Stefan, Wiener Acad.-Ber. Bd. 64. Heft 1 und 2. S. 207. 

Jannschke, Erhaltung der Energie. 27 
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Aus der Gleichung für die Intensität i^ folgt zugleich^ dass das 
Vorzeichen von i^ stets negativ ist, wenn di^ positiv ist, d. h. während 
des Anwachsens des Hauptstromes ist der Inductionsstrom dem Haupt- 
strome entgegengesetzt gerichtet. 

Die Elektricitätsmengen, welche im Haupt- und Nebenstrome 
während des Schliessens des ersteren durch je einen Querschnitt 

fliessen, sind gegeben durch die respectiven Summen fi 'dt=Q, 
Aus den vorstehenden Gleichungen erhält man dafür 

Hierin sind die Anfangswerte i^ = i^ = 0, 
Für den secundären Strom ist 



^2 



•Js dt^R^'Q^^- (2U, H+V' i,). 



Die Verwendung der von der Stromquelle gelieferten Energie ergibt 
sich aus den obigen allgemeinen Gleichungen, indem man die für den 
primären Strom mit i^ und die für den secundären Strom mit ^ 
multipliciert. Man erhält far den primären Strom 

Je, . i, . dt =Jlk ' ii • ^i + 2J7i • A • di, + V-fh ' di^ • 
Demnach wird 

I e, ' i, - dt = R, . ji^'dt-^U^'i^-\'V'ji,'di^, 
Für den secundären Stromkreis wird analog 

= JRg .y'v . e?^ + C^, . V + y-fh • di^. 

Wenn man die Summierung auf die Zeit ausdehnt, bis i, wieder 
constant und ^^=0 wird, so ist für diese Zeit TJ^- i^ = Q und 
F- ij • »2 = 0; durch Addieren der Gleichungen fiir beide Stromleiter 
erhält man 

Je, . i, dt = R, . K*. dt + R^' j i^^ dt + 11- i,% 

d. h. aus der Energie der Stromquelle des primären Stromes ist sowohl 
die Wärme des Hauptdrahtes als auch die des Nebendrahtes und 
ausserdem noch das Potential der ersteren Leitung auf sich selbst 
erzeugt worden. 

d) Beim Schliessen und Öffnen eines Stromes werden auch 
im eigenen Stromleiter Ströme induciert, welche Extraströme ge- 
nannt werden. Die nähere Bestimmung derselben ergibt sich wieder 
aus den allgemeinen Gleichungen. Da wir hier nur einen Strom- 
kreis betrachten, so gilt für denselben 
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(e — Bi)dt = 2U'di 



und darnach 



B ji M = R .. Ö.= A • dt — 2Ujdi, 



also die Elektricität 

Beim Schliessen des Stromes ist zu Anfang io = und *"« = i; 

nach einer kurzen Dauer t der Strömung wird *= »■ • Di© Elek- 

tricitatsmenge Q, welche während des Schliessens durch einen Quer- 
schnitt geflossen^ ist 

e-«('-¥)-M'-¥)- 

Der Subtrahend in der Klammer entsteht aus dem GKede mit 
der Änderung di der Stromintensität und entspricht demnach dem 
Einflüsse des Extrastromes; beim Schliessen der Leitung vermindert 
also der Extrastrom die durch einen Querschnitt strömende Elektri- 
cität, der Extrastrom kreist dem Hauptstrome entgegen. Durch welche 
Arbeitsleistung der Extrastrom veranlasst wird, ersieht man, wenn 
man die allgemeine Gleichung mit i multipliciert. Man erhält 



B 



. fi^ . dt = /c idt — 2U'fi . di =fe • i • dt— U{in^ — i^^). 



Für den Schliessungsstrom ist Iq = und die Gleichung lehrt, 
dass die Wärmeentwickelung im Stromleiter gleich ist der Diflferenz 
der Ton der Stromquelle gelieferten Energie und dem Potentiale des 
Stromes auf sich selbst. Dieser Energieverlust im Leiterkreise, der 
durch das Potential des Stromes bestimmt wird, entspricht dem gegen 
den Hauptstrom gerichteten Extrastrome. Das Potential gewinnt 
hiemach augenscheinlich die Bedeutung einer Energie. Nach der 
Theorie der Verschiebung ist es die potentielle Energie des elastischen 
Raummediums, mit welcher das Stromfeld auf andere Ströme oder 
Magnete einzuwirken vermag. Die bezügliche Energie ist von der 
Stromquelle zu liefern und wird die Arbeitsleistung des Stromes im 
Leiter um diesen Betrag vermindert. Bis das Potential vollständig 
erzeugt, das Feld magnetisiert ist, hat der Extrastrom beim Schliessen 
sein Ende erreicht und die Strömung entspricht dem Ohm'schen und 
Joule'scben Gesetze. 

Der Extrastrom beim Offnen eines Stromkreises bestimmt 
sich durch Einführung der entsprechenden Grenzen (nämlich i^ === i 
und in = 0) in die vorstehenden Summenformeln für die Elektricitäts- 
menge und die Arbeit im Stromkreise. Man erhält 

27* 
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e-4+¥)-i('+^) 



und 



R. Ci^-dt= fe-i-dt+U-i^. 



Beim Offiien des Stromkreises hat demnach der Extrastrom eine 
Vermehrung der in einer bestimmten Zeit durch einen Querschnitt 
stromenden Elektricitat zur Folge; man schliesst daraus, dass der 
Eztrastrom mit dem Hauptstrome in gleicher Richtung fliesst. Der 
Extrastrom beim Öflfnen des Stromes hat auch eine Vermehrung der 
Wärmeentwickelung im Leiter zur Folge, deren Arbeitswert durch 
das Potential des Stromes auf sich selbst gemessen wird. Die poten- 
tielle Energie des magnetischen Feldes wird beim Aufhören des 
Stromes wieder gewonnen, indem sie im Leiter in Wärme ver- 
wandelt wird. 

Aufg, L Auf einer Buhmkorff'schen Inductionsspule sind 100 km 
dünner Draht aufgewickelt; derselbe gibt 15 cm lange Funken (40000 Volt); 
der Durchmesser der äussersten Schichte beträgt 14 cm. Wie gross ist die 
Potentialdifferenz, welche zwischen zwei möglichst nahegelegenen Punkten 
zweier aufeinander folgenden Windungen herrscht? — (Die Potentialdifferenz 
auf die ganze Drahtlänge von 10' cm ist 40000 Volt; auf eine Draht- 
windung von 14« cm entfällt 14?« • 4 • 10"* = 0176 Volt.) 2. Ein 
kreisförmiger Bahmen von 30 cm Kalbmesser mit 9 Drahtwindungen wird 
um einen verticalen Durchmesser 16 mal in der Secunde gedreht. Die 
entstehenden Wechselströme werden durch einen Stromwechsler gleich ge- 
richtet. Die Korizontalcomponente des Erdmagnetismus ist 0*208 Dyn. 
Wie gross sind die elektromotorische Kraft und die Stärke des Inductions- 
stromes? Der Widerstand des Drahtes = 0*06 Ohm. — 

(je;— 16 • 2 • 30^ . TT • 9 • 0-208 = 169371 absol. Einh. = 00016937 Volt. 

i = E/B = 002823 Ampere.) 

8. Auf einen ringförmigen Eahmen ist ein Draht in 18 Windungen auf- 
gewickelt; derselbe hat 15 cm Halbmesser und kann um eine verticale 
Achse gedreht werden. Der Widerstand des Drahtes beträgt 0*04 Ohm. 
Welche elektromotorische Kraft und welche Stromstärke kaim in ihm 
durch Rotation im erdmagnetischen Felde erzeugt werden, wenn die 
Horizontjilcomponente == 0*2 Dyn ist und der Eahmen mit der Geschwin- 
digkeit. © = 8 (Zahl der Umdrehungen) rotiert? — 

(JR; = 2 • TT • 1 5^ • 0-2 • 1 8 • 8 = 407 14 elektromagn. Einh. = 00004072 Volt 

und i = 0*01018 Ampere.) 4. Ein kreisförmiger Bahmen von 14 cm 
Halbmesser und 8 Windungen macht 100 Umdrehungen in der Secunde; 
das homogene magnetische Feld hat eine Stärke von 0'2 Djn und der 
inducierte Strom soll eine Intensität von O'OOl elektromagn. Einheiten 
a=» O'Ol Ampere besitzen; welchen Widerstand muss der aufgewundene 
Draht haben? — (1*238 • 10* elektromagn. Einh. = 1-238 Ohm.) 5. Ein 
Metallstab von 3 m Länge ftlllt gleichförmig mit 200 cm Geschwindigkeit 
an einem Orte, wo die Horizontalcomponente des Erdmagnetismus 0'2 Dyn 
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beträgt; der Stab behält immer seine horizontale Richtung bei. Welche 
elektromotorische Kraft wird im Stabe erzeugt? — 

(E = 0-2 • 200 • 300 = 12000 elektromagn. Einh. = 0*00012 Volt.) 

[B. Weber.] 6. Ein Transformator überfuhrt die elektrische Energie 
eines Hauptstromes fast vollständig auf den inducierten Nebenstrom; in 
welcher Beziehung stehen die elektromotorischen Kräfte und Widerstände 
beider Ströme? — (Aus E^i^ = E^i^ folgt E^^ :E^^ = B^:B^ .) 

§ 136. Hagnetelektrische und dynamoelektrisclie HascUnen. (Pixii 
1831, Gramme 1871, Hefiier-Alteneck 1871.) Die magnetoelek- 
trische und elektrodynamische Induction wird benutzt, um mittelst 
Maschinen elektrische Ströme zu erzeugen. Je nachdem man es dabei 
mit der einen oder der anderen Art Induction zu thun hat, heissen 
die Maschinen magnetelektrische oder dynamoelektrische Maschinen. 
Beide beruhen auf demselben Principe, nämlich durch Bewegung 
eines geschlossenen Stromleiters im magnetischen Felde Inductions- 
ströme zu erzeugen. Bei den magnetelektrischen Maschinen wird 
das Feld von permanenten Magneten, bei den Dynamomaschinen 
von Elektromagneten erzeugt. Bei den letzteren wird der Strom der 
Maschine selbst dazu benutzt, um durch die Umwickelung des Elek- 
tromagnetes geführt zu werden. Nach dem Energieprincipe folgt 
sofort, daiss die Leistungsfähigkeit des erzeugten Stromes ihr Äqui- 
valent in der Arbeit hat, welche zur Bewegung des Leitersystems im 
magnetischen Felde verbraucht wird. Die bezüglichen Entwickelungen 
sollen an dem einfachsten Repräsentanten einer magnetelektrischen 
Maschine, nämlich an der Faraday'schen Scheibe durchgeführt werden. 

Dieser Elektromotor ist nach demselben Principe wie das Barlow'sche 
Rad construiert und wird in der umgekehrten Weise wie dieses be- 
nutzt. Wir denken uns eine Metallscheibe im gleichförmigen Felde 
um eine Axe rotieren, welche mit der Richtung des Feldes parallel 
ist. An den Umfang der Scheibe sei an einen Punkt eine federnde 
Platte leicht angelegt und ein Leitungssystem verbinde die Platte mit 
der Rotationsaxe der Scheibe. Durch die Rotation der Scheibe im 
magnetischen Felde wird ein Inductionsstrom erzeugt, dessen elektro- 
motorische Kraft E und dessen Intensität i sei. Die Arbeit der 
Drehung der Scheibe im Felde findet ihr Äquivalent in der Energie 
E'i der durch Induction getrennten Elektricitäten, welche im Strome 
sich wieder vereinigen. Der Strom wird stationär, wenn die Energie 
E'i der im Leiter entwickelten Wärme gleich geworden ist, bis man 

also hat 

E'i = i^'B oder E=i'B. 

Wie beim Barlow*schen Rade ist die Arbeit für die Drehung des 
Radius, durch welchen eben der Strom fliesst, um den kleinen Winkel 
rfy respective die Sectorfläche dS (§ 129) 
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Daraus wird die Arbeit in einer Secunde erhalten^ wenn man dW 
durch die Zeit dt der betreflFenden kleinen Drehung dividiert; die 
Arbeitsleistung ist dann der Energie des Stromes äquivalent. Daher ist 

dt dt 2 

Setzt man för die Winkelgeschwindigkeit -^ = (Oy so erhalt man für 
die elektromotorische Kraft der Maschine 

JE? = Y • jP • r* • ß> . 

Dieselbe ist also gegeben durch das halbe Product aus der Stärke 
des Feldes^ dem Quadrate des Radius und der Winkelgeschwindigkeit 
der rotierenden Scheibe. Das Quadrat des Badius ist der Fläche und 
die Winkelgeschwindigkeit der Zahl der Umdrehungen der Scheibe 
in der Secunde proportional. 

Dasselbe Resultat gilt auch^ wenn man die Scheibe zwischen 
den Polen eines Hufeisenmagnetes oder zwischen den Armaturen 
zweier Elektromagnete rotieren lässt. Mit dieser letzteren Anordnung 
hat Le Roux so kräftige Ströme erhalten^ dass starke Funken zwischen 
Scheibe und Feder übersprangen. 

Wie bei der Faraday'schen Scheibe ist auch bei anderen magnet- 
elektrischen Maschinen die elektromotorische Kraft E der Tourenzahl 
n der Maschine proportional und kann durch E^=nE^ wiedergegeben 
werden. Bei constanter Geschwindigkeit verhalten sich solche Ma- 
schinen genau so wie eine gewöhnliche Volta'sche Batterie; sie sind 
stets imstande^ in einem metallischen Kreise einen constanten Strom 
zu erzeugen. 

Dies ist aber nicht immer der Fall bei den Dynamomaschinen. 
Bei diesen hängt die Intensität der Magnete respective die des mag- 
netischen Feldes von der Stromstärke selbst ab und E lässt sich aus- 
drücken in der Form E = Ä* n • i, wenn Ä eine von der Form der 
Maschine abhängige Constante bedeutet. 

Für den constanten Strom gilt dann nach dem Joule'schen Gesetze 

JE? • i = w • -4. • i* = ** • JB . 

Bevor die Intensität den constanten Wert i erreicht, muss die Energie 
der Stromquelle respective die Arbeit der Maschine grösser sein, als 
die Wärmeentwickelung im Stromleiter; daher muss während des 
Anlassens der Maschine ^ ._ ^ .« 

oder A ^ r> 

n - A> E. 

Nur wenn diese Bedingung erfüllt ist, kann die Maschine einen Strom 



§ 136—137.] X. Volta- und Magneto-Induction. 423 

TD 

erzeugen und unterhalten. Für jeden Wert von w > 5- wird di« 

Stromintensität schnell wachsen, bis der Widerstand des Kreises in- 
folge der entwickelten Wärme den Wert nÄ erreicht hat. 

Die magnetelektrischen Maschinen und Dynamomaschinen werden 
in der Praxis allgemein zur Stromerzeugung verwendet; so zum elek- 
trischen Licht, zur Galvanoplastik, bei der Telephonie, zur Kraft- 
übertragung etc.-^). 

§ 137. Elektrisclie Schwingungen. Das Vorhandensein elektri- 
scher Schwingungen wurde durch Versuche zuerst von Feddersen 
(1859) nachgewiesen; derselbe beobachtete die Funkenentladung einer 
Leydener Flasche in einem rotierenden Spiegel und fand, dass das 
Bild bei grossem Luftwiderstande aus Lichtlinien bestand, — jede 
Partialentladung lieferte eine solche Linie von entsprechender Stärke — , 
bei geringem Widerstände aber aus Lichtperlen, die gleich weit von 
einander entfernt waren und elektrischen Schwingungen entsprachen. 
Das Gesetz dieser Erscheinung kann mittelst des Energieprincipes 
gewonnen werden. 

Wird ein Condensator, von dem eine Belegung das Potential V und 
die andere Belegimg das Potential Null besitzt, durch einen Leitungs- 
draht entladen, so wird die elektrische Energie des Condensators 
V' i ' dt dazu verwendet, in dem Drahte die Wärme i^ - R - dt und 
die potentielle Energie des Entladungsstromes zu entwickeln; daher ist 

V'i'dt^^^'B'dt-^-i- Ldi 
und 

Die Stromstärke i ergibt sich aus dem Potentiale V und der Capacität 
C des Condensators; ist nämlich die elektrische Ladung (7F, so ändert 
sich dieselbe in der Zeit dt um 

C'dr= -i'dt. 
Daraus ist 

Setzt man hierin für V den vorhergehenden Wert ein, so erhält man 
die Gleichung 

Eine Lösung dieser Gleichung ist 

L Vlc Vlcj 

1) Eine eingehende Theorie der elektrischen Maschinen siehe in Wallentinft 
modemer El. S. 426 ff. 
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Die Stromstärke ändert sich also mit den periodischen Functionen 

sin und cos von tj^LG^ und wird, da der Exponent von e negativ 
ist, mit wachsender Zeit t immer kleiner. Die Schwingungsamplitude 
ist proportional e^^'/*^. Die Schwingungsdauer folgt aus der Glei- 
chung T/yLC = 27C] sie ist also 

r=2Äyrc; 

die Schwingungszeit wächst demnach proportional der Quadratwurzel 
aus dem Selbstinductionscoefficienten und der Capacität des Con- 
densators. 

H. Hertz benützte (1888) zur Erzielung sehr schneller elektrischer 
Schwingungen einen iSinkeninductor, von welchem die Enden des 
dünnen Nebendrahtes zu zwei Conductoren führen, deren jeder aus 
einer Eupferstange mit einer grossen Kugel am äusseren Ende und 
einer kleinen Entladungskugel in der Mitte des Apparates besteht. 
Für den elektrischen Strom längs der Conductoren von einer grossen 
Kugel zur anderen gilt vorstehende für den Entladungsdraht eines 
Gondensators aufgestellte Gleichung. Durch Einführung der Capacität 
der grossen Kugeln und des Selbstinductionscoefficienten des Leiters 
erhielt Hertz die Schwingungsdauer und die entsprechende Wellen- 
länge in der Luft. Die Schwingungsdauer ist um so kleiner, je kleiner 
die Dimensionen der Metalltheile sind. Die Versuchsanordnung wurde 
von Lecher verbessert. 

Die rasch aufeinander folgenden Ströme erregen in ihrem Felde 
elektromagnetische Kräfte, die mit den Strömen wachsen und ver- 
schwinden. Hertz hat mittelst eines secundären Leiters (des „elektri- 
schen Resonators^^ die Ausbreitung dieser Kräfte im Felde genau 
untersucht und ist zu einem sehr interessanten, hochwichtigen Resul- 
tate gelangt. Der secundäre Leiter besteht aus einem Drahtkreise, 
der an einer Stelle durch eine kleine Funkenstrecke unterbrochen ist. 
Wird die Ebene desselben normal zur Fortpflanzungsrichtung der 
elektromagnetischen Erregung im Felde gehalten, so machen sich 
elektrische Verschiebungen längs des Leiters geltend, es entstehen 
elektrische Strömungen und bei hinreichender PotentialdiflFerenz an 
den Drahtenden auch kleine Funken. Verschiebt man den secundären 
Leiter, so kann man das Vorhandensein von elektrischen Wellen nach- 
weisen, nachweisen, dass diese Wellen denselben Gesetzen folgen wie 
andere Wellen (§§ 54, 55, 56). Bei stehenden Wellen treten an der 
Stelle der Schwingungsknoten keine Fünkchen auf, wohl aber in der 
Nähe der Bäuche. 

Hertz hat aus der berechneten Schwingungsdauer und aus der 
gemessenen Wellenlänge die Fortpflanzungsgeschwindigkeit berechnet 
und gefunden, dass dieselbe der Lichtgeschwindigkeit gleichkonmit. 
Mit Hilfe von parabolisch gekrümmten Hohlspiegeln hat er auch 
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das Beflexionsgesetz^ mit Hilfe solcher Spiegel und eines dazwischen 
gestellten Asphaltprismas die Brechung, und mittelst eines Gitters 
aus parallelen Metallstäben die Polarisation nachgewiesen. Sind 
die Drähte des Gitters parallel mit dem primären Leiter, so werden 
die elektrischen Schwingungen absorbiert, sie treten nicht durch das 
Gitter hindurch; wird das Gitter aber in seiner Ebene um 90® ge- 
dreht, so geht die elektrische Welle hindurch. Die elektrischen 
Schwingungen erfolgen also parallel der Stromrichtung. 

Aus den Versuchen folgt, dass die elektrische Kraft sich nach 
denselben Gesetzen ausbreitet, wie die strahlende Wärme und das 
Licht. 

In der Elektricitätslehre werden die elektrischen Wellen zur Be- 
stimmung der Dielektricitätsconstanten und zur Erklärung der Er- 
scheinungen in den Geissler'schen Röhren (nach £. Wiedemann und 
Ebert) verwendet. 

§ 138. Haxwell-Hertz'sche Grundgleicliungen des elektromagneti- 
sehen Feldes, a) Wenn in einem Leiter ein elektrischer Strom fliesst, 
so erzeugt derselbe rings um sich ein elektromagnetisches Feld. Ist 
das Medium isotrop, so treten parallel zur Stromrichtung elektrische 
Kräfte, elektrische Verschiebungen, und normal dazu magnetische 
Kräfte auf. Die betreflfenden Kräfte machen sich durch Inductions- 
wirkungen geltend. Maxwell und Hertz haben die Beziehungsglei- 
chungen zwischen den elektrischen und magnetischen Kräften auf- 
gestellt und gezeigt, dass dieselben als Grundgleichungen für alle im 
elektromagnetischen Felde vorkommenden Erscheinungen zu betrachten 
seien. 

Behufs Ableitung der Gleichungen unter einfachen Bedingungen 
betrachten wir ein Flächenelement dxdy im Felde; auf demselben 
stehen Ndxdy magnetische Kraftlinien normal auf. Nun bestinmien 
wir die Kräfte eines Inductionsstromes, der längs des Umfanges er- 
zeugt werden könnte^). Zu diesem Zwecke denken wir uns eine 
Elektricitätseinheit längs des Umfanges des Flächenelementes fort- 
bewegt. Die Kraft längs einer Seite dx sei X, längs der gegenüber- 
liegenden Seite X-\'(dX/dy)dy, femer längs einer Seite dy gleich Y 
und auf der gegenüberliegenden Seite F-f- {dY/dx)dx. Die Arbeits- 
leistung ist alsdann für eine Bewegung im entgegengesetzten Sinne 
des Uhrzeigers 

oder 

1) Siehe meine Schrift über den Ätherdruck S. 42; 1892. 
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Diese Arbeit ist gleich der auf die Zeiteinheit entfalleiiden Änderung 
der darch die Flache dx - dy hindurchgehenden magnetischen Eraft^ 
linien, also im magnetischen Masse 

dN_dX dY 
dt dy dx 

Analog gelten nach den Achsenrichtungen X und T des gedachten 
Coordinatensystemes für die magnetischen Knifte L und M 

dL_dY dZ 
dt dz dy 

und 

ä^_dZ _dX 

dt dx^tyf^dz 

Ist die magnetische Inductionsconstante nicht gleich Eins, so 
sind die magnetischen Kräfte noch mit dieser Constanten (t zu mul- 
tiplicieren. 

Für die elektrischen Kräfte gewinnen wir die Werte, wenn 
wir um eine elektrische Krafkströmung, zunächst etwa um die Rich- 
tung der X-Achse einen Einheitspol bewegt denken. Derselbe werde 
längs des Umfanges des Rechteckes dydz geführt. Ist die Kraft 
längs einer Seite dy gleich M^ so ist sie längs der gegenüberliegen- 
den Seite M -\- {dM/dz) dz'^ die Kraft längs dz sei N und längs der 
gegenüberliegenden Seite N -}- (dN/dy)dy, Die Arbeit bei der Be- 
wegung des Einheitspoles im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers, 
von der positiven X-Seite betrachtet, ist 

dW= — Mdy + Ndz + [m+ ^dz)dy—{N+ ^-dy)dz 
oder 

Diese Arbeit ist im elektromagnetischen Masse (§ 126) gleich AtcIj 
oder wenn wir i durch die Elektricitätsmenge q - dy - dz^ nämlich 
durch (dq/dt)dy ' dz ausdrücken und die elektrische Verschiebung 
der elektrischen Kraft X proportional setzen, =k{dX/dt)dydz] und 
damit erhält man für die elektrische Kraft 

i^dX^dM dN 

dt dz dy 

und analog 

jdY^dN dL 

dt dx dz 
und 

jdZ ^dL dM 

dt dy dx 

Beide Qleichungsgruppen für die elektrischen und magnetischen Kräfte 
können nun z. B. dazu verwendet werden, die Gleichungen für die 
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elektrischen Wellen zu ermitteln. Man hat zu diesem Zwecke nur 
die magnetischen Ei^fte zu eliminieren und erhält die Gleichungen 
für transversale elektrische Wellen in völliger Übereinstimmung mit 
den Versuchen von Hertz. Auch Biot-Savarts Oesetz lässt sich daraus 
gewinnen. 

b) Eine mechanische Deutung der gewonnenen Grundglei- 
chungen ergibt sich aus den §§ 52 b und 125. In § 52 b wurde nach- 
gewiesen^ dass das 61eichungssystem für die Kräfte im elastischen 
Felde in die Maxwell -Hertz'schen Gleichungen übergeht, wenn man 
die elastischen Kräfte nicht der relativen Verschiebung d|, son- 
dern der absoluten Verschiebung | der Raumelemente proportional 
setzt. Diese Verschiebung kann man auf eine Polarisation der Mole- 
cüle beziehen, die durch eine Oberflächenverschiebung erreicht gedacht 
werden kann; demnach dürfen die eigenen elastischen Kräfte der 
Raumelemente, die Kräfte des Selbstpotentials der Molecüle 
als elektrische Kräfte betrachtet werden. (Vgl. §§ 53 und lOOe.) 

Im Sinne der mechanischen Deutung der elektromagnetischen 
Kräfte nach § 125 kann man die Beziehung zwischen den elektrischen 
und magnetischen Kräften in folgender einfachen Weise gewinnen. 

Bewegt sich eine Elektricitätsmenge q (Fig. 91) in der Richtung 
y mit der Geschwindigkeit oj, so ist die drehende Kraft f in einem 
Elemente Ä des Feldes 

Fig. 91. 

f = , = -~ oj a t • sm a 

und das Drehungsmoment, beziehungsweise die 
demselben proportionale magnetische Kraft, 

r* r' dx 

Hierin ist q/r^ die elektrische Kraft auf die 

Elektricitätseinheit in Ä] setzt man caqdt/r^ der 

zu y parallelen elektrischen Verschiebung in Ä 

proportional, so entspricht mqdt sin a/r^ der Verschiebung längs f. 

Bezeichnet F die Kraft dieser Verschiebung, so kann man setzen 

N=¥F. 
Daraus folgt 




und 



'dt—'^ 'dF'\rtJ — ^^w 

dN 
dr 



dt \dr/ V dt 



Zu dem Werte für F gelangt man auch, wenn man filr die durch 
das Biot-Savart'sche Gesetz gegebene magnetische Kraft N die Ände- 
rungen nach der Zeit und der Entfernung direct berechnet und daraus 
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die gemeinschaftliche Function F erschliessi. Die phyRikaliftche Be- 
deutung lasst sich ausser der angegebenen Weise nodi wie folgt an- 
geben: qmdt sin a ist das zu r normale Verschiebungsmoment Ton qi 
nur dieses wirkt elektromagnetisch« Es wird relatiT ersetzt durch 
das Verschiebungsmoment qadtfiUiajf^ in A, und diesem proportional 
ist F. 

Die beiden letzten Werte stimmen der Form nach mit den obigen 
allgemeinen Gleichungen uberein, wenn man diese entsprechend spe- 
cialisiert. t? ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
und magnetischen Erregungen« Seine Bedeutung geht auch aus der 
Gleichung f£Lr die elektrischen Schwingungen hervor, welche durch 
Elimination der magnetischen Kraft gewonnen wird; man erhalt dafür 

rfVF_j_ rf«F 

dr* "" V* ' dt* ' 

Die Gleichung entspricht transrersalen Schwingungen, beziehungsweise 
transyersalen Wellen. In der Form von solchen Wellen pflanzen sieh 
die elektrischen Kräfte im Felde fort. Für die magnetischen 
Kräfte erhält man eine Gleichung von derselben Form, und daher 
pflanzen sich auch diese durch transversale Wellen mit gleicher (je- 
schwindigkeit fort. 

c) Die Energie der elektrischen und magnetischen Verschie- 
bungen lasst sich in ähnlicher Weise wie die einer elastischen Ver- 
schiebung berechnen (§ 53). Wir setzen die Verschiebungsarbeit 
gleich dem Producte der Verschiebung in die wirkende mittlere Kraft, 
die der Verschiebung selbst proportional ist, ftlr die elektrische 

Verschiebung also yK^^ ^^^ ^^ ^® magnetische yP^i^- — 

F und N seien beziehungsweise die elektrischen und magnetischen 
Kräfte. Die Grösse 4:jck^ bedeutet die Dielektricitätsconstante (§ 100), 
für die kurz k gesetzt werden soll; und 4^^^ ist die magnetische In- 
ductionsconstante, die kurz fi heissen mag. Dafoit werden die beiden 
Arbeitswerte kF^ßit und ^NySit. 

Mit Benützung der Componenten X, Y, Z der elektrischen Kraft 
und der Componenten i, M, N der magnetischen Kraft ist die Energie 
für eine Baumeinheit 

Das Theorem von der Fortpflanzung der Energie und den Beziehungen 
der Fortpflanzungsrichtung zur Richtung der elektrischen und mag- 
netischen E^räfte wurde von Poynting behandelt^). (Vgl. hierzu das 
Capitel über Doppelbrechung des Lichtes.) 

1) J. G. Wallentin, Festschrift zur Philologenversammlung in Wien 1893. 
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§ 139. Elasticitätstlieorie. Mit Ausnahme von Aristoteles und 
vielleicht noch Leonardo da Vinci und Galilei hielten die Gelehrten 
bis zum 17. Jahrhunderte das Licht für einen unwägbaren Stoff ^). 
— Erst nachdem Hooke (1635 — 1703) und die Jesuiten Paradies 
(1636 — 78) und Ango (1682) das Licht verglichen hatten mit einer 
Bewegung des Pendels und mit den Wellen, welche durch einen ins 
Wasser geworfenen Stein entstehen, legte Huygens durch seine 
Feststellungen (1683 und 1690), dass das Licht eine moleculare 
Vibrationsbewegung und der Äther der Träger der Lichtschwin- 
gungen sei, und femer durch das nach ihm benannte Princip der 
einhüllenden Wellen den Grund zu der heute allgemein anerkannten 
Wellentheorie oder Undulationstheorie. 

Gegenüber der von Newton (1642 — 1727) vertretenen Emissions- 
hypothese arbeiteten Euler, Young und Fresnel an der Vollendung 
einer sicheren Basis für die Wellentheorie. Euler lehrte den Ver- 
gleich zwischen Licht und Schall; er erkannte die Periodicität der 
betreflfenden Schwingungsbewegungen und die Analogie zwischen Ton- 
höhe und Farbe; er zeigte durch sinnreiche Vergleiche zwischen 
Farben dünner Blättchen und Tönen von offenen Röhren, dass die 
Farben gleichwie die Töne in der Wellenlänge beziehungsweise 
in der Schwingungszahl begründet seien, dass dem rothen Lichte 
die tiefsten Töne (die längsten Wellen), den blauen und violetten 
Farben die höchsten Töne (die kürzesten Wellen) entsprechen. 
Young war der Erfinder des Interferenzprincipes und Fresnell voll- 
endete den Ausbau des Fundamentes durch eine glückliche Verbindung 
des Principes der einhüllenden Flächen mit dem Interferenzprincipe 
sowie durch die Annahme transversaler Lichtschwingungen; er zer- 
störte zugleich endgiltig das durch zahlreiche Nebenannahmen gross 
gewordene Gebäude der Emissionstheorie. — Nachdem nämlich durch 
Spiegelversuche und durch Experimente mit dem Interferenzprisma er- 
wiesen war, dass zwei Lichtstrahlen mit entsprechenden Phasenunter- 



1) Verdet, Vorlesungen über die Wellentheorie des Lichtes. Deutsche Be- 
arbeitung von Prof. Dr. Karl Exner. I. Bd. S. 9 — 26. 
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schieden sich gegenseitig vemichten können, dass also Licht zu Licht 
hinzugefügt Dunkelheit zu erzeugen imstande ist^ konnte nicht weiter 
geglaubt werden, dass das Licht ein Stoff sei; es musste fortan ab 
Thatsache angenommen werden, dass das Licht in einem Bewegungs- 
zustande begründet sei. Die Undulationstheorie ist seither mit 
grossem Aufwände von Genialitat ausgebaut und zur Erklärung der 
Fortpflanzung, der Beugung, der Reflexion, der Polarisation, der ein- 
fachen und doppelten Brechung verwertet worden. 

Da diese Theorie das Licht als einen BewegungszustlEuid der 
Theilchen eines im Baume überall ausgebreiteten Mediums erklärt, so 
stützt sie sich selbst auf die Principien der Mechanik. Von ganz 
besonderer Bedeutung unter diesen ist auch für die Optik das Princip 
der Erhaltung der Energie. Dasselbe lehrt die Leistungs< 
fähigkeit der bewegten Massentheilchen und stellt das Licht als 
eine lebendige Kraft oder kinetische Energie dar; es zeigt die 
Ursache respective die Äquivalenz dieser Bewegungsenei^e in der 
Arbeitsleistung einer potentiellen Energie, welche durch den Beleuch- 
tungsprocess der Lichtquelle zur Auslösung gelangt. In mathematischer 
Form gibt das Energieprincip meist sehr einfach die genauen Gesetze 
der Ausbreitung und der Intensität des Lichtes. 

§ 140. Elektromagnetische Lichttheorie. (Maxwell 1861.) a) Er- 
scheinungen. In den letzten Jahrzehnten sind eine Reihe von Er< 
scheinungen bekannt geworden, welche auf eine innige Beziehung 
zwischen Licht und Elektricität hinweisen. Faraday entdeckte (1845), 
dass jede durchsichtige Substanz in einem magnetischen Felde die 
Polarisationsebene eines Lichtstrahles zu drehen, nämlich die Licht- 
schwingungen aus ihrer Richtung abzulenken vermag. Die Ablenkung 
erfolgt bei den meisten magnetischen Körpern im entgegengesetzten 
Sinne desjenigen Stromes, der das magnetische Feld zu erzeugen im- 
stande wäre. Zu den Versuchen benützt man einen starken Elektro- 
magnet von RuhmkorflF, in welchem der Eisenkern hohl ist, und 
dessen Höhlung von polarisierten Lichtstrahlen durchsetzt wird. Eine 
besonders starke Drehung erhält man mittelst eines aus Bleiborsilicat 
bestehenden schweren Glases und auch mit Schwefelkohlenstoflfflüssig- 
keit. Kundt führte (1884) den Nachweis, dass eine dünne durch- 
scheinende Eisenscheibe, normal zu den Kraftlinien eines magnetischen 
Feldes gehalten, die Polarisationsebene eines Lichtstrahles nach der 
Seite dreht, nach welcher der magnetisierende Strom fliesst. Kerr 
beobachtete (1876), dass die Polarisationsebene eines polarisierten 
Lichtstrahles, der von einem Magnete reflectiert wird, ebenfalls ge- 
dreht wird, 

Becquerel construierte (um die Mitte dieses Jahrhunderts) photo- 
elektrische Elemente, indem er zwei mit frischem Niederschlag von 
Silberchlorür überzogene Silberplatten in einem mit Wasser gefüllten 
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öefässe aufstellte und die eine Platte belichtete. Die Zusammen- 
stellung wurde von Bömstein, Kalischer, HaUwachs u. a. verbessert. 

WiUoughby Smith machte (1875) die Entdeckung, dass Selen 
unter dem Einflüsse des Lichtes den elektrischen Leitungswiderstand 
bedeutend vermindert. Darauf gestützt haben Graham Bell und 
Summer Selenzellen construiert, die zur Construction des Photo- 
phons benützt wurden. 

Im Jahre 1875 machte Kerr die Entdeckung, dass Qlas eine 
wirkliche Spannung erleidet, wenn es einer elektrostatischen Spannung 
unterworfen wird, und dass das Glas in diesem Zustande Doppel- 
brechung hervorruft. Bei den betreflfenden Versuchen wurde in je 
einer Vertiefung zu beiden Seiten der Glasplatte ein Leitungsdraht 
von einer elektrisch geladenen Verstärkungsflasche befestigt. Das 
Glas verhielt sich so, als wenn es sich in der Richtung der elektri- 
schen Kraftlinien ausgedehnt hätte. Andere Isolatoren zeigen ein 
ähnliches Verhalten. 

Hertz beobachtete (1887), dass die Funken eines Inductions- 
apparates eine bedeutende Schlagweite erlangen und einen regel- 
mässigeren Verlauf nehmen, wenn sie belichtet werden. E. Wiedemann 
und Ebert fanden (1888), dass zwischen den Elektroden einer in Be- 
wegung befindlichen Influenzmaschine ein Funkenstrom veranlasst 
werden kann, wenn die negative Elektrode belichtet wird. Elster 
und Geitel zeigten, dass negativ elektrische Conductoren durch Be- 
lichtung entladen werden können; sie fanden, dass die Amalgame des 
Kaliums und Natriums in verdünnten Gasen zu den Versuchen be- 
sonders geeignet seien. Aber auch viele Mineralien lassen sich durch 
Belichtung elektrisch entladen. 

b) Gestützt auf die im Gebiete der Elektricitätslehre ausgeführten 
Untersuchungen und dargelegten Anschauungen Faradays stellte Maxwell 
seine berühmte TheoriQ der Elektricität auf und zeigte, dass die 
Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes (§ 138) auch die 
Gesetze der Lichterscheinungen enthalten; die damit begründete Theorie 
heisst die elektromagnetische Lichttheorie ^). Dieselbe hat gegen- 
über der bisher gebräuchlichen Elasticitätstheorie Vorzüge, die ihr 
bald die allgemeine Anerkennung verschaffen werden; sie entscheidet 
den nach der elastischen Theorie bestehenden Zweifel, ob die Schwin- 
gungsrichtung eines durch Reflexion polarisierten Lichtstrahles nach 
F. Neumann in der Einfallsebene liegt oder nach Fresnel normal 
dazu steht, durch die Feststellung, dass beide Schwingungsrichtungen 
vorhanden sind, nämlich die zu einander senkrechten Richtungen der 

1) Maxwell, Lehrbuch der Elektricität. Deutsch von Weinstein. A. Hertz, 
Über d. Grundgl. d. Elektrodynamik. Wied. A. 40. P. Volkmann, Vorlesungen 
über die Theorie des Lichtes. 1891. H. Poincar^, Elektricität u. Optik. Deutsch 
von Jäger u. Gumlich. 0. Tumlirz, Elektromagn. Lichttheorie. 1883. 
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elektrischen und magnetischen Schwingungen. Die Grundgleichungen 
geben femer die Grenzbedingungen für die Reflexion und Brechung, 
welche nach Helmholtz mit der Elasticitatstheorie nicht im Einklänge 
stehen. Endlich wird durch Entstehung der Leitungsströme und Ent- 
wicklung Joule'scher Wärme die Absorption und auch die Erschei- 
nung der Farbenzerstreuung erklärt^), für deren Entstehung die reine 
Elasticitatstheorie keinen Grund anzuführen hat. 

Von besonderer Wichtigkeit ist, dass dieselben Gleichungen die 
Erscheinungen der Elektricitat, des Magnetismus, des Lichtes und der 
strahlenden Wärme erklären, und dass die bei den verschiedenen 
physikalischen Phänomenen auftretenden constanten Grössen (Ver- 
hältniss der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, Brechungsexponenten, 
Wurzeln aus der Dielektricitätsconstanten) ziffiermässig gleich sind. 

Die Maxwell'schen Gleichungen (§ 138) enthalten ausser den elek- 
trischen Kräften X, F, Z auch die magnetischen Krafte i, If, JT. 
In der Berücksichtigung dieser liegt ein hauptsächlicher Unterschied 
der elektromagnetischen gegenüber der elastischen Lichttheorie. Die 
Gleichungen ergeben leicht, dass periodisch veränderliche elek- 
trische oder magnetische Zustände der Körper sich im Kraftfelde 
fortpflanzen und daselbst elektrische und magnetische Wellen erzeugen. 
Die Existenz solcher durch rasche Stromunterbrechungen hervorzu- 
rufenden Wellen und deren Fortpflanzung, Reflexion, Brechung und 
Polarisation hat Hertz durch seine berühmten Versuche (Wied. A. 
1889) nachgewiesen. Die elektrischen Wellen verhalten sich demnach 
ebenso wie die Wellen des Lichtes und der strahlenden Wärme; der 
Unterschied kann nur in den Schwingungszahlen der betreffenden 
Wellen zu suchen sein. Die Schwingungszahlen des Lichtes liegen 
innerhalb der Grenzen 1 Bill, und 1000 Bill. Hertz verwendete bis 
100 Mill. Schwingungen^ die durch rasch aufeinanderfolgende Induc- 
tionsströme eines Ruhmkorff erzeugt wurden. 

Auf Grund der Versuche über schnelle elektrische Schwingungen 
wurde von einigen Physikern die Elektricitat überhaupt als ein 
Schwingungszustand des Äthers mit bestimmten Schwingungszahlen 
betrachtet. Die Femewirkung müsste danach durch fortschreitende 
Wellen erklärt werden. Nach der Theorie der Verschiebung ist eine 
solche Annahme nicht nöthig; es genügt bei statischen Zuständen 
im Kraftfelde die behandelte einfachere Annahme, dass die Kräfte 
durch eine Verschiebung des Äthers, die als eine Viertelschwingung 
zur Erreichung einer dauernden Amplitude aufgefasst werden kann, 
entwickelt werden. Die Kraft selbst mag allerdings durch Wirbel 



1) Kolä.cek, Dispersionstheorie. Wied. A. 34 u. 37. Helmholtz, Wied. A. 
Bd. 48. S. 389. Goldhammer Bd. 37. S. 93. Drude Bd. 48 , S. 636 und Drude, 
Physik des Äthers. H. Ebert, Magn. und elektr. Erscheinungen. Wied. A. 1894. 
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geäussert werden, deren Projectionen nach gewisser Richtung hin 
Schwingungen darstellen. 

§ 141. Fortpflanzung des Liclitefi. Wir setzen yoraus, dass im 
Ursprünge eines Coordinatensystems periodisch veränderliche Ather- 
verschiebungen, also Schwingungen der Athertheilchen stattfinden; 
wir nehmen die Verschiebungen rj parallel der F- Achse an und be- 
trachten deren Fortpflanzung längs der X-Achse. In diesem Falle 
sind in den Maxwell'schen Grundgleichungen die elektrischen Ver- 
schiebungen, also auch die elektrischen Kraftcomponenten X=Z=Oj 
femer die magnetischen Kräfte i = Jlf=0; es bleiben nur die 
elektrische Kraft Y und die zur Z-Achse parallele, also zu Y nor- 
male magnetische Kraft N. Die Gleichungen reducieren sich auf. 

folgende Formen 

dY^ dN 

dx ^ * dt 
und 

j^dY^dN 

dt dx 

Durch Elimination folgen leicht die Gleichungen für die Schwin- 
gungen der elektrischen und magnetischen Kraft 

, d^Y d^Y 



und 



dt^ dx^ 

d*N ^ d*N 
dt^ ~ dx^ 



Es kann für Y auch die elektrische Verschiebung rj gesetzt 
werden und die erste Gleichung nimmt die gewöhnliche Form an, 
welche die Elasticitätstheorie für Transversal wellen liefert; es ergeben 
sich demnach auch die für diese Wellen geltenden Folgerungen. Der 
Gleichung genügt der für transversale Wellen giltige Wert 



r = a sin 2ä (^ — yj 



Durch Einführung desselben wird ersichtlich, dass die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der elektrischen Schwingungen (A/T) durch den Wert 

j/l/Ä/Lt bestimmt ist. Die magnetische Kraft JV, welche zur Z-Achse 
parallel ist, folgt denselben Gesetzen; sie ist zur elektrischen Kraft Y 

normal und pflanzt sich mit derselben Geschwindigkeit "j/l/Ä/Lt fort. 
Jeder polarisierte Lichtstrahl besteht demnach aus den zu einander 
senkrechten elektrischen und magnetischen Schwingungen. 

Bezüglich der Constanten ist zu bemerken, dass k mit der Dielek- 
tricitätsconstanten übereinstimmt, ^ ist die Magnetisierungsconstante. 
Da in den verschiedenen Körpern h verschieden ist, während ^ bei 
den meisten Körpern fast gleich, und zwar gleich Eins ist, so sind 

Januschke, Erhaltung der Energie. 28 
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hauptsächlich die elektrischen Eigenschaften der Körper fiir ihr 
optisches Verhalten bestimmend. 

Das gewonnene Gesetz der Lichtwellen gestattet, die Erschei- 
nungen der geradlinigen Fortpflanzung, der Beugung und der ver- 
schiedenen Interferenzen abzuleiten. 

§ 142. Grenzbedingungen. Reflexion und Brechung, a) Die Grenz- 
bedingungen, welche in der Berührungschichte zweier verschiedener 
Medien / und II beim Durchgange des Lichtes in Betracht kommen, 
lassen sich aus den elektromagnetischen Grundgleichungen entwickeln, 
indem man dieselben auf ein Baumelement der Grenzschichte bezieht. 
Die Grenzfläche selbst sei die icy- Ebene. Findet in der Richtung 
der Grenzebene keine plötzliche Änderung der Kraft statt, so müssen 
an jeder Stelle dieser Ebene die elektrischen Kräfte beider Medien 
gleich und die magnetischen Kräfte beider Medien ebenfalls gleich 
sein; also muss 

sein. 

Daraus folgen auch die Bedingungen für die Verschiebungen und 
die Kräfte normal zur Grenzfläche. Zur Bestimmung derselben be- 
nützen wir die Grundgleichungen (§ 138) in den allgemeinen Formen 

dt dx dy 

und 

dN^dT dX 

^ dt dx dy 

Wenden wir jede Gleichung auf beide Mittel an und beachten 
die Gleichheit der bezüglichen Differentialquotienten in beiden Medien, 
so folgt 

Äj • Zj = ÄgZg und ftiiVi = (i^N^ , 

d. h. in der normalen Richtung zur Trennungsebene sind nicht die 
Kräfte, sondern die elektrischen Polarisationen untereinander 
und die magnetischen Polarisationen untereinander gleich. 

Für die Reflexion und Brechung lässt sich unmittelbar das 
in § 57 abgeleitete Gesetz geltend machen. 

Dieselben Gesetze ergeben sich auch aus der vorstehenden Grenz- 
bedingung. Erfolgen die Schwingungen normal zur Einfallsebene, 
also parallel zur Trennungsfläche, und setzt man für die elektrischen 
Kräfte Y die Verschiebungen ij, die von jenen durch einen constanten 
Factor 1/Jc verschieden sind, so hat man die Bedingung 

Dieselbe gilt nicht nur für Elongationen in der Trennungsfläche, 
sondern auch für Elongationen, die in gleich langer Zeit r entstanden 
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Bind. Mit Berücksichtigung dessen lässt sich nach Einführung der 
Werte für ly^, ri^ und ri^ in § 57 die dort angegebene Schlussweise 
auch hierher übertragen, und es ergeben sich so wieder die Gesetze 
der Reflexion und Brechung. 

Die Annahme, dass die Schwingungen eines polarisierten Licht- 
strahles normal zur Einfallsebene erfolgen, entspricht der Fresnel- 
schen Anschauungsweise. F. Neumann nahm die Schwingungen in 
der Einfallsebene an; auch diese Annahme führt zu denselben Re- 
flexions- und Brechungsgesetzen. Die betrejBFenden Schwingungen 
eines polarisierten Lichtstrahles entsprechen nach der elektromagneti- 
schen Lichttheorie den magnetischen Schwingungen. 

b) Aus den Grenzbedingungen erhält man auch die Grösse der 
elektrischen Kräfte für die reflectierte und gebrochene Welle. 

Wir betrachten zur Einfallsebene normale elektrische Schwin- 
gungen und benützen die Grenzbedingungen 

Y^ + Y^=Y^ und L^ + L^ = L^, 

Aus der letzten Bedingung folgt (nach § 138), da X = Z=0 ist, 

dz ' dz dz 

Für die elektrischen Kräfte dreier entsprechenden Punkte in den drei 
Strahlen gilt wegen des gleichzeitigen Schwingungsbeginnes 

TT- cx\ * c\ /* ajsina + j? cos a\ 

Fl = Dl sm 2% [-^ J j, 

xr' cx\ f ' c\ /* a;sina + £f cos a\ 
Fl = Dl Sin 2ä y-^ J j, 

Y^ = % sm 2% y-^ -^ ^j • 

Damach ist 

dY^ r*x 2«C08a Q [t a; sin a + ^ cos a\ 2« cos a ^ 

-^' = y)i —x^ cos 2%\^ ^ ; = ^ . Y^ . 

Hierin ist Y^ ebenfalls eine elektrische Kraft von beliebiger Allgemein- 
heit, die von I^ um ein Vielfaches einer Viertelwellenlänge entfernt 

ist; es darf demnach auch Y^ und die zugehörigen Kräfte Y^ und I^ 
in die Grenzbedingung eingeführt werden. Die oberen XJnterschei- 
dungsstriche dürfen dann wieder fortgelassen werden. Durch Sub- 
stitution der Werte {dYJdz) etc. und Beachtung, dass dz für den 
einfallenden und gebrochenen Strahl gleiche Vorzeichen und für den 
reflectierten entgegengesetztes Vorzeichen haben muss, erhält man 

(^1 - r/)^ cos « = r,^ cos ^ 

oder, weil 

28* 
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Bina 



(Fl — Fl') cos a sin /3 = F^ cos ßsin a. 

Durch Verbindung dieser Gleichung mit F^ + Y^ = F^ folgen leicht 
die Kräfte 

r/=r,?-^fe-"! und r, = r,^32^^. 

1 1 sm (p + «) 81^ (<^ + ft 

In ähnlicher Weise lassen sich die elektrischen Kräfte der Re- 
flexion und Brechung berechnen, wenn die elektrische Kraft J?' in 
der Einfallsebene normal zum Lichtstrahle wirkt. Es sind alsdann 
die elektrischen Kräfte 

X = F cos a und Z = J?' sin a 

und die magnetische Kraft 

dM _ dZ dX 
dt dx dz 

Femer gelten fiir X und Z Gleichungen von der Form 

xr >¥?• ck I t a;8iiia + ^ cos a\ 

A = X sm 2n \-^ ^ j - 

Durch Einfiihrung dieser Werte in die Grenzbedingungen 

Xi + :S^'=X2 und M^ + M^=M^ 
gewinnt man die Gleichungen 

{F^ + F^) cos a = -Fg cos /3, 

dM ^ F^ 2n dM ^ F^'2n , dM^ _ F^-2ii 

~di ~ X, ' ~di' ~~ X, ^^^ dt ~ \ ' 

Nun erhält man 

(Fl — F/) sin /3 = J?; • sin a 
und endlich wird 

F^-=F,^^^l und F, = F, . ' f^ ''T ^- 

1 tg (a + ft ^ 1 sm (a + P) ^^8 (a — j3) 

Die elektrische Kraft der reflectierten Welle verschwindet, wenn 
(a + /5) = 90^. Dieser Fall dient zur Erklärung der Polarisation 
des natürlichen Lichtes durch Reflexion. Wenn nämlich natürliches 
Licht, bei dem Schwingungen nach allen Richtungen normal zum 
Lichtstrahle vorkommen, unter der Bedingung a-\- ß = 90® auf einen 
Spiegel auffällt, so enthält der reflectierte Strahl keine elektrischen 
Schwingungen, welche in der Einfallsebene vor sich gehen, sondern 
nur Schwingungen normal zur Einfallsebene; der reflectierte Licht- 
strahl ist alsdann linear polarisiert. Die Folgerung entspricht der 
Fresnerschen Theorie, nach welcher die Lichtschwingungen zur Po- 
larisationsebene normal gerichtet sind. 
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Es ist auch von Interesse, zu bemerken, dass Fresnel in seiner 
Elasticitatstheorie zu den eben gewonnenen Gleichungen für die 
Amplituden der reflectierten und gebrochenen Strahlen gelangte, 
indem er die vorstehenden Grenzbedingungen für die elektrischen 
Kräfte als Continuitätsprincip für die elastischen Verschiebungen und 
anstatt der Grenzbedingung für die magnetischen Kräfte das Princip 
der lebendigen Kräfte anwandte; er setzte die lebendige Kraft der 
schwingenden Athertheilchen der einfallenden Strahlen, die sich in 
einem Räume zwischen einem bestimmten Stücke einer Wellenebene 
und der Grenzebene befinden, gleich der Summe der lebendigen Kräfte 
der reflectierten und gebrochenen Strahlen, die aus den betreffenden 
einfallenden Strahlen entstehen. 

§ 143. Brechungsexponent. Dielektricitätsconstante. Cohäsions- 
constante. a) Der Brechungsexponent für den Fall, dass ein Licht- 
strahl aus der Luft oder aus dem leeren Räume in einen anderen 
Körper übergeht, ist nach dem vorhergehenden Paragraphen gegeben 
durch 



n 



= ^ = l/^. 



Die magnetischen Inductionsconstanten fi für beide Medien sind als 
gleich angenommen und fortgelassen. Die Gonstanten Tc sind nach 
§ 138 die Verwandlungsfactoren der elektrischen Kraft in die elek- 
trische Verschiebung; sie sind die reciproken Werte der Constanten 
2h und h/A^n in § 101b und c. Setzt man ä^ = 1, so bedeutet dem- 
nach \ die Dielektricitätsconstante des brechenden Mittels, und wir 
gewinnen den von Maxwell aufgestellten Satz, dass der Brechungs- 
exponent der Quadratwurzel aus der Dielektricitätsconstanten 
gleich ist. Die XJbereinstimmung dieser Constanten ist ein wichtiger 
Grund für die Ansicht, dass dasselbe Mittel Träger der Elektricität 
und des Lichtes sei, also ein wichtiger Grund für die elektromagne- 
tische Lichttheorie. 

Einige Werte für den Brechungsexponenten n und die Quadrat- 
wurzel aus der Dielektricitätsconstanten nach Tschegläjew sind 

Gks 1-538 1-503 

Benzol 1-476 1-473 

Wasser 1*323 1320 

Äthylalkohol 1353 1273 

Amylalkohol 1-397 1487. 

b) Die elektrische und die Cohäsionsenergie geben, als 
Volumsenergien eines Feldes betrachtet, Werte von ganz überein- 
stinmienden Formen. Die Ladungsenergie eines elektrischen Conden- 
sators, dessen äussere Belegung zur Erde abgeleitet ist, ist nach 
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§ 101b oder c gegeben durch das Product aus dem elektrostatischen 
Druck auf die Flächeneinheit in das Volumen des Dielektricums; man 
hat dafOr den Wert 

Hierin bedeuten l/2Jc die Dielektricitatsconstante und 8 die elek- 
trische Dichte der Ladung. 

Die Cohäsionsarbeit des Körpers ist (nach §§ 48 und 59) 

wenn a die Cohäsionsconstante, d die Dichte und v das Körpervolumen 
angeben. 

Die beiden Energiewerte besitzen ersichtlich ähnliche Formen. 
Nimmt man an, dass dasselbe Mittel Träger der Elektricität 
und der Gohäsion ist, dann sind die Gonstanten k und a den 
Elasticitätscoefficienten dieses Mediums proportional, und beide Grössen 
müssen selbst einander proportional sein^). 

Der Umstand, dass die Cohäsion bei den Schallwellen in Wirk- 
samkeit tritt und eine bedeutend kleinere Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit hervorruft als die des Lichtes, spricht nicht dagegen, dass das- 
selbe Mittel Träger der Cohäsion und des Lichtes sei. Denn bei 
jeder Wellenbewegung pflanzen sich Potentialänderungen von einem 
Erregungscentrum aus fort; es ist nun sicher, dass bei den Schall- 
wellen sich die Wechselwirkungspotentiale der Molecüle ändern, 
und dass sich diese Änderungen fortpflanzen; und es ist höchst wahr- 
scheinlich, dass bei den Licht- und elektrischen Schwingungen die 
Selbstpotentiale der Körpertheilchen Änderungen unterworfen werden 
und die Änderungen sich in Wellenform fortpflanzen. Die Anschau- 
ung steht im Einklänge damit, dass der elektrische Spannungszustand 
von einer elektrischen Polarisation der Molecüle begleitet oder sogar 
durch diese bedingt ist. In dem Werte für die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit yP/S bedeutet P bei den Schallwellen den Elastici- 
tätsmodul oder ungefähr die Cohäsion a8^ des Körpers j^ bei den 
Lichtwellen gibt P =k den Elasticitätscoefficienten des Äthers an, 
der mit a zu vergleichen ist. 

Eine rechnungsmässige Prüfung der ausgesprochenen Hypothese 
ist unter den gegenwärtigen Umständen schwer vollständig durch- 
führbar. Es ist ohneweiters klar, wenn die Cohäsionsconstante a 
und der reciproke Wert der Dielektricitätsconstanten k proportional 
sein sollen, und wenn die Dielektricitatsconstante mit dem Quadrate 



1) Siehe meine Abhdlg. in Exners Bep. 1891 und meine Schrift über den 
Ätherdruck 1898. S. 62. 
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des optischen Brechungsexponenten n übereinstimmt, dass dann das 
Product an^ eine constante Grösse sein müsse. 

Um nun diese Bedingung zu prüfen, müssten sämmtliche Werte 
eines Körpers, die zur Berechnung von a und n in Anwendung ge- 
bracht werden, sich auf genau denselben Zustand beziehen; bei den 
von verschiedenen Forschem ermittelten diesbezüglichen Daten wurde 
diese Rücksicht selbstverständlich nicht geübt; ja es weichen die für 
dieselbe Cohäsion, beziehungsweise für den Elasticitätsmodul desselben 
StoJBfes angegebenen Zahlen oft sehr bedeutend von einander ab. 
Eine Ursache dessen mag in den verschiedenen molecularen Verände- 
rungen bei den verschiedenen Versuchen liegen. Unter solchen Um- 
ständen bleibt die Verwendbarkeit der verfügbaren Daten unsicher; 
diesbezüglich angestellte Rechnungen können nur den Wert von 
näherungsweisen Schätzungen beanspruchen. 

Einige Werte sind folgende^): 

Luft a = 1690, n = 1000294, an^ = 1690 

Wasser bei 15<^ C «15 = 0000151, P = 950 Atm., an^ = 1640 

ß = 00000455, a = 950 

1/^ = 1-00085, n = 1-312 

Quarz bei 17^0 « = 00000362, P = 4510 Atm., än^ = 1650 

ß = 0-00000233, a = 670 

J = 2-6, n = 1-56 

Glas (bleihaltig) a = 0000024, P = 2620 Atm., an^ = 1660 

ß = 00000025, a = 575 

^ = 2135, n = 1-701. 

Diese Zahlen für aw^, welche sich auf Körper aller drei Aggregat- 
zustände beziehen, stimmen gut miteinander überein und sprechen 
jedenfalls zu Gunsten der Hypothese eines einheitlichen Atherdruckes. 

Dagegen lassen sich allerdings für andere Körper auch ab- 
weichende Werte berechnen; jedoch ist dadurch die Unhalt barkeit 
unserer Hypothese noch nicht erwiesen, da die meisten der bezüg- 
lichen Grössen von molecularen Veränderungen der Körper nicht 
unabhängig sein dürften. — (Näheres in der Schrift über den Ather- 
druck.) 

§ 144. Ähnliclie Erscheinungen in verschiedenen Gebieten der 
Physik. Im Anschluss an den vorhergehenden Paragraphen, der auf 
einen einheitlichen Träger der verschiedenen physikalischen Energien 
hinweisen soll, mögen zu demselben Zwecke einige ähnliche Erschei- 
nungen des Lichtes, der Elektricität, der Wärme, der Cohäsion und 
des Magnetismus zusammengestellt werden. 



1) Die benützten Daten sind Winkelmanns Handbuch d. Ph., femer WüUners 
Lehrb. d. Ph. entnommen. (Vgl. auch S. 269; dort ist x«= 1/p.) 
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§ 145. Theorie der Doppelbreclumg. a) Niveau fläche oder 
Fläche gleicher Arbeit. Doppelbrechung findet in anisotropen 
Medien statt; so z. B. im Doppelspate^ der von der Erscheinung der 
Doppelbrechung seinen Namen hat, und in den meisten anderen Kry- 
stallen. (Bartholin 1669, Huygens 1691.) In diesen Medien sind die 
optischen Kräfte nicht mehr nach allen Richtungen hin dieselben, 
wie es bisher bei den isotropen Mitteln angenommen wurde, sondern 
sind nach verschiedenen Richtungen verschieden; daher vermag ein 
solches Medium kein natürliches Licht fortzuleiten, sondern es treten 
mancherlei Modificationen ein. Um die Gesetze der Kraftvertheilung 
und darnach die Polarisation und Fortpflanzung des Lichtes zu er- 
klären, verwenden wir nach J. Stefan die Niveaufläche oder die 
Fläche gleicher Arbeit rings um einen Punkt im doppeltbrechen- 
den Medium^). 

Wir erhalten Aufschluss über die Form der Fläche durch fol- 
gende Betrachtung. Sei die potentielle Energie des Feldes, das Potential 
aller Massen des Systems auf ein bestimmtes Athertheilchen ft, dessen 
Coordinaten (a?, y, 0) sind, gegeben durch 

Eine Verschiebung des Punktes ft um die äusserst kleine Strecke <J, 
deren Projectionen auf die drei Coordinatenachsen 5> ^? S seien, führt 
die Energie über in 

Der Taylor'sche Lehrsatz gestattet nun leicht eine Entwickelung 
der Function nach den Verschiebungscomponenten (|, iy, J;) und die 
physikalische Interpretation. Wir gelangen jedoch auch ohne beson- 
dere Umständlichkeit in elementarer Form zum Resultate, wenn wir 
W als eine Function nach steigenden Potenzen der sehr kleinen 
Grössen |, ly, g ausdrücken, hierbei mit den Gliedern der zweiten 
Potenz abbrechen und dann die physikalische Bedeutung der ange- 
nommenen Coefficienten untersuchen. Wir gelangen auf solche Weise 
ohneweiters zu der Form 

W= ao + a,g + 6,^ + ^iS + I «2 • I' + I &2 • ^' + I ^ • e' + 

Setzen wir zunächst die Verschiebung und ihre Componenten 
li, 1^1, g gleich Null, dann geht TT' in den ursprünglichen Wert W der 
Energie über und es ist 



1) J. Stefan, Theorie d. Doppelbr. Wiener Sitzb. Bd. 50. Abth. 2. Heft 1— ö 
S. 560 etc. 
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Substituiert man diesen Wert und bildet 

W—W dW 

und setzt nachher wieder alle Verschiebungen gleich Null, so erhalt 
man 

dW 

d. h. der Coefficient a^ bedeutet die längs der x-Achse gerichtete 
Kraftwirkung des Mediums auf das Theilchen /i in der Anfangslage. 
Soll die ursprüngliche Lage eine Gleichgewichtslage sein, so muss diese 
Kraft und somit auch a^ = sein. Aus denselben Gründen folgt 

ftj = ^1 == Ol = . 
Für die Energieanderung des Mediums erhalten wir nun 

Die Energieanderung gibt den Arbeitswertswert für die Verschie- 
bung tf; sie ist stets gleich derselben Grösse JWj so oft die Com- 
ponenten 5, ij, % der gewonnenen Gleichung genügen. Der geometrische 
Ort dieser Gleichung ist eine Flache, welche somit alle Punkte angibt, 
in die das Athertheilchen ft durch Anwendung einer bestimmten 
Arbeit JW verschoben werden kann. Auf welchem Wege das Theil- 
chen in die Fläche gelangt, ist dabei gleichgiltig. — Eine Verschie- 
bung des Theilchens in der Fläche selbst ändert an dem Werte 
AW und somit auch an der Energie nichts; daraus folgt, dass eine 
solche Verschiebung in der Fläche ohne Aufwand von Arbeit ge- 
schehen kann. Eine Fläche von dieser Eigenschaft ist eine Niveau- 
fläche oder Fläche gleicher Arbeit 

Die Gleichung für ^ TT ist die Mittelpunktsgleichung einer Fläche 
zweiter Ordnung. Der Mittelpunkt der Fläche liegt in der Gleich- 
gewichtslage des verschobenen Punktes. Die Fläche ist nothwendig 
geschlossen, weil es keine Richtung geben kann, nach der eine Ver- 
schiebung bis ins Unendliche ohne Arbeitsaufwand bewerkstelligt 
werden könnte; sie ist daher ein Ellipsoid, und wir haben den Stefan- 
schen Satz: 

Um jeden Punkt eines optischen Mediums lässt sich ein 
Ellipsoid construieren von der Beschaffenheit, dass eine 
Verschiebung dieses Punktes bis zu einer Stelle der Ober- 
fläche des Ellipsoides immer mit demselben Aufwände von 
Arbeit gemacht werden kann. Dieses Ellipsoid heisst das 
Ellipsoid der gleichen Arbeit. 

Da bei einer Verschiebung des Punktes in der Fläche gleicher 
Arbeit kein Arbeitsaufwand erforderlich ist, so folgt, dass auf de© 
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Punkt keine tangentiale Kraft wirken kann^ und wir haben zwei 
weitere Sätze: 

Durch eine Verschiebung in der Richtung des Radius- 
vectors des Ellipsoides wird eine Kraft geweckt, die mit 
der Normalen des Ellipsoides gleiche Richtung hat. 

Es gibt dreiauf einander senkrechte Richtungen, näm- 
lich die der Achsen des Ellipsoides, für welche die Rich- 
tungen der Verschiebung und der durch diese gewecktiBn 
Kraft zusammenfallen. 

Beziehen wir nun die Coordinaten des Ellipsoides auf seine 
Achsen als Coordinatenachsen, so werden in der vorhergehenden Glei- 
chung die S, 1?, 5 in Producten zu je zweien enthaltenden Glieder 
wegfallen, also die von der Lage der Coordinatenachsen abhängigen 
Grössen «3, 63, c^ Null werden. Ersetzen wir weiter die für das neue 
Achsensystem geltenden Grössen o^, ig; ^2 durch a^, 6^, c^, so geht 
die Gleichung über in die Form 



Tr= ^a*-|» + 46«.^» + i-c«-^ 



Auch die hierin benützten Coefficienten haben physikalische Be- 
deutung. Setzen wir nämlich iy = g = 0, so erhält man als die 
Arbeit der Verschiebung |q 

Tr=(|««io)-lo- 

Da l^Q als eine Halbachse des Ellipsoides den Weg des Punktes 

angibt, so ist (y^^So) die längs des Weges wirkende, mittlere Kraft 

und somit a* der Elasticitätscoefficient oder im Sinne der elek- 
tromagnetischen Lichttheorie ist 43r/a^ die Dielektricitätsconstante in 
der Richtung der X-Achse. 

Durch ähnliche Schlüsse folgt, dass h^ und c^ die betreJBFenden 
ConstantlBn des Mediums in den Richtungen der F- und Z- Achse an- 
geben. 

Aus den Gleichungen 

So« -""' "V ~^' 17"'' 

folgt der Satz: Jede der drei Haupteonstanten ist gleich 
der doppelten Arbeit, für welche das Ellipsoid construiert 
ist, dividiert durch das Quadrat der zugehörigen Halbachse 
des Ellipsoides. 

Sind die drei Haupteonstanten einander gleich, dann nimmt das 
Ellipsoid die Kugelgestalt an; das Medium ist in diesem Falle 
isotrop. Wie aus dem Folgenden noch hervorgehen wird, kann in 
diesem Falle keine Doppelbrechung eintreten. 
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Fig. 92. 




b) Polarisation und Fortpflanzung des Lichtes. Die Er- 
scheinungen der Lichtfortpflanzung in anisotropen Medien ergeben 
sich am einfachsten aus der Betrachtung einer ebenen Wellen- 
fläche, die sich längs ihrer Normalen, Wellennormale genannt, 
fortpflanzt. — Da alle Punkte der Wellenfläche gleiche Verschie- 
bungen zeigen, so genügt es zunächst, einen einzigen Punkt ins Auge 
zu fassen. Die Bewegungsgesetze für diesen gelten auch für alle 
anderen Punkte der Wellenebene ^). 

Ein Theilcheh im Punkte C (Fig. 92) sei durch einen einfallenden 
Lichtstrahl l aus seiner Gleichgewichtslage um die Strecke 6 ver- 
schoben worden. Wir denken uns um C das 
EUipsoid gleicher Arbeit construiert und be- 
achten den Durchstosspunkt D der Verschie- 
bungsrichtung, d. i. den Endpunkt von 6. Zu 
dem betreffenden Flächenelemente steht die ge- 
weckte Totalelasticität T normal; dass T mit der 
Richtung der Verschiebimg 6 nicht zusanmien- 
f ällt, ist sofort ersichtlich. Diese Verschiebungs- 
richtung kann daher durch die Kraft T nicht 
erhalten werden; nur solche Verschiebungen wer- 
den bestehen und solche Schwingungen unter- 
halten werden, welche mit der Kraft gleiche Richtung haben. 

Um die Wirkungen der Kraft T ersichtlich zu machen, beachten 
wir die Wellenebene E und zerlegen die Kraft in eine zu E normale 
Componente N und in eine in die Ebene fallende Kraft P. Die 
erstere Imtte nur die Anregung zu longitudinalen Verschiebungen zur 
Folge; sie darf in der Optik ausser Betracht bleiben. Die Wirkung 
von P ergibt sich aus dem Schnitte der Wellenebene E mit dem 
EUipsoide. Derselbe ist eine Ellipse (Fig. 93), in welcher im allge- 
meinen die Verschiebung CD nicht in die Rich- 
tung von P fällt. Der Punkt D muss daher eine 
Ablenkung erfahren, bis Wejg und Kraft mitein- 
ander übereinstimmen. Die Übereinstimmung tritt 
ein, wenn der Punkt sich längs der Achsen CG und 
CF der Schnittellipse bewegt. Hat die Verschie- 
bung eine dieser beiden Richtungen, so wird auch 
bei ihrer Fortpflanzung eine Änderung der Rich- 
tung nicht eintreten, da dann keine Kraft vorhanden ist, welche eine 
solche Änderung veranlasst. Schwingungsrichtungen längs der Achsen 
der Schnittellipse sind deshalb stabil. 

Bei einer andauernden Lichterscheinung können ausschliesslich 
nur stabile Schwingungsrichtungen vorkommen. Dieselben stehen 



Fig. 98. 




1) Siehe meine Schrift über den Ätherdruck. S. 49. 
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zu einander normal und entsprechen zwei zu einander senkrecht po- 
larisierten Lichtstrahlen. Da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
bei einer Planwelle mit Schwingungen von stabiler Richtung der 
Quadratwurzel aus der zu den Schwingungen parallelen Elasticitäts- 
oder Dielektricitätsconstanten proportional ist^ so pflanzen sich die 
beiden Schwingungen selbständig^ jede mit ihrer eigejien Geschwindig- 
keit fort. 

Jede Planwelle, welche Schwingungen von nicht stabiler Rich- 
tung enthält, theilt sich in zwei, von denen- eine die zur ersten, die 
andere die zur zweiten stabilen Richtung parallelen Componenten auf- 
nimmt. Beide Wellen pflanzen sich fort mit Geschwindigkeiten, die 
zu den betreJBFenden Schwingungsrichtungen gehören. 

Die Betrachtung lässt sich auf die Brechung des Lichtes in 
Erystallen unmittelbar übertragen; es ist also damit auch die Doppel- 
brechung und die bei derselben auftretende Polarisation erklärt. 

Weitere optische Gesetze folgen aus den geometrischen Gesetzen 
des Arbeitsellipsoides. Von Wichtigkeit sind die Wellenebenen, welche 
das Ellipsoid in Kreisen schneiden. 

Im Kreise ist der Radius stets auch die Normale zu dem ent- 
sprechenden Bogenelemente, daher ist in einer solchen Wellenebene 
keine andere Kraftcomponente vorhanden, als die zur Verschiebung 
parallele, und diese hat für alle Richtungen in der Ebene einen 
und denselben Wert. Solche Schwingung ist der Erhaltung fähig 
und pflanzt sich im Medium ohne Theilung fort. Die Richtungen 
dieser einfachen Lichtfortpflanzung heissen optische Achsen. 

Es gibt zwei Ebenen, welche das Ellipsoid in Kreisen schneiden; 
dieselben sind leicht zu bestimmen. Sie gehen durch die mittlere 
Achse des Ellipsoides, stehen demnach normal zur Ebene der kleinsten 
und grössten Achse. Verzeichnet man in der Schnittellipse dieser 
Ebene, d. i. in der Ellipse mit der grössten und kleinsten Achse 
jene zwei Durchmesser, welche der mittleren Achse des Ellipsoides 
gleich sind, so erhält man die Spuren der beiden Kreisschnitte. — 
Die Normalen zu den bezeichneten Durchmessern geben die Rich- 
tungen der optischen Achsen. — Der eine Winkel zwischen diesen 
wird von der Achse der kleinsten, der andere Winkel von der Achse 
der grössten Ellipse halbiert. — Man hat demnach den Satz: 

Es gibt zwei Lagen für eine Planwelle, in welchen jede in ihr 
enthaltene Schwingungsrichtung eine stabile ist. Es sind dies jene 
Lagen, in welchen die Wellenebene das Ellipsoid gleicher Arbeit in 
Kreisen schneidet. Es gibt also zwei Richtungen, nach denen eine 
Planwelle mit beliebigen Schwingungen sich ohne Theilung fort- 
pflanzt. Sie heissen optische Achsen und liegen in der Ebene der 
grössten und kleinsten Achse des Ellipsoides, ihre Winkel werden 
von diesen zwei Achsen halbiert. 
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An diesen allgemeinen Fall, dass die drei Achsen des ElUpsoides 
gleicher Arbeit «Lnuntlich verschieden sind, lasst sich noch die Be- 
handlung der zwei speciellen Falle knüpfen, in welchen entweder zwei 
oder alle drei Achsen gleich werden. Sind zwei der Achsen ^eich, 
was durch einen symmetrischen Bau des Mediums um die dritte 
Achse bedingt wird, so schneidet nur mehr eine zu dieser Achse 
normale Ebene das Ellipsoid in einem Kreise; diese dritte Achse ist 
daher auch nur die einzige optische Achse des Mediums, das Medium 
ist optisch einachsig. 

Beim Rotationsellipsoid ist in der Schnittellipse jeder Wellenebene 
eine Achse dem E^reisradius gleich; jeder solchen Schwingung ent- 
spricht die gleiche Elasticiiats- oder Dielektriciiätsconstante und des- 
halb auch die gleiche Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Bei der Doppel- 
brechung in einachsigen Erystallen wird daher immer eine von 
den beiden entstandenen Wellen Schwingungen parallel mit einem 
Ej-eishalbmesser enthalten« Eine solche Welle pflanzt sich nach jeder 
Richtung mit derselben Geschwindigkeit fort; sie genügt dem Gesetze 
der einfachen Brechung und wird deshalb auch ordentliche Welle 
genannt. In optisch zweiachsigen KrystaUen gibt es nur zwei ausser- 
ordentliche Wellen. 

. Ist das Medium nach allen Richtungen gleichartig, so geht das 
Ellipsoid in eine Eugelfläche über. Jede beliebige Richtung ist 
eine optische Achse; das Medium ist ein einfach brechendes. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit transversaler Schwingungen 
ist gegeben durch die Form 



l/x" 1 i/2W 



Dieselbe ist der Verschiebung ö umgekehrt proportional. 

Nach den in einem Kraftfelde herrschenden Verhältnissen, welche 
bei der Ableitung der Maxwell'schen Gleichungen dargestellt wurden, 
wird durch jede elektrische Schwingung eine senkrechte magne- 
tische Schwingung erzeugt, und durch die betreffenden Verschie- 
bungen werden beziehungsweise elektrische und magnetische Kräfte 
geweckt. Daraus folgt leicht, dass jede Welle aus zu einander senk- 
rechten elektrischen und magnetischen Polarisationsschwingungen be- 
steht, die in der Wellenebene liegen, dass auf der elektrischen Pola- 
risation die magnetische Kraft und auf der magnetischen Polarisation 
die elektrische Kraft senkrecht steht; die Richtung beider Kräfte 
tritt im allgemeinen aus der Wellenebene heraus. Die Richtung, 
welche auf den beiden Polarisationen senkrecht steht, ist die Wellen - 
normale n. Die Richtung, welche auf beiden Kräften senkrecht 
steht, ist die Richtung des Lichtstrahles l (Fig. 92). 

Die Maxwell^schen Gleichungen selbst nehmen für die Krystalle 
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unter der Voraussetzung, dass die Symmetrieachsen mit den Coordi- 
naten parallel sind, folgende Form an: 

dL^^dZ^_dY^ c_ dX' _dM dN 

^^ dt dy dz ' «1 dt dz dy ^ 

dM dX' dZ' c dY' dN dL 



f*2 



dt dz dx ^ x, dt dx dz ' 

dN dY' dX' c dZ' dL dM 



^^ dt dx dy ^ Xj dt dy dx 

Die Constanten sind nach den Achsenrichtungen verschieden; bei 
den meisten Krystallen sind jedoch ^^=11*2 = ^3 = 1. Das magne- 
tische Verhalten der Krystalle kommt daher dem der isotropen 
Körper gleich; magnetische Polarisation und magnetische Kraft fallen 
in eine Richtung. Die Gleichungen ergeben auch die mittelst des 
Arbeitsellipsoides gezogenen Folgerungen. 

§ 146. Die äussere conisclie Retraction^). Im Nachfolgenden 
soll mittelst des Ellipsoides gleicher Arbeit die äussere conische Re- 
fraction durch eine elementare Constructionsmethode erklärt werden. 
Diese Erscheinung tritt bekanntlich bei optisch zweiachsigen Krystallen 
ein, wenn ein Lichtstrahl den Krystall in der Richtung einer secun- 
dären optischen Achse durchsetzt. Es besteht dann anstatt einer 
Wellennormalen eine Schar solcher Normalen, welche eine Kegelfläche 
bilden, in der auch die optischen Achsen liegen. Beim Übergang des 
Lichtstrahles aus dem Krystall in das umgebende Medium liefert nach 
dem Brechungsgesetze jede Wellennormale einen gebrochenen Strahl; 
daher entsteht beim Übertritt des Lichtstrahles in das umgebende 
Mittel ein Lichtkegel, die Erscheinung der äusseren conischen Refraction. 

Um die Lichtbewegung bei dieser Erscheinung darzustellen, legen 
wir die Wellenebene EJE durch die mittelgrosse Achse des Ellipsoides 
so, dass sie mit dem Ellipsoide einen Kreis als Schnitt liefert (Fig. 94). 
Der Lichtstrahl l ist in diesem Falle die sogenannte secundäre, die 
Wellennormale n die primäre optische Achse. Da bei jedem drei- 
achsigen Ellipsoide zwei zur kleinsten und grössten Achse symmetrisch 
gelegene Kreisschnitte bestehen, so gibt es auch zwei Paare solcher 
optischer Achsen. Wir beschränken die Betrachtung nur auf einen 
Kreisschnitt. Hier finden sich in der Wellenebene EJS nicht bloss 
zwei zu einander normale Achsen als stabile Schwingungsrichtungen 
vor, sondern die unendlich vielen, gleichberechtigten Richtungen der 
Kreisradien r. In jeder Ebene, welche durch irgend einen Kreishalb- 
messer r und den Lichtstrahl l gelegt wird, besteht auch eine Schwingung 
Und dazu normal in derselben Ebene eine Wellennormale w. Infolge 



1) Siehe meine Abhdlg. über d. geometr. Erkl. d. conischen Refraction in 
d. Monatsheften f Math. u. Phya. V. S. 129—135. 
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der unendlich vielen Schwingungsrichtungen gibt es auch unendlich 
viele Wellennormalen y welche eine Eegelfläche zusammensetzen. Es 
ist nun leicht zu zeigen^ dass dieser Normalenkegel von einer zu l 
normalen Ebene in einem Kreise geschnitten wird. 
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Es ist schon bemerkt worden^ dass zur Schwingungsrichtung CD 
die Normale n (in der 1. Projection der Figur bez. CD' und n') 
und zur Schwingungsrichtung CFy welche sich in C projiciert, die 
Normale l gehört. Die zwischen der Horizontalen und Verticalen 
liegenden Schwingungsrichtungen liefern Normalen zwischen n und l. 
Behufs genauerer Bestimmung legen wir durch eine Gerade ZZ eine 
zur Lichtstrahlrichtung l normale Ebene ^ betrachten diese als zweite 
Projectionsebene und führen die Constructionen in derselben in der 
Umlegung aus. Es sei nun die in der Figur gezeichnete halbe Ellipse 
B"B''F"K' die zweite Projection des Kreisschnittes in EE\ die halbe 
grosse Achse der Ellipse ist C''F'= C'D'=r. 

Wir fassen irgend einen Halbmesser BC heraus und construieren 
in der Lichtebene (BC, l) die gesuchte Wellennormale. Dieselbe wird 
ermittelt als Schnitt der Lichtebene mit einer zu JBC7 normalen Hilfs- 
ebene, welche durch den Mittelpunkt G geht. 

Die Lichtebene ist normal, also projicierend zur zweiten Projec- 
tionsebene. Ihre Spuren sind l und B"G'\ Zeichnet man die Spuren 
der Hilfsebene CG und GS' beziehungsweise normal zur ersten und 
zweiten Projection des Halbmessers BCy so erhält man in JET' die 
zweite Projection und in JT die erste Projection eines Punktes der 
Wellennormale; die Projectionen der Wellennormale selbst sind als- 
dann G'ff und a'H^\ 

Um die Schnittcurve des ganzen Normalenkegels mit der zweiten 
Projectionsebene zu bestinmien, hat man nur zu bemerken, dass H 
bereits ein Punkt der Schnittcurve ist, und dass der geometrische Ort 
von H" ein Kreis ist, welcher über den Durchmesser G''G beschrieben 
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werden kann; denn die Punkte C" und G sind von der Lage der 
Normalen unabhängige fixe Punkte, und Winkel {GH"C'') ist ein 
rechter, also ein Winkel im Halbkreis. Damit ist bewiesen, dass die 
Wellennormalen wirklich eine Kegelfläche bilden, die mit einer zur 
secundären optischen Achse normalen Ebene einen Kreis als Schnitt 
liefert. Die optischen Achsen liegen selbst in der Kegelfläche. 

§ 147. Die innere conisclie Refraction. Eine Lichtbewegung, 
welche einen optisch zweiachsigen Krystall in der Richtung einer 
optischen Achse durchsetzen soll, gibt innerhalb des Krystalles An- 
lass zur Bildung eines Lichtkegels, welcher mit einer zur primären 
optischen Achse normalen Ebene einen Bereis als Schnitt liefert. Die 
Erscheinung ist unter dem Namen der inneren conischen Refraction 
bekannt. Sie lässt sich in ähnlicher elementaren Weise, wie oben 
die äussere conische Refraction, erklären. 

Wir betrachten abermals die Ebene EE des Kreisschnittes am 
Arbeitsellipsoide als Wellenebene. In dieser gibt jeder beliebige Radius 
eine Schwingungsrichtung an, und zu jeder Schwingungsrichtung ge- 
hört ein Lichtstrahl. Die Lichtstrahlrichtung ist stets normal zur 
wirkenden Totalkraffc, 

also normal zu dem ^^e- J>5- 

Perpendikel , welches 
im Endpunkte des be- 
treffenden Kreishalb- 
messers auf das Ellip- 
soid gefällt wird. Zu 
der in der Zeichnungs- 
fläche liegenden Schwin- 
gung CD' gehört der 
Strahl Z, zu welchem 
das Ton D' aus gefällte 
Perpendikel 6 normal 
ist. Zu der auf der 
Zeichnungsfläche nor- 
malen Schwingung, wel- 
che sich im Punkte C" 
projiciert , gehört die 

Strahlenrichtung n. Zu den zwischen der Verticalen und Horizontalen 
liegenden Schwingungen gehören Strahlen zwischen n und l. Um ihre 
Lage genauer zu ermitteln, fassen wir eine beliebige Schwingungs- 
richtung BC in dem Kreisschnitte ins Auge und suchen den dazu 
gehörigen Strahl. Derselbe wird gefanden, wenn man im Punkte B 
zu dem Flächenelemente des Ellipsoides ein Perpendikel zieht und 
auf dieses vom Mittelpunkte C aus eine Normale construiert. Behufs 
Ausführung dieses Planes legen wir an den Kreisschnitt des Ellipsoides 
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einen berührenden Cjlinder^ dessen Erzeugenden parallel zum Lichi- 
strahle l sind; in den Punkten des Schnittkreises sind die Perpendikel 
zum Ellipsoide zugleich Perpendikel zur Cylinderflache. Femer be- 
trachten wir die bisherige Zeichnungsfläche als erste Projectionsebene 
und wählen eine durch ZZ zur Wellennormale n perpendicular ge- 
legte Ebene als zweite Projectionsebene; die Constructionen in dieser 
fahren wir in der Umlegang aus. 

In der zweiten Projection zeigen sich die beiden Basiskreise des 
Cylinders wieder als Kreise in K^" und K^". Um nun in irgend 
einem Punkte B des Kreisschnittes ein Perpendikel zur Cylinderflache 
zu construieren^ benützen wir die Berührungsebene^ welche die durch 
B gehende Erzeugende BJ enthält. Die zweite Spur s^ dieser Ebene 
ist die Kreistangente in J"; die erste Spur s^ ist mit der Lichtstrahl- 
richtung l paraUeL Zu den Spuren normal stehen die Projectionen 
p' und p'' des von B ausgehenden Perpendikels. Es ist ersichtlich^ 
dass p" mit B"C" zusammenfällt. — Um nun vom Punkte C auf p 
die Normale zu ziehen^ welche die gesuchte Lichtstrahlrichtung angibt^ 
legen wir durch C im p eine normale Ebene und bestimmen deren 
Schnitt mit p. Die Ebene ist parallel zur Berührungsebene (^i^); 
ihre erste Spur fällt mit l zusammen; ihre zweite Spur q^ geht durch 
F und ist parallel zu 5, und normal zu FJ" oder zu p'\ Der 
Schnitt derselben mit p wird mittelst einer durch p gelegten zweiten 
projicierenden Ebene leicht gefunden; die zweite Spur derselben fällt 
mit p" zusammen. — Die Spuren q^ und p'' schneiden einander im 
Punkte P", die ersten Spuren im Punkte C\ Die Verbindungsgerade 
der Punkte P und C gibt die Normale auf das Perpendikel p imd 
zugleich den gesuchten Lichtstrahl. Die beiden Projectionen sind 

C'P' und c'r\ 

Der Punkt P ist der Durchstosspunkt des Strahles mit der 
zweiten Projectionsebene, d. i. mit der zur ersten optischen Achse 
normalen Ebene; sein geometrischer Ort gibt den Schnitt dieser 
Ebene mit dem Lichtstrahlenkegel. Es ist aus der Figur ersichtlich, 
dass dieser geometrische Ort ein Kreis über C'F als Durchmesser 
ist; denn die Punkte C" und F sind von der Lage des Perpendikels 
p unabhängige, also feste Punkte, und die Schenkel P"C" und P''F 
bilden bei P" einen rechten Winkel; und der geometrische Ort der 
Spitze dieses Winkels ist ein Kreis. Mit demselben ist die Basis des 
zu ermittelnden Lichtstrahlenkegels gefunden. 
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